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Die  günstige  Aufnahme  der  vor  fünf  Jahren  erschie- 
nenen zwey  ersten  Theile  dieses  Werkes,  welche  die  so- 
genannte sphärische  und  theoretische  und  das  Wichtig- 
ste  der  practischen  Astronomie  enthalten,  munterte  mich 
auf,  diese  Arbeit  zu  vollenden ,  und  ihr  auch  noch  die 
Elemente  der  physischen  Astronomie  hinzuzufügen* 

Ich  wünsche,  durch  das  Gegenwärtige  die  nähere 
Kenntnifs  der  Mechanik  des  ßimmelsj  dem  es  als  Pro- 
pädeutik dienen  soll,  vorzubereiten,  und  durch  das  Gan« 
ze  die  Liebe  zu  derKöniginn  der  Wissenschaf  ten  zu  ver- 
breiten, die  das  Höchste  und  Gröfste  umfafst,  wa£(  Men- 
schen zu  ihrer  Beschäftigung  machen  können« 


Der  Verfasser. 
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III. 


ERSTES    KAPITEL, 

Statik. 


Ei 


§.   1. 


»in  Körper  bewegt  sich ,  wenn  er  seinen  Ort  im  Räume  än- 
dert. Die  Ursache  ,  welche  ihn  in  Bewegung  setzt ,  oder  zu 
setzen  sucht ,  heifst  Kraft,  und  die  Richtung  dieser  Kraft 
ist  die  gerade  Linie ,  welche  der  Körper  durch  die  Wirkung  die- 
ser Kraft  in  jedem  Augenblicke  zu  beschreiben  sucht*  Die  M  e- 
chanik  ist  die  Lehre  der  Bewegung, 

Werden   mehrere  Kräfte  auf  einen  Körper  angebracht,  so 
'  können  sie   sich    auch   einander  aufheben ,    so    dafs  keine  Be- 
wegung entsteht.  Man  sagt  dann,  diese  Kräfte  sind  im  Gleich- 
gewichte. 

Die  S  t  atik  ist  die  Lehre  des  Gleichgewichtes.  Der  Zweck 
dieser  Wissenschaft  ist  daher ,  die  Gesetze  aufzufinden ,  nach 
welchen  diese  gegenseitige  Aufhebung  der  Kräfte  vor  sich  geht , 
damit  Gleichgewicht  entstehe. 

Wenn  mehrere  Kräfte  nach  verschiedenen  Richtungen  auf  ei- 
nen Punkt  wirken ,  ohne  sich  Gleichgewicht  zu  halten,  so  wiid 
sich  der  Punkt  in  einer  gewissen  Richtung  bewegen ,  und  nichts 
hindert  uns  anzunehmen,  dafs  diese  Bewegung  von  einer  einzigen 
Kraft  herrühre ,  die  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Punktes 
auf  diesen  Punkt  wirkt.  Eine  solche  Kraft ,  die  mehreren  anderen 
gleichgeltend  ist ,  heifst  mittlere  Kraft ,  die  daher  ,  in  entge- 
gengesetzter Richtung  betrachtet,  mit  allen  anderen  äufseren 
Kräften  im  Gleichgewichte  ist. 

Wirken  alle  äufseren  Kräfte  in  einer  geraden  Linie ,  einige 
derselben  vor-,  die  anderen  rückwärts,  so  ist  offenbar  die  mitt- 
lere Kraft  gleich  der  Summe  derjenigen  äufseren ,  die  nach  einer 
der  bejden  Richtungen  dieser  geraden  Linie ,  weniger  der  Summe 
der  anderen  äufseren  Kräfte,  die  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  wirken,  und  die  mittlere  Kraft  wird  ihre  Richtung 
mit  der  gröfseren  dieser  bejden  Summen  gemeinschaftlich  haben. 
Sind  aber  beyde  Summen  gleich,  so  wird  die  mittlere  Kraft  Null 
seyn,  oder  die  äufseren  Kräfte  werden  sich  unter  einander  das 
Gleichgewicht  halten. 

A  2 


5-  3. 

Zwcj  gleiche  äufsere^  Kräfte  'wirken  auf  einen  Punkt  nach 
verschiedenen  Richtungen.    Man  suche  ihre  mittlere  Kraft, 

Die  mittlere  Kraft  wird  in  der  Ebene  der  beyden  äufsereii 
liegen  ,  und  ihre  Richtung  wird  den  Winkel  der  Richlungen  dei» 
beyden  äufseren  Kräfte  in  zwey  gleiche  Theiletheilen,  da  kein 
Grund  da  ist,  waruiji  die  mittlere  Kraft  die  Ebene  der  beyden 
äufseren  verlassen,  oder  warum  sie  sich  der  einen  mehr ,  als 
der  andern  nähern  sollte. 

Es  sollen  die  Schenkeln  BA  und  CA  des  Winkels  BAC  =  2  x 
die  Richlungen  dieser  äufseren  Kräfte  vorstellen ,  deren  jede 
gleich  P  seyn  soll.  Die  Linie  AD ,  welche  den  Winkel  BAO  hal- 
birt ,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die  Richtung  der  mittleren 
Kraft  seyn ,  deren  zu  suchende  Gröfse  gleich  R  seyn  soll. 

Da  das  Terhältnifs  der  beyden  Kräfte  •:=-nur  von  der  Gröfse 

des  Winkels  x  abhängen  kann ,  so  Ist 

R 

wo  9X  eine  Function  von  x  bezeichnet,  die  beslimmt  wer- 
den soll. 

Zu  beyden  Seiten  der  Linie  AB  ziehe  man  durch  den  Punkt 
A  zwey  Linien  Ab  und  Aß/  welche  beyde  denselben,  übrigens 
w  illkührlichen  Winkel  y  mit  der  Linie  AB  bilden.  Eben  so  ziehe 
man  zu  beyden  Seiten  der  Linie  AC  die  Linie  Ac  und  A<y  un- 
ter denselben  Winkeln,  so  dafs  also  bÄB  =  BAß  =  cAC  =  CAcy 
=  y  ist. 

Zerlegt  man  die  Kraft  P,  die  nach  AB  wirkt,  in  zwey  gleiche 
äufserc  nach  Ab  und  Aß  >  deren  jede  Q  heifsen  soll ,  so  ist  wieder 

P 

Zerlegt  man  eten  so  die  Kraft  P ,  die  nach  AC  wirkt ,  in  zwey 
gleiche  äufsere  nach  Ac  und'A<y,  so  werden  die  zwey  Kräfte  P 
nun  durch  die  vier  Kräfte  Q  vorgestellt  werden ,  und  die  mitt- 
lere Kraft  dieser  vier  letzten  Q  inufs  mit  der  mittleren  Kraft  R 
der  beyden  vorhergehenden  P  in  ihrer  Richtung  zusammenfallen. 
Heifst  abef  Q'  die  mittlere  der  zwey  Kräfte  Q ,  die  nach  Ab 
und  Ac  wirken  ,  so  ist,  wenn  Aß  und  A«y  die  beyden  äufserstea 
jener  Linien  sind , 

bAD  =;  cAD  =  X  —  j' 

,  Q/ 

also  auch  -  *i  ss  J5  (x  —  y) 

V 

llcifst  endlich  Q"  die  mittlere  der  zwey  Kräfte  Q,  die  naich  Aß 
und  Acy  wirken  ,  so  ist  auch  « 


} 


J-  =  9  (»  +  j) 

Da  aber  die  beyden  Kräfte  Q'  und  Q"  nach  derselben  Linie 
AD  gerichtet  sind,  so  ist  ihre  mittlere  Kraft,  die  zugleich  die 
mittlere  Kraft  der  vier  äufseren  Kräfte  Q  ist,  gleich  der  Summe 
Ton  Q'  und  Q" ,  oder  es  ist 

R  =  Q'  +  Q" 

oder  da  R  =r=  P#  P  x*i=  Q.  ^  x.  j&  y  war,    so  ist 

^  X  j&  y  =  ^  (x  —  y)  +  ^  (x  +  y) 

Entwickelt  man  die  Ausdrücke  ^  (x  •—  y)  und  p  ('^  +  y)  nach 
dein  bekannten  Taylor'schen  Theoreme  ^  so  geht  die  leUle 
Gleichung  in  folgende  über 

Da  aber  p  y  die  Gröfse  x  nicht  enthalten  k^nn ,  so  müssen  die 
Gröfsen 

d*  ^  X  d*  <?x 

^'x.  d  X»    jö  X,  d  X* 
Ton  X  ganz  unabhängig,  oder  sie  müssen  constant   seyn. 
Sey  also  d«  px 

P  X.  dx* 

so  ist  ilÜJL  =  Lllif  =  b«  0X 

dx*  dx« 

d^  px       b«  d»  ?>x       ,  .  ^ 

dx*  dx' 

und  man  erhält 

^■'^  V  I.  1^  ~  1.2.3.4    *    K2.  J.  4.5.  b    ^  *  *  •  V 

oder  wenn  man  b  =  —  a*  selzt, 

/  a»  y«  a*  y*  \ 

^y  saf  1 ^H TU—''    ') 

^  \  1.2  1,2.J.4  / 

das  heifst  also 

^  y  =  2  Cos  ay,  und  daher  auch 

^  X  =  2  Cos  a  X ,  und  endlich 

R  =  2  P  Cos  ax 

I.  um  die  Constante  a  zu  bestimmen,  sey  x  ein  rechter 
Winkel,  so  sind  beyde  Kräfte  einander  entgegengesetzt ,  also 
R  =  o,  oder  Cos  (qo.-a)  =  o  ,  also  .ist  a  eine  ganze  ungerade 
Zahl.  Allein  die  GrÖfse  a  kann  nicht,  gröfser  als  die  Einheit  seyn^ 
\yfii\n  ist  x.  ß.  a  =  3  ,    so  würde   die   miltlcro   Kraft  R   gleich 


Null  seyn  für  x  =  */  =  3o*  oder  die  bejden  gleichen  äufseren 
Kräfte  würden  im  Gleichgewichte  seyn,  ohne  sich  entgegenge- 
setzt zu  sejn ,  was  unmöglich  ist ;  und  da  diefs  für  jede  andere 
ganze  ungerade  Zahl ,  die  Einheit  ausgenommen ,  der  Fall  ist,  so 
ist  a  =  1  und  man  hat 

11  =  2  P  Cos  X 

Daraus  folgt  also ,  dafs  die  mittlere  Kraft  R  durch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms ,  dessen  Seiten  die  äufseren  Kräfte  sind, 
ihrer  Richtung  sowohl  als  ihrer  Gröfse  nach ,  vorgestellt  wird. 

IT.  Es  seyen  nun  P,  Q  zwey  ungleiche  Kräfte,  deren  Rich- 
tungen einen  rechten  Winkel  unter  einander  bilden.  Sind  x  und 
90 — X  die  Winkel,  welche  sie  mit  ihrer  mittleren  Kraft  R  bilden , 
und  zieht  man  durch  ihren  Yereinigungspunkt  eine  gerade  Linie, 
die  mit  der  Richtung  der  P  den  Winkel  x,  also  mit  der  Rich- 
tung der  Q  den  Winkel  90  —  x  bildet,  so  wird  man,  nach  (1), 
die  Kraft  P  in  zwey  gleiche  äufsere  auflösen  können  ,  deren  Rich- 
tungen in  jener  geraden  Linie  und  in  der  Richtung  der  Kraft  R 
liegen,  und  deren  Jede  gleich  jP.  sec.  xist.  Ebenso  wird  sich  die 
Kraft  Q  in  zwey  andere  nach  der  Richtung  jener  Geraden  und  der 
Kraft  R  zerlegen  lassen,  deren  jede  gleich  i  Q  sec  (90  —  x) 
=  ^  Q  cosec.  X  ist.  Dadurch  hat  man  also  die  Kraft  R  in  vier 
andere  zerlegt ,  von  welchen  die  in  der  Richtung  der  R  addirt 
die  Kraft  R  selbst  geben ,  während  die  in  der  Richtung  jeiier 
Geraden  sich  gegenseitig  aufheben.    Man  hat  also : 

i  P  Sec.  X  +  J  Q  Cosec.  x  =  R    und 

i  P  See.  X  —  J   Q  Cosec.  x  =  o 

woraus  folgt 

P  =  R  Cos  X 

Q  =  R  Sin  X 

so  dafs  also  auch  hier  die  mittlere  Kraft  die  Diagonale  des  Pa- 
rallelogramms ist,  dessen  Seiten  diebeyden  äufseren  Kräfte  sind. 

in.  Es  seyen  endlich  I?,  Q  zwey  ungleiche  Kräfte  ,  welche 
mit  ihrer  mittleren  Kraft  die  willkührlichen  Winkel  y  und  x 
bilden.  Zerlegt  man  P  in  zwey  rechtwinklichte  Kräfte  p  und 
p^,  deren  die  erste  mit  R  zusammen  fällt,  so  ist  nach  (II) 

p  =  P  Cos  y 

p'  =  P  Sin  y 

Und  wenn  man  eben  so  Q  in  ^wey  rechtwinklichte  Kräfte  q  und 
q^  zerlegt,  deren  die  erste  q  mit  R  zusammen  fallt,  so  ist 

q  =  Q  Cos  X 

q/  =  Q  Sin  X 

Es  ist  aber  p  -f-  q  =  R  und  p'  —  q'  =  o  >  oder  wenn  man  die 
Yorbergehenden  Werthe  dieser  Gröfsen  substituirt, 


P  Coi  y  +  Q  Cos  X  =  R  mid 
PSin  y  — Q  Sin  X  =  o 
und  aus  diesen  bejden  Gleichungen  folgt 

R  Sin  X 
""  Sin  (X  +  y) 

_      RSiny 
V  "^Sin(x  +  y) 

oder  immer  ist  die  mittlere  Kraft  der  Gröfse  und  Richtung  nach 
die  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  die  äufsereti 
Kräfte  vorstellen. 

IV«  Da  endlich  die  Seitenflächen  eines  Paralielepipeduins 
ebenfalls  Parallelogramme  sind,  so  läfst  sich  auch  jvdc  Kraft  in 
drey  andere  auflösen ,  "welche  ihrer  Gröfse  und  Lage  nach  durcli 
die  drey  Seilenlinien  eines  Parallelepipedums  vorgestellt  wer- 
den ,  von  welchen   jene  mittlere  Kraft  die  Diagonale  ist. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  immer  nur  rechtwinklichte 
Parallelogramme  und  Parallelepipeda  betrachten,  da  diese,  wie 
man  sehen  wii^d ,  zur  Auflösung  aller  Aufgaben  hinreichen  ,  und 
zugleich  unter  allen  anderen  zur  Uechnung  die  bequemsten  sind. 

V.  Sind  also  X,  Y,  Z  drey  äufsere  Kräfte,  deren  Rich- 
tungen untereinander  senkrecht  sind,  auf  einen  Punkt  angebrachl, 
und  heifst  R  die  mittlere  Kraft,  so  hat  man,  wenn  mun  durch 
^>  ß»  7  ^iß  Winkel  bezeichnet,  welche  diese  mittlere  Kraft  resp. 
mit  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  Y,  Z  bildet,  nach  dem  Vor- 
hergehenden 

X  =  R  Cosal 

Y  =  R  Cos  ß  }^ .  .  .  (I) 

Z  =R  C0S7J 

und  da  Cos«  a  +  Cos*  ß  +  Cos«  «y  :=  1   ist, 

R«  =  X»  +  Y«  +  Z^  .  .  .  (11) 

Sind  also  z.  6.  die  äufseren  Kräfte  X,  Y,  Z  gegeben,  so  wird 
die  Gleichung  (II)  die  Gröfse  der  mittleren  Kraft,  und  die  Glei- 
chungen (I)  werden  die  Richtung  der  mittleren  Kraft  durch  diu 
Winkel  Uf  li^  7  geben.  Ist  eine  der  äufseren  Kräfte ,  z.  ß. , 
Z  =  o ,  so  ist  R  die  mittlere  Kraft  der  heyden  äufseren  KrÜfte 
X  und  Y ,  und  man  hat 

X  =:  R  Cos  a 
Y  =  R  Cos  0 
R«=sX\  + Y' 

f.  4- 

Auf  einen  Punkt  wirken  mehrere  Kräfte  P,  P',  P". ...  nach 
verschiedenen  Richtungen.  Seyena,  3»  7i  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  d«r  Kraft  P  mit  den  Achsen  der  rechtwinklichten 


Coordinaten  x,  y  ,  z  bildet,  und  eben  so  a' ß' y' für  P'  und 
«//  ]3"  «y''  für  P"  u.  £  Zerlegt  man  jede  dieser  Kräfle,  in  drey 
andere  unter  sich  senkrechte ,  den  drey  Achsen  der  Coordinaten 
parallele  Kräfte  »  so  erhält  man  für  die  drey  äufseren  Kräfte  von 
P(S.3.  V) 

P  Cos  a  nach  x ,  P  Cos  ß  nach  j  ^.V  Cos  cy  nach  z  und  eben 
so  für  die  drey  äufseren  Kräfte  yon  P' , .  P'  Cos  a'  nach  x,  P'  Cos  ß' 
nach  y ,  P'  Cos  «y'  nach  z  u.  s.  w.  Summirt  man  die  Kräfte, 
deren  Richtungen  einander  parallel  sind,  so  erhält  man  statt  allen 
diesen  Kräften  P,  P',  P'/. ..*  drey  andere  X,  Y,  Z,  welche 
letztere  unter  sich  senkrecht  und  den  drey  Achsen  der  Coordi- 
naten parallel  sind ,  so  dafs  man  hat 

X  =  P  Cos  a  -f-  P'  Cos  a'  +  P"  Cos  «//+.... 
Y  =  P  Cos  3  +  P'  Cos  ß'  +  P''  Cos  ß''  +  .  •  .  • 
Z  =  P  Cos  <v  +  P'  Cos  cy/  +  P//  Cos  y/  +  ,  .  .  . 

-welche  Ausdrücke  man  der  Kürze  wegen  so  schreiben  kann 

X  ==  2;  P  Cos  a 
Y  =  2  P  Cos  ß 
Z  =!5P  Cos  cy 

lEIeifst  dann  R  die  mittlere  aller  dieser  Kräfte  P,  P',  P'^...  oder 
was  dasselbe  ist,  die  mittlere  der  drey  Kräfte  X ,  Y,  Z,  und 
sind  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieser  mittleren 
Urafjt  R  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,    so  hat  man 


R  =  V  X«  +  Y«  4-Z« 

r  ^     r      u        ^     r  ^ 

Cos  a  =  — ,   Los  b  =   —,   Cos  c  =  — 

1«.  R  K 

aus  welchen  Gleichungen  man  daher  die  Gröfse  und  Richtung 
der  mittleren  Kraft  R  bestimmen  kann. 

§'  5, 

Durch  einen  Punkt  A  seyen  mehrere  gerade  Linien  AP  , 
AP',  AP", ,»4  in  verschiedenen  Ebenen  gezogen ,  welche  die  ver- 
schiedenen Kräfte  P,  P',  P"^.,  ♦  ausdrücken  sollen,  die  in  die- 
sen Richtungen  auf  den  Punkt  A  wirken.  Eine  gerade  Linie  AR 
durch  denselben  Punkt  stelle  die  Gi^öfse  und  Richtimg  der  mitt- 
Itren  Kraft  R  aller  jener  Kräfte  vor. 

Endlich  ziehe  man  durch  denselben  Punkt  Ain  irgend  einer 
willkührlichen  Richtung  eine  gerade  Linie  AR. 

Diefs  vorausgesetzt  kann  man  jede  Kraft  R,  P,  P'. . .  in  zwey 
andere  zerlegen,  deren  eine  parallel  mit  der  Linie  AR,  und 
deren  die  andere  auf  diese  Linie  senkrecht  ist ,  und  da  R  die 
mittlere  Kraft  aller  anderen  Kräfte  P ,  P',  P". .  •  ♦  ist .  so  wird 
vuch  die  Kraft  R  nach  der  Richtung  der  Linie  AR  zerlegt,  gleich 
iler Summe  aller  Kräfte  P,  P',  P".  .•.  seyn ,  wenn  diese  ebenfalls 
nach  der  Richtung  der  Linie  AB  zerlegt  werden.   Sind  also  a  , 


ä',  a'',..."die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P', 
P'^ . . «  mit  der  Linie  AB  Jbilden ,  und  ist  eben  so  a  der  Winkel 
deü  Richtung  der  mittleren  Kraft  Il,mit  derselben  Linie  AB,  so 
hat  man 

B  Cos  a  =  P  Cos  aj^+  P'  Cos  a'  -j-  P"  Cos  a"  +  .  •  .  , 

Fällt  man- aber  yon  einem  willkührlichen  Punkte  C  der  Linie  AB 
Lothe  auf  die  Bichtungen  jener  Kräfte  R  ,  J?,  P'»  •  • .  d,  h.  Lothe 
auf  die  Linien  AB ,  AP,  AP',  AP",.«  und  nennt  man  resp.  r, 
p  ,  p',  p", . . .  dieProjectionen  der  Linie  AG  auf  diese  Richtungen 
AB ,  AP ,  AP',  AP''. . .  so  erhält  man 

r  =  ACCosa,  p  =  ACCosa,  p'=  ACCos  c^',  p"  =  ACCosa".... 

also  a]ach ,  wenn  man  diese  Werthe  yon  Cos  a,  Cos  a,  Cos  a'««, 
in  der  vorhergehenden  Gleichung  substituirt, 

Rr  =  Pp  +  P'p'+  P"p"  +  .  •  •  . 

Es  ist  aber  klar ,  dafs  diese  letzte  .Gleichung  auch  dann  noch 
statt  haben  wird ,  wenn  der  Punkt  C  unendlich  nahe  bey  A  ge^ 
nommen  wird,  oder  wenn  die  Linie  AC  unendlich  klein  ist, 
wodurch  dann  auch  die  Projectionen  r ,  p  ,  p'- .  •  der  Linie  AC 
auf  die  Richtungen  AB,  AP,  AP'«.,  unendlich  klein  werden. 
Drückt  man  daher ,  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  gemäfs ,  diese 
unendlich  kleinen  Projectionen  durch  dr ,  dp ,  dp'. . . .  aus ,  so 
geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  über 

Rdr  =  Pdp  +  P'd'p'  +  P"d"p''-f-  ....  (III) 

Nimmt  man  also  an ,  dafs  während  einem  Augenblicke  durch  die 
Wirkung  jener  Kräfte  der  Punkt  A  in  derBichtung  der  mittleren 
Kraft  AB  durch  den  unendlich  kleinen  Raum  dr  gegangen  sey, 
während  ihn  die  Kraft  P  allein  durch  den  Baum  dp  in  der  Bich« 
tung  der  Linie  AP;  die  Kraft  P'  allein  durch  den  Baum  dp'. in 
der  Bichtung  der  Lin^e  AP'  u.  s.  w.  getrieben  hätte  ,  so  hat  zwi- 
schen diesen  unendlich  kleinen  Bäumen  dr ,  dp  ,  dp'. .  l  und  den 
Kräften  Bj  P,  P'. ...  immer  die  Gleichung  (III)  statt. 

I.  Sollen  aber  die  Kräfte  P,  P',  P"...  um  den  Punkt, A  im 
Gleichgewichte  ?eyn,  sich  gegenseitig  aufheben,  so  werden 
sie  keine  Bewegung  dieses  Punktes  hervorbringen,  oder  die  mitt- 
lere Kraft  R  wird  gleich  Null  seyn.  Man  hat  daher  für  das  Gleich- 
gewicht 

o  =  P  dp  +  P/ d  p'  +  P"d p"  +  .  .  .  .  (IV) 

oder  für  das  Gleichgewicht  ist  die  Summe  der  Pro- 
dukte jederKraft  in  den  unendlich  kleinen  Baum, 
w^elchen  derPunktn'ach  der  Bichtung  jeder  dieser 
Kräfte  in  einemAugen blicke  zu  beschreiben  sucht, 
gleich  Null. 

Man  nennt  diese  unendlich  kleinen  Bäume  ,  welche  jeder 
Punkt,  der  im  Gleichgewichte  ist,  in  dem  Falle,  dafs  s^in 
Gleichgewicht  gestört  werden  sollte,  im  ersten  Augenblicke  der 


Störung  nach  der  Richtung  jeder  der  ^tgrenden  Kräfte  beschi^ei- 
ben  würde  ,  die  virtuelle  Geschwindigkeit  des  Punktes» 
Die  Gleichung  (lY)  enthält  also  den  Grundsatz  der  yirtuellen  Ge- 
6chwindigkeiten ,  d.  h«  den  Satz,  dafs  für  das  Gleichgewicht  eines 
Punktes,  auf  den  mehrere  Kräfte  wirken,  die  Summe  der  Produkte 
jeder  Kraft  in  ihre  Tirtuelie  Geschwindigkeit  gleich  Null  sey. 
Dieser  Grundsatz  ist  einer  der  einfachsten  und  fruchtbarsten  in 
der  Mechanik ,  und  er  gilt  nicht  blofs ,  wenn  der  Punkt,  auf  wel- 
chen die  Kräfte  wirken ,  frej  ,  d*  h*  durch  äufsere  Bedingungen 
unbeschränkt  ist,  sondern  auch  dann,  wenn  der  Punkt  gezwungen 
ist ,  auf  einer  Fläche  oder  auf  einer  krummen  Linie  zu  bleiben , 
ja  er  läfst  sich  auch,  wie  wir  sehen  werden ,  auf  ein  System  meh- 
rerer Punkte,  die  auf  irgend  eine  Art  unter  einander  yerbundea 
sind,    also  auch  auf  Körper  yon  irgendeiner  Gestalt  anwenden« 

$.6. 

Welches  immer  diese  Kräfte  seyn  mögen,  so  werden  sie  doch 
so  betrachtet  werden  können ,  als  ob  sie  von  einem  Punkte  aus- 
gingen ,  der  irgend  wo  in  der  Richtung  dieser  Kraft  liegt«  Wir 
wollen  diesen  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Kraft  nennen,  und 
durch  a,  b,  c  die  drey  recht ivinklichten  Coordinaten  dieses  Mit- 
telpunktes, so  wild  durch  x,  y,  z,  die  den  yorigen  parallelen 
Coordinaten  des  Punktes  bezeichnen,  auf  welchen  jene  Kraft 
wirkt.  Für  eine  zweyte,  dritte . .  * «  Kraft  werden  wir  diese  a,  b,  c, 
bo  wie  für  einen  zweyten,  dritten.  .^.  Punkt  die  x,  y,  z  mit 
einen ,  zwey  ♦ . . ,  Strichen  bezeichnen. 

Diefs  yorausgesetzt  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Kraft  P  yon  dem  Punkte  des  Systemes  ,  auf  welchen  diese  Kraft 
wirkt , 

p  =  V  (^-a)-  +  (y  — b)»  +(z-c)« 

also  auch ,  wenn  a ,  b ,  c  constante  Gröfsen  sind ,  d.  h,  wenn  die 
Kraft  P  keine  innere  Kraft  des  Systemes  ist ,  sondern  yoto  einem 
Punkte  aufser  dem  Systeme  kömmt, 

X  —  a             y  —  b             z  —  c 
dp  =a dx+  äy-\ r—  dz  oder 

^P  =  Cdi)^^  +  (l7)^^+Cl!)^"  oder  endlich 
dp  =  dx  Gosa-f-dy  Cos  ß  -|-  dz  Cos  7 

wenn  «,  ß,  7  die  Winkel  sind,  welche  die  Richtung  der  Kraft 
P  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,  und  wo  man  wegen  der  recht- 
winklichten  Lage  dieser  Achsen  hat 

Cos»  a  +  Cos'  ß  -f.  Cos*  7  =  1 

Ganz  ähnliche  Ausdrücke  wird  man  für  p',  dp',  p",  dp".  .  .  . 
erhalten«  Substituirt  man  dann  diese  Werthe  von  dp,  dp', 
dp",,,,  in  der  allgemeinen  Gleichung  (IV)  des  Gieichgewich- 
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tes ,  so  wird  man ,  wenn  das  System  ganz  frey  ist ,  d.  h.  wenn 
die  Coordinaten  X ,  7,  z,  x^.,*.  von  einander  unabhängig  sind, 
auch  die  Gröfsen  dx,  dj,  dz,  dx^««.  als  von  einander  unab- 
hängig betrachten,  also  in  jener  Gleichung  die  Faktoren  Ton 
dx,  dj,  dz,  dx^«.  •  jeden  für  sich  gleich  Null  setzen^  wodurch 
man  eben  so  viele  Gleichungen  als  Coordinaten  erhält,  atis 
welchen  Gleichungen  man  «daher  die  Werthe  dieser  Cooi^ditiäten 
durch  Elimination  bestimmen ,  d,  h.  die  Orte  der  Pünktie  des  Sy- 
stemes  angeben  ^rd,  welche  diese  Funkte  für  d,en  Fall  des 
Gleichgewichts  einnehinen  müssen. 

!•  Ist  aber  das  System  nicht  frey,  sondern  gewissen  Bedin- 
gungen unterworfen ,  sollen  z.  B  einige  dieser  Punkte  auf  ge- 
gebenen Flächehn  oder  auf  gegebehcfn  krummen  Linien  bleioen , 
so  wird  man  durch  die  Gleichungen  dieser  Flächen  oder  Linien 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  des  Gleichgewichtes  so  viele 
Differenzialien  dx,  dy,  dz,  dx'.,..  als  möglich  eliminiren,  und 
dann  die  übrigbleibenden  als  von  einander  unabhängig  betrach- 
ten, also  die  Faktoren  der  übrig  bleibenden  Differenzialien  je- 
den für  sich  gleich  Null  setzen ,  wodurch  nian  eine  Anzähl  von 
Gleichungen  erhält,  die  mit  den  vorigen  Bedingungsgldichungen 
verbunden ,  ihrer  Anzahl  nach  wieder  gleich  der  Zahl  aller  Cöbr- 
dinaten  x,  y,  z,  x^r*  •«  seyfa  werden,  und  ausweichen  si(;h  da- 
her wieder  der  Ort  eines  jeden  Punktes  des  Systemes  für  das 
Gleichgewicht^  irrie  zuvor,  bestimmen  lassen  wii^d. 

II.  Denselben  Zweck  kann  man  aber,  wie  aus  der  Theorie 
der  Elimination  folgt,  einfacher  dadurch  erreichen,  dafs  man 
die  gegebenen  Bedingungsgleichungen ,  jede  mit  einem  unbe- 
stimmten Coefficienten  multiplicirt ,  der  allgemeinen  Gleichung 
(IV)  des  Gleichgewichtes  hinzufügt,  und  dann  die  Differenzia- 
lien dx ,  dy ,  dz ,  dx^ .  • « •  alle  als  unter  einander  unabhängig 
betrachtet,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  als  Coordinaten 
erhält,  die  aber  durch  die  Elimination  jener  unbestimmten  Coef- 
ficienten auf  eine  bestimmte  Anzahl  zurück  geführt  werden. 

Sind  also  dL  =  o ,  dL'  =  o  •  • .  •  diese  Bedingungsgleichun- 
gen ,  in  Functionen  der  Coordinaten  x ,  y ,  z ,  x',  y',  z' .  . .  aus- 
gedrückt, und  sind  X,  V  . .  •  •  diese  unbestimmten  Coefficienten, 
so  wird  die  allgemeine  Gleichung  (IVJ  das  Gleichgewichtes  seyn 


o 


«=  Pdp  +  P'd/p'  -f  P/'dp/'  +  .  ^  ,  . 
+  XdL  +  ^'dL'  +  Ä"dL"  +  .  . ,  (V) 


und  diese  Gleichung  gibt  für  jede  Coordinate  z.  B*  x  eine  Glei- 
chung der  Form 
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und  die  Anzahl  dieser  letztern  Gleichungen  wird  der  Anzahl  al- 
ler Goordinaten  x,  y,  z,  x'««,«  gleich  seyn.  Hätte  man  z.  B. 
nur  drey  Punkte,  deren  jeder  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bleiben  gezwungen  seyn  soll ,  so  sey  L  =  o  die  Gleichung  der 
Fläche  des  ersten ,  L'  =  o  des  zweyten  und  L"  =  o  des  drit-» 
ten  Punktes«  Diese  drey  Gleichungen,  yerbunden  mit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (V')>  werden  hinreichen,  die  zwölf  un- 
bekannten Gröfsen  h  X'  V,  x  x'  x",  y  y'  y"  und  z  z'  z"  zu  be- 
stimmen. Wäre  aber  der  erste  Punkt  gezwungen  auf  einet*  krum- 
men Linie  zu  bleiben ,  deren  Gleichungen  L  =  o ,  L^  =s  o  sind , 
und  soll  eben  so  der  zweyte  Punkt  auf  der  Linie?  L''  =  o , 
Jjin  =  o  und  der  dritte  auf  der  Linie  L"^  =  o ,  L^  =  o  bleiben, 
so  werden  diese  sechs  Gleichungen  yerbunden  mit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (V)  ebenfalls  hinreichen ,  die  neun  Goor- 
dinaten X  x' . .  •  ♦  und  die  sechs  Gröfsen  ^  V  •  ^  ♦  ^^  zu  bestimmen, 
und  also  das  Problem  vollständig  aufzulösen  u.  s.  f.  für  ähnliche 
Fälle. 

III«  Das  in  II  gezeigte  Verfahren ,  auf  die  Nebenbedingungen 
der  Aufgabe  Rücksicht  zu  nehmen ,  hat  noch  den  Yortheil ,  dafs 
es  zugleich  die  Wirkungen  und  Gegenwirkungen  angibt ,  welche 
aus  diesen  Bedingungen  auf  die  Punkte  des  Systems  entspringen. 

Da  nämlich,  nach  dem  Vorhergehenden ,  die  Gröfse  dp  den 
kleinen  Raum  bezeichnet,  welchen  der  Punkt,  auf  den  die  Kraft 
P  wirkt ,  nach  der  Richtung  dieser  Kraft  im  ersten  Augenblicke 
nach  der  Störung  des  Gleichgewichtes  zurücklegt,  so  wird,  \venn 
dp  =  o  ist ,  dieser  Punkt  sich  nicht  anders ,  als  blofs  in  einer 
Rk^htung  bewegen  können,  welche  senkrecht  auf  die  Richtung 
jener  Kraft  ist,  und  dp  =.  o  wird  daher  die  Gleichung  einer 
Fläche  seyn,  auf  der  die  Richtung  der  Kraft  senkrecht  ist. 

Setzen  wir  umgekehrt  voraus,  dafs  die  Kraft  P  senkrecht 
auf  eine  Fläche  wirke  ,  deren  Gleichung  ist 

dL  =  o  oder  (^)  dx  +  (^)   dy  +  (^)  dz  =  o. 

Damit  diese  Gleichung  mit  der  folgenden 

(x— -a)  dx  -|-  (y — b)  dy  +  (z — c)  dz  =  o 

welche  aus  der  Voraussetzung  dp  =s  o  folgt ,   zusammenfalle , 
wird  man  haben 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  denrorhergchenden  Werlhea 
von  p  und  dp  (J.  6.)^  so  erhält  man 

,  dL  . 

dp  — 


^//^dL\«        /^dLx»         /^dL\» 

VCd;)  +Cd7)  +CW 
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Wenn  also  die  Kraft  P  senkrecht  auf  die  Fläche  dL  sa  o  wirkt 
so  ist  das  Produkt  derselben  in  ihre  Tirtaellc  Geschwindigkeit 

PdL 

Pdp  =' 


V- 


dLy 


.  Soll  daher  in  der  Gleichung  (V)  die  Gleichung  dL  s=  o  die 
Bedingungsgleichung  des  Punktes  seyn ,  dessen  Coordinaten  x  j 
z  sind,  so  kann  man  dem  Gliede  XdL  jener  Gleichung  auch  die 
Form  geben 

dL 


und  so  ist  klar,  dafs  dieses  Glied  XdL,  so  wie  die  yorhergehenden 
Pdp,  P'dp'.  • . .  das  Produkt  einer  Kraft  in  ihre  virtuelle  Geschwin- 
digkeit yorstellt,  wo  die  virtuelle  Geschwindigkeit 

dL 


V(S"+(f)'+© 


und  wo  die  Kraft 

;^^/"/dL\«    .    /dL\«    .    /dL\« 


V(S)- -•-©•+© 


I 

seyn  wird,  und  wo  endlich  die  Richtung  dieser  Kraft  senki*echt 
auf  die  Fläche  dL  ==  o  ist.  Dasselbe  wird  auch  von  ^en  folgenden 
Gliedern  h*  dL^.« « • .  gelten.  Jede  Bedingunsgleichung  ist  also  im- 
mer einer  neuen  Kraft  gleichgeltend ,  die  nach  einer  gegebenen 
l\ichtung  an  das  System  angebracht  wird ,  so  dafs ,  wenn  man 
diese  Kraft  auf  die  oben  gezeigte  Art  in  die  allgemeine  Gleichung 
(V)  des  Gleichgewichtes  aufiiimmt,  man  dann  das  ganze  System 
als  frey ,  oder  als  keiner  weiteren  äufseren  Bedingung  unterwor- 
fen annehmen  kann.  Eigentlich  drücken  diese  neuen  Kräfte  bloüs 
den  Widerstand  oder  den  Druck  aus,  weichen  die  Punkte  des 
Systems  durch  die  Wirkung  dieser  äufseren  Bedingungen  eriah* 
ren ,  und  es  ist ,  wie  oben  gesagt  wurde ,  ^ih  besonderer  Vor« 
theil  dieser  Methode  der  unbestimmten  Coefticienten ,  dafs  sie 
uns  zugleich  den  Werth  oder  die  Gröfse  dieses  Widerstandes 
geben« 

ff.  7. 

Suchen  wir  das  Gleichgewicht  eines  Systems  von  mehreren 
Keinem  oder  Punkten  ^    die  auf  irgend  eine  Art  unter  einander 


'4 

Tcrbonden  sind,  und  aufweiche  mehrere  ihrer  Gröfse  und  Rieh- 
tung  nach  gegebene  Kräfte  wirken« 

Sind  P,  P^  T'^...  diese  Kräfte,  und  p,  p',  p''....  die  Rieh- 
tungen  derselben,  so  hat  man^-^w^enn  keine  äufseren  Bedingungen 
die  Bewegung  der  Punkte  beschränken,  nach  den  Qleichungen 
(IV)  oder  (V)für^da8  Gleichgewicht 

o  =  Pdp  +  P'dp'  +  P"dp'/  -{r 

Sind  aber  xyz  die  drey  Goordinaten  des  ersten  dieser  Punkte, 
x'  y/  z^  die  des  zweyten  u.  f*  sind  eben  so  a  b  p  die  den  yorigen 
parallelen  Goordinaten  des  Mittelpunktes  ^ev  Kraft  P  y  und  eben 
so  a'  b'  c'  für  P'  u»  f.  so  hat  man 

p*  =(x— a)*+(7— b)-+(z-c)» 

p/a  =  (x'— a') '  +  (/'— bO "  +  (z'— cO'  u.  f,  ^ 

Yerlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  in  einen  dieser 
Punkte  selbst,  z«  B.  in  den  ersten,  und  bezeichnet  die  von 
diesem  an  gezählten  Goordinaten  der  anderen  Punkte  durch 
^  V  i;  9  1^  ii^  V  u.  f.  so  kann  man  annehmen 

x'  =x  +  |  y'  süy-J-w  z'  =2  +  ^ 

x//=x4-|'  y//=:y4-y'  z'' =  Z -|- 5'   u.  f* 

Nennt  man  endlich  wie  in  ^.  4,  a  j3  <^  die  Winkel  der  Linie  p 
mit  den  Achsen  der  x  y  z,  und  a'  |3'  <y'  die  Winkel  der  Linie  p' 
mit  denselben  Achsen  u«  s.  w*  so  hat  man 

dp    =   dx  Cos  öt  -j-  dyGosß  -j-  dz  Gos  <y 

dp'  =  (dx  +  d|)  Cos  a/  +  (dy + du)  Gos  ß'  +  (dz  +  d^)  Gos  y^ 

dp'/  =  (dx  +d|0  Cos  ä''+  (dy+dwO  Cos/3"+  (dz  +  dg')  Gos  ^/'  u.  f. 

Substituirt  man  diese  Werthe  Tondp,  dp',  dp". ••.  in  der  vor- 
hergehenden Gleichung  des  Gleichgewichtes,  so  erhält  man,  wenn 
man  die  Gröfse  I*  Gos  a  +  P'  Cos  a'  +  P'/  Gos  a"  + ...  der  Kürze 
wegen  durch  2;P  Gos  et  bezeichnet 

o  =  dx.2P  Go8«+dy.  2PCo8ß  +  dz^  5PGos^  1 

-j-  dg.  P'  Gos  ä'  +dv.  P'  Gos  ß'  +  ä^,  P'  Gos  V  l  (VI) 

+  d|/.  P"  Gos  «."  +  du'.  P"  Cos  ß"  +  d^'.  P'/  Gos  cy"  + . . .  J 

Da  wir  nwft  iip  Allgemeinen  die  Gröfsen  dp ,  dp'. .  •  4^ »  ^y,  d« . . . 
^ii  dy,  d^.^«  al£  von  einander  unabhängig  betrachten,  wenn  uns 
nicht  diirch  die  beson4eren  J^edjngung^n  der  Aufgabe  ein  Gesetz 
der  Abhängigkeit  dieser  Griffen  gegeben  wjrd,  so  kann  der 
letzten. Gleiehvpg  nur  dann  geni^g  geschehen,  wenn  wir  jedes 
Glied  der«elt>/B]|  fyr  sich  gleich  Null  setzei^i  Dip  ersten  drey 
Glieder  geben  so 

o  =  dx.  2t  P  Gos  a 

•  ■        • 

o  =  dy.  ?PCosß 
o  =s  dz.  2P  Cos  <y 


I«t  also  das  System  frey,  oder  jeder  Punkt  desselben  naeh  der 
nichtung  der  drej  Coordinaten  gleich  beweglich ,  so  können  die 
Gröfsen  dx,  dj ,  dz  nicht  gleich  Null  sejn,  oder  den  letzten  drey 
Gleichungen  kann  nur  dann  genug  geschehen ,  wenn  man  hal 

o  =  2P  Cos  ä1 
o  =2P  Cosiß  l(A) 

O   =;2P  Cos  cyj 

und  da  diese  drej  Gleichungen  (A)  yon  der  Figur  und  der  beson« 
deren  Art  des  Zusammenhanges  des  Sjstemes  unabhängig  sind , 
so  sind  sie  zugleich  die  gesuchten  allgemeinen  Bedin- 
gungsgleichungen des  Gleichgewichtes« 

IJie  übrigen  aus  jener  Hauptgleichung  folgenden  Bedingung«- 
gleichungen  o  =  dg,  P'Cos  «',  o=dw.  P'  Cos  ß^  \u  s*  w.  hängen 
von  den  relativen  Coordinaten  |  v  ^,  g'  ü'  ^'...  der  andern  Punk- 
te gegen  den  ersten,  also  von  der  Figur  des  Sjstemes  ab,  und 
ihnen  wird  daher  nach  den  gegebenen  Bedingungen  des  Zusam- 
menhanges des  Systemes  zu  genügen  seyn«  Ist  z.  B.  die  Figur , 
wie  bey  festen  Körpern ,  unveränderlich ,  so  sind  f  «^  ^,  I'  «/^  ^ .  • . 
constante  GrÖfsen ,  also  d|  =  o  9  du  =  o  u.  f.  daher  in  diesem 
Falle  diese  Gleichungen  von  selbst  aus  der  Grundbedingung  des 
Gleichgewichtes  verschwinden« 

1«  Dieselben  Gleichungen  (A)  gelten  auch  dann  noch ,  wenn 
man  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  Punktes  sucht ,  aufwei- 
chen mehrere  Kräfte  P  P'  P^^«.  •  in  den  Richtungen  p  p/  p^'«  • « 
wirken,  da  man  für  diesen  Fällig  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
nur  die  x'  y'  z^  und  die  x^'  y^^  z<^  •  •  •  gleich  iL  y  z  setzen , '  oder 
die  i  v^S^«*  gleich  Null  annehmen  darf. 

11.'  Sind  die  Richtungen  aller  Kräfte  P  P'  P'^,..  unter  sich 
parallel,  so  ist  «  ss  a' =  «"..••  ß  =s /[-J^  =r:  ß" . . • ,  und  <y  ^  cy' 
=  «y"« .  •  und  die  drey  Gleichungen  (A)  des  Gleichgewichts  ge- 
hen in  folgende  einzelne  über 

o  =  P  +  P'  +  P"H-. . ; 

oder  in  diesem  Falle  inufs  die  Summe  der  parallelen  Kräfte  gleich 
Null  seyn ,  wenn  GleichgewicJ^t  sts^tt  hahen  ^oll.  £^e^  fp  zei- 
gen die  .allgen^einen  Gleichungen  (A)  die  maa  auch  ^o  ausdrü- 
cken kann» 

o  =  P  Cos  a  +  P'  Cos  ctf  +  P"  Cos  a"  +1 

o  r=  P  Cos  ß  +  P'  Cos  ß'rl-  P''  Cos  ß^'  +  |(A) 

©  =r  P  Cos  'y  4.  P'  Cos  y4-  P"  Cos  7"  +  J 

dafs  überhaupt,  welche  Richtungen  auch  immer  die  Kräfte 
P  P^P^^...  haben  mögen,  die  Summe  der  Frojectionen  der 
Kräfte  nach  der  Richtung  von  drey  unter  einander  senkrechten 
Achsen,  jede  für  sich  gleich  Null  seyn  mufs,  wenn  Gleichge- 
wicht statt  haben  soll. 


J.  8. 

Diese  Gleichungen  (A)  enthalten  also  die  Bedingung,  die 
statt  haben  mufs ,  wenn  das  System  keine  fortschreitende 
Bewegung  im  Räume  hahen  soll.  Allein  dann  kann  das  System 
doch  noch  eine  drehende  Bewegung  um  einen  seiner  Punkte 
hahen,  und  es  ist  daher  noch  ührig,  auch  die  Bedingung  dieser 
letzten  Bewegung  zu  suchen. 

Nehmen  wir  an ,  das  System  soll  sich  frey  um  eine  der  drey 
Coordinatenachseu ,  z.  B*  um  die  Achse  der  z  drehen ,  und  su- 
chen wir  die  (Bedingung  i  welche  dann  statt  hahen  mufs. 

Nennt  man  r  r'  r"  die  auf  die  Ebene  der  xy  projicirten  Ent- 
fernun'gen  der  Punkte  des  Systems  yon  dem  Anfange  der  Coor- 
dinaten,  und  n  n'  n*'  die  Winkel  dieser  Entfernungen  mit  der 
Achse  der  x,  so  hat  man 

X  =  r  Cos  n         x'  =  r'  Cos  n'       r 
y  =  r  Sin  n         y'  ==  r'  Sin  n' 

Da  hey  einer  Drehung  des  Systems  um  die  Achse  der  z  die 
GrÖfsen  r  r'  r"...  constant  bleiben,  und  alle  Winkel  n  n'  n". .. 
sich  um  dieselbe  Gröfse ,  die  wir  dn  nennen  wollen ,  ändern , 
so  hat  map  für  die  durch  diese  Drehung  erzeugten  Aenderungen 
der  rechtwinktichten  Coordinaten 

dx  «a  —  ydn         dx'  =  —  y'dn       ^ 
dy  =        xdn         dy'  =         x'dn 

Wenn  also  das  System  sich  frey  um  die  Achse  der  z  drehen  soll , 
80  wird  der  Winkel  n  unabhängig  yon  den  inneren  Bedingungen 
de  s  Systems,  und  daher  seine  Aenderung  dn  ganz  willkührlich  blei- 
ben ,  woraus  folgt,  dafs  in  der  allgemeinen  Gleichung  o  =  Pdp 
-}- P'dp'-|-. ..  des  Gleichgewichtes  diejenigen  Glieder,  welche 
in  dn  muitiplicirt  sind,  zusammen  gleich  Null  se.yn  müssen«  Diese 
'  jGlieder  aber  lassen  sich  offenbar  durck  die  Gröfse  Ndn  darstel- 
len ,  wenn  man  setzt 

Um  diesen  Werth  von  N  näher  zu  bestimmen j  hat  man  durch 
die  in  $.  j»  gegebenen  Werthe  von  p*  p'*. ..  wenn  man  die  dort 
angenommenen  Bezeichnungen  beybehält , 

pdp    ==.  (X  —  a)  dx  +  (y  —  b)  dy 

p/dp'=  (x'— aO  dx'+  (y'— b')  dy/  u.  f. 

oder  Wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  dx,  dj«.. 
substituirt ,  . 

(dpV\^   öj — ^^      /^P'^   *'j' — '*'^'    "'f'  ^^d  daher 

N  =  ^  (ay-bx)+ 1' (a/y^b/xO  + .  * . . 


»7 

Setct  man  aber  wie  2:uTor 

X  —  a  =  p  Cos  OL 
j — b  =  p  Cos  ß 

und  X  =  P  Cos  a 

Y  =?  P  Cos  ß 

und  eben  so  für  die  übrigen  Punkte  und  Kräfte  des  Sjstems 

X'— a'  SS  p'  Cos  cc'j  X'  =  P'  Cos  ar  n.  f. 

so  erhält  man 

N  =  (xY— yX)  +  (x'Y'— y'XO  +  (x/'Y//  — y'/X/')  +  ... 

uder ,  wie  man  dieses  der  Kürze  wegen  ausdrückt 

N  t-  2.  (xY  — yX) 

und  N  =  o  ist  daher  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  der  unge« 
hinderten  Drehung  des  Systems  um  die  Achse  der  z.  Setzt  man 
eben  so 

M  =  2(zX— xZ)  und  L  =  2(yZ~zY) 

so  ist]VC=o  die  Bedingung  für  die  freye  Drehung  des  Systems 
um  die  Achse  der  y ,  und  L  =  o  um  die  Achse  der  x. 

Soll  daher  das  System  sich  um  jede  dieser  drey  Achsen,  oder 
soll  es  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  jeder  Bich- 
tung  ungehindert  drehen  können ,  so  müssen  die  folgenden  drey 
Gleichungen  statt  haben 

o  =2(xY— yX)l 
,o  =  2(zX^xZ)l(r>) 
o  =  2(yZ  — zY)J 

Setzt  man  wieder  wie  zuvor  X  ä  P  Cos  a ,  Y  =  P  Cos  ß , 
Z  =  P  Cos -y  und  X'  =:  P'  Cos  a'  u.  f.  so  lassen  sich  die  let2[ten  Glei- 
chungen auch  so  ausdrücken 

o  =  -2-.  r(x  Cosß  — y  Cosa)l 

o  ==  -2".  P  (z  (  OS  a  _x  Cos  cy)  i .  .  (B) 

o  =  -2".  P  (y  Cos  7  —  z  Cos  ß)  j 

Wü-2;P(xCosß  — y  Cos  «)  =  P  (x  Cosß  — yCosa) 
44p/(x'Cosß'— y'Cos^')  +  P"(5^"Cosß"— y"Cosa")+  u*  f. 
Das  Daseyn  der  Gleichungen  (A)  des  §.  7.  zeigt  also,  dafs  in  dem 
System  keine  fortschreitende  Bewegung ,  und  das  der  Gleichun- 
gen (B)  I  dafs  in  demselben  auch  keine  drehende  Bewegung  statt 
habe. 

Man  nennt  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  ge- 
gebene gerade  Linie ,  das  Product  dieser  Kraft  nach  der  Rich- 
tung einer  auf  jener  Linie  senkrechten  Ebene  zerlegt,  multipli- 
cirt  in  die  Länge  ihres  Hebelarmes,  d.  h.  multiplicirt  in  das  Loth, 
welches  von  jener  Linie  in  derselben  Ebene  auf  dieRLdMmig  der 
Kraft  gefällt  wird.  Denn  nur  von  diesem  Produkte  hängt  die  ei- 
gentliche Wirkung  einer  Kraft  ab^  um  das  System  um  jene  ge- 
III.  B 


i 


gebene  geracle  Linie  als  Achse  nu  drehen,  weU,  wenn  Bnan  sie 
in  zW'Cj  Kräfte  zerlegt ,  deren  die  eine  parallel  mit  der  Achse,  und 
die  andere  in  einer  auf  diese  Achse  senkrechten  Ebene  liegt,  of- 
fenbar nur  die  letzte  eine  Rotation  um  jene  Achse  hervorbringen 
hann.  Nun  ist  der  Ausdruck  xY  —  yX  oder  x.  P  Cos  ß  —  y.  P  Cos  a 
nichts  anders,  als  das  Moment  der  Kraft  P  in  Eeziehung  auf  die 
Achse  der  z,  nach  der  Torhergehenden  Erklärung  dieses  Aus- 
druckes,  MO  der  zweyte  Theil  negativ  ist,  weil  die  Kraft P Cos ä 
das  System  um  die  Achse  det*  z  in  einer  Richtung  zu  drehen 
strebt ,  "welche  der  Richtung  derjenigen  Drehung  ,  die  aus  der 
Kraft  PCosyS  um  dieselbe  Achse  entsteht,  entgegeng(^setzt  ist« 
Die  erste  der  Gleichungen  (B)  sagt  daher  ,  dafs  die  Summe  der 
Momente  aller  Kräfte ,  das  System  um  die  Achse  der  z  zu  dre- 
hen, gleich  Null  ist,  und  ähnliche  Sätze  drücken  die.zweyte  und 
dritte  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die  Achse  der  j  und 
der  X  aus« 

Kishbr  haben  wir  nur  ein  System  von  mehreren  Punkten 
betrachtet,  welche  unter  sich  auf  irgend  eine  Art  verbunden  sind. 
Um  das  Yorhergehende  aucj^h  auf  solide  Körper  anzuwenden  ,  be- 
trachten wir  diese  als  Sys1^3me  unendlich  nahe  an  einander  lie- 
gender Punkte,  die  wir,  als  Massenelemente  von  der  Differen- 
tialform dx  •  dy  •  dz  durch  die  Gröfse  dm  bezeichnen  wollen.  Da 
man  nun  nach  dem  Geiste  der  Differentialrechnung  die  ganze 
Masse  m  eines  Körpers ,  als  aus  unendlich  vielen  Elementen  zu- 
sammengesetzt betrachtet,  so  wird  man  jede  der KrafePP' ?"•••• 
die  man  als  an  eines  dieser  Elemente  angebracht  voraussetzt, 
durch  dieses  Element  multipliciren,  so  dafsPdm,  P'dm',P''dm''.  •. 
die  Kräfte^  ausdrücken,  welche  auf  das  Element  dm ,  dm^ ,  dm'^, . . 
des  Körpers  m  nach  den  Richtungen  p,  p',  ^p".  ••  wirken. 

Es  sind  aber  hier  eigentlich  zwey  verschiedene  Arten  von 
Differentialien  zu  betrachten.  Die  einen  oder  die  sogenannten 
geometrischen  Differentialien*  beziehen  sith  blofs  auf  die 
Ausdehnung  des  Körpers,  auf  die  verschiedenen  Elemente,  aus 
denen  er  besteht.  Die  andern. aber,  oder  die  mechanisch  en 
Differentialien,  sind  von  der  Ausdehnung  und  Gestalt  des  Kör- 
pers ganz  unabhängig,  und  beziehen  sich  blofs  auf  die  unendlich 
kleinen  Räume,  welche  jedes  Element  des  Körpers  in  einem  jeden 
Augenblicke  durch  die  Wirkung  der  auf  dasselbe  angebrachten 
Kräfte  zurücklegt.  Wir  wollen  jene  durch  d  und  diese  durch  ^ 
bezeichnen.  Diefs  vorausgesetzt  wird  also  die  allgemeine  Glei- 
chung des  Gleichgewichts  eines- Elementes  dm  des  Körpers  seyn 

o  =  (P^p  +  P'^p/  +  P"^p'/  H )  dm 

und  so  für  alle  übrigen  Elemente* 

Sucht  man  daher  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  für 
all  e  Elemente  ,  oder  für  den  ganzen  Körper,  so  wird  man  nach 
dem  Geiste  dev  Integralrechnung  das  Integral  de«  vorhergehen- 


den  Auadrackes  inBesiehong  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers  zu 
nehmen  haben.  Bezeichnet  man  dieses  Integral  mit  S ,  so  wird 
die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  seyn 

0  =^  S.  (P^'p  +  P'(J'p'  +  P//<y//p//  4.  ...  0  dm 

Wir  bemerken  hier  ,  dafs  wir  von  nun  an  durch  das  Integralzei- 
chen S  dasjenige  yerstehen,  welches  sich  auf  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezieht,  während  wir  durchydie  gewöhnlichen  unbe- 
stimmten Integralien  bezeichnen  wollen. 

I.  Werden  dann  wieder  alle  auf  den  Körper  m  wirkenden 
Kräfte  P ,  P',  P". ...  in  drey  andere  XY/Z  nach  den  Dichtungen 
der  drey  Achsen  der  Coordinaten  aufgelöst ,  und  sind  ,  wie  in 
5.6.  \L  L  =  o,  M  =  o  ..  die  besonderen  l^edingungsgleichun- 
gen ,  welchen  die  Bewegung  des  Körpers  unterworfen  seyn  soll ; 
sind  ferner  eben  soX'Y'Z'  die  parallel  mit  den  Coordinatenachsen 
auf  den  Körperm'  wirkenden  Kräfte  ,  und  L'  =  o ,  M'  =  o. . .  die 
Bedingungen ,  welchen  dieser  Körper  unterworfen  ist ,  u.  s.  f. 
für  die  übrigen,  so  ist  die  Gleichung,  die  statt  haben  mufs,  wenn 
das  System  dieser  Körper  m,  m',  m'4...  im  Gleichgewichte 
seyn  soll ,  folgende : 

+  (.M,„-+vQ  +  ,,(^^)4 )V 

+  S  rfx//dm'/+vY^)  +  *  •  «    ".s.f- 

wo  A  /it  ^'  /Li'. . . .  unbestimmte  Gröfsen  sind ,  und  wo  die  GrÖfsen^ 
£x,  Sy^  &,  dV. ...  als  yon  einander  unabhängig  zu  betrachten  sind, 
daher  die  in  sie  multiplizirten  Gröfsen  jede  für  sich  gleich  Null 
gesetzt  werden  mufs,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  erhält, 
als  man  Gröfsen  dx  ,  Sy  ^  ^z ,  <Sx'. . .  •  hat. 

II.  Ist  nur  ein  Körper  zu  betrachten ,  auf  welchen  die  senk- 
rechten Kräfte  X  Y  Z  wirken ,  und  sind  L  =  o  M  ==  o  die  be- 
sonderen Bedingungsgleichungen ,  denen  die  Bewegung  dieses 
Körpers  unterworfen  seyn  soll ;  sind  z.  B.  L  =  o ,  M  =s  o  die 
zwey  Gleichungen   einer  Curve  von    doppelter  Krümmung ,    auf 

B  n 


i 


so 


welcher  der  Körper  eu  bleiben  gezwungen  «ejn  soll ,  so  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  fortschrei- 
te n  d  e  Bewegung 

Soll  aber  der  Körper  gezwungen  sejn  auf  der  Fläche  zu  I4eiben, 
deren  Gleichung  L  es  o  ist ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes / 

,  =  s|rd„  +  xQ] 

«  =  S  f Z*n  +  X  (f Jj 

Ist  endlich  der  Körper  keinen  besonderen  Bedingungen  unterwor- 
fen ,  sondern  ganz  frey ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes 

o  =  S  Xdm 

o  =  S  Ydm 

o  =  S  Zdm 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  endlich  in  Beziehung  auf 
drehende  Bewegung  sind  nach  ^.  8.  (B) 

o  =  S  (xY_yX)  dm 

o  =s  S  (zX  —  xZ)  dm 

o  =  S  (yZ  — zT)  dm 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (B)  des  J.  8.  die  Werthe  ran 

X  =  PCosce,    Y  =  PCosß,  Z  ssFGoscy,  X'  =  P/Cosa/ 

wieder  herstellt ,  und  der  Kürze  wegen  P  x  Cos  ß  -|-  P'x'  Cos  ß' 
+  P"x"Cosß''+....  gleich  2Px  Cos  ß  setzt  u.  f. ,  so  hat  man 
für  diese  Bedingungsgleichungen  der  drehenden  Bewegung 


o  =  2  Px  Cos  ß  —  2  Py  Cos 


»••. 


*1 

0  =  2  Pz.Cos  u  —  2  Px  Cos  cy  Y 
,        .  o  =  2  Py  Cqs  y  —  2  Pz  Coa  ß} 

Sfehmen  wir  nun  an ,  dals  alle  Kräfte  P ,  p/,  p//. ...  in  unter  ein- 
ander  j^rallelen  Richtungen   wirken,    so  ist  a  z=:  a^  s=:  u^^ 


•  •  •  • 
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j3s=  A/s=  ß".  • . .  unfl  <y  =  ys=  <y^'.  • .  •  und  die  vorhergehenden  irey 
Gleichungen  gehen  in  folgende  über 

o  =  Cos  |3  2;  Px  —  Cos  Ä  S  Pj 
o  =  Cos  d  Z  Pz  —  Cos  <y  Z  Px 
o  =  Cos  7  2  Pj  —  Cos  ß  Z  Pz; 

wo  wieder  rPx  =  Px  +  P'x'  +  P/'x"  +..•  u.  £•  ist. 
Da  man  aber  auch  die  Gleichung  Cos*  a  +  Cos"  ß  +  Cos*  <y  =  1 
hat ,  so  kann  man  durch  die  yier  letzten  Gleichungen  die  Werthe 
der  Winkel  et  ß  c^  bestimmen«   Man  erhält  so ,   wenn  man  der 
Küfxe  wegen 

(2  Px)»  +  (2  ?yy  +  (2  Pz)»  =  M«  setzt 

2Px 

Cos  a  =  -TT— 

M 

»  •       « 

G08  ß  =  ^ 

Cos  «y  =  -jjj- 

Ist  also  die  Lage  der  Körper  des  Systems  In  Beziehung  auf  drey 
senkrechte  Achsen  gegeben ,  und  soll  alle  drehende  Bewegung 
des  Systems  aufgehoben  oder  unmöglich  seyn ,  so  mufs  das  Sy- 
stem in  Beziehung  auf  die  gemeinschaftliche  Richtung  aller  pa- 
rallelen  Kräfte  so  gestellt  werden ,  dafs  diese  Richtung  mit  jenen 
drey  Achsen  die  durch  die  letzten  Gleichungen  angezeigten  Win- 
kel a  ß  cy  bilde« 

L  Wenn  die  Gröfsen  -S'Px,  ^?jj  2?z  jede  für  sich 
gleich  Null  sind ,  so  bleiben  die  Winkel  a  ßy  unbestimmt ,  und 
die  Lage  des  Systems  i^  Beziehung  auf  die  Richtung  der  Kräfte 
kann  welche  immer  seyn.  Daraus  folgt  der  Satz  :  Wenn  die  Summe 
der  Producte  Ton  parallelen  Kräften  in  ihre  Entfernungen  von 
drey  senkrechten  Ebenen ,  in  Beziehung  auf  jede  dieser  drey  Ebe- 
nen gleich  Null  ist ,  so  wird  die  Wirkung  dieser  Kräfte ,  um  das 
System  um  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  dieser  drey 
Ebenen  zu  drehen ,  aufgehoben ,  oder  es  kann  keine  Drehung  um 
diesen  Durchschnittspunkt  statt  haben»  Man  nennt  diesen  Punkt 
denSchwerpunkt  des  Systems,  weil  die  Schwere  bekanntlich 
auch  unter  parallelen  Richtungen  wirkt. 

Um  den  Ort  des  Schwerpunktes  zu  bestimmen,  hat  man  also 
die  drey  Gleichungen  •  . 

o  =  2  Px     o  =  2  Py     o  =  2  Pz 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  o  =  Px  -|-  P' x'  -j-  P''  x"  -|- 
Sind  aber  a  b  c  die  drey  Coordinaten  des  Schwerpunktes ,  und 
bezieht  man  jeden  andern  Punkt  des  Systems  auf  diesen  dur^h 
die  Coordinaten 


4 


2'2 


x  =  a  +  S,  y  =  b  +  u,  a==c  +  ^,  x' =  a +•  ?',  x"  «c  a  +  |"  u.  f. 
&o  gibt  die  letzte  Gleichung 

o  =  P  (a  +  f)  +  P'  (a  +  10  +  P"  (a  +  V)  +  oder 
o  =  a  2P  +  2Pf 

also  hat  man ,    wenn  man  a  negatiy  nhd  =  —  X  ,   und  b  =  • — T  , 
c  =  - —  Z  nimmt . 

Y  _    2P|  1 


Y  = 


-yp   und  eben  «o 
2Pw 


Z   = 


2P- 


iP 


Sind  also  die  Entfernungen  |,  u,  J,  ?'.•♦.  gegeben  oder  will- 
kührlich  angenommen,  so  bestimmen  die  drey  letzten  Gleichun« 
gen  die  gesuchten  Coordinaten  X  Y  Z  des  Schwerpunktes. 

IL  Ist  das  System  ein  Körper ,    und  dm  das  Element  seiner 
Masse ,    so  gehen  diese  Gleichungen  nach  ^.  9,  in  folgende  über : 

^  __  SPxdm  Y  _  SPydm  ^  _  ^^^^^^ 
^  SPdm    ~  SPdm   ""  SPdm 

Betrachtet  man  dann  P  als  constant ,  welches'  bey  der  Schwere 
d^r  Fall  ist ,  so  hat  man 

Y         Sxdm     y    .    Sydm     „       Szdm 


m  *N^  ro  m 


Hl  also  Sxdm  =  o  und  Sydm  =  o ,  so  ist  der  Schwerpunkt  in 
der  Achse  der  2  j  ist  Sxdm  =  o  und  Szdm  =  o,  so  ist  er  in 
der  Achse  der  y  u,  f.  und  sind  alle  diese  drey  Integralien  gleich 
Null,  so  ist  der  Schwerpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten. 

III.  Für  eine  krumme   Linie  Ton  doppelter  Krümmung  ist 

dm  =  v/dk«  +  dy»  +  dz«"=.  ds ,  wo  ds  ein  Element  ihres  Bo- 
gens  bezeichnet,  also  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes dieser  Linie 

X  —55^ 
s 

s 
Szds 


Z  r= 


IV.  Für  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  wenn  diese  Fläche 
durch  die  Achse  der  Abscissen  x  begränzt  ist,  wird  m  «=  Sydx  also 


V.    Für   die   Oberfläche   eines   Körp©r»|   deren  Glelchunpj 
d«  ass  pdx  4"  qdy  ist ,    hat  man,   wenn  man  der  Kürze  wegen 

r  =  y/^i  +P*  "h  <l'  «etzt,  m  ^^J/rijs^iy  also  auch 

X  _  ffvTidxäy    Y  _  ffry  dx  dy     ^  _  JfvzAxdr 
j[jfrdxdy  Jj rdxdy  "^  J^/vixdy 

Für  die  Oberfläche  eines  Körpers ,   welcher  durch  Umdrehung 
einer  ebenen  Curve  um  die  Achse  der  x  entstanden  ist:,  hat  mau 

m  s=  a  7r/y  \/dx*  +dy«  wo  ir  =  3.  i/fiSc^.. ;  also 


X  =  ■  AlV;ii;,äilL  und  T  =  Z  =  o 

/y  \/  d't'  +  dy'    . 

VI.  Für  einen  soliden  Körper  endlich  ist  m  =  fffdx  dy  dx  also 

—         fffxdxdydz     y  _    fffydxdydz     „        fffzdxdyd/, 
^_/X>-dxdydz    '         -  yy/dxdydz   '        =    ///dxAydr. 

Vorausgesetzt,  dafs  der  KprpQr  in  allen  seinen Thoilen  homogen 
oder  von  gleicher  Dichte  ist.  Hat  diese  Voraussetzung  nicht  statt, 
und  ist  ^,  eine  Function  von  x  y  z ,  die  veränderliche  Dichte  des 
Körpers,  so  wird  man  in  den  drey  letzten  Gleichungen  statt  dx 
blofs  fdx  setzen« 

Ist  endlich  der  Körper  durch  Umdrehung  einer  Cur rc  um 
die  Aehse*^  der  x  entstanden,  so  hat  man 

X«A!-5i^undY  =  Z  =  o. 
/y«  dx 

Indem  wir  nun  zu  einigen  Anwendungen  des  Vorhergehen- 
den übergehen ,  wollen  wir  zuerst  annehmen ,  dafs  eine  Anzahl 
von  Kräften  P  P'  P''. . . .  nach  verschiedenen  Richtungen  auf  einen 
Funkt  wirken;  und  dafs  der  Punkt  gezwungen  ist  auf  einer  gege- 
benen Fläche  zu  bleiben.  Man  suche  seinen  Ort  auf  dieser  Fläche 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts. 

Reducirt  man  alle  diese  Kräfte  auf  drey  andereXYZ  (nach 
§.  4.)  die  den  drey  Achsen  der  Coordinaten  x  y  z  parallel  sind , 
•o  hat  man  nach  der  Gleichung  (IV)  des  $.  5. 

o=Xdx        +    Ydy       +    Zdz 
8ey  L  =  o  oder  (^  dx+  Qk^  dy  +  (^^  da  =  o 

die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche ,  so  werden  die  Gloichun- 
gcA  des  Gleicligewichtes  naoh  ^.  6.  I  seyn : 


24  ^ 

Q  »    Xdx      +      Ydy      +      Zds 

Elimintrtman  daher  aus  diesen  zw  ej  Glftchüngen  eine  derGr()fsen 
dX)  dy,  dZ)  z«B«  die  erste,  so  erhält  man 

und  da  in  diesem  Ausdrucke  die  Gröfsen  djund  dz  yon  einander 
unabhängig  sind  ,  so  wird  das  Gleichgewicht  des  Punktes  durch 
folgende  zwcj  Gleichungen  bestimmt  werden 


und  diese  beyden  Gleichungen  verbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  reichen  hin,  den  Ort  des  Körpers  auf  der  Fläche, 
oder  die  Goordinaten  x  y.z  desselben  durch  Elimination  zu  be- 
stimmen* 

.  I«  Statt  diesem  Yerfahren  kann  man  aber  noch  einfacher  die 
in  ^.  6.  II  gegebene  Methode  anwenden ,  wodurch  man  sofort  für 
die  gesuchte  Gleichung  des , Gleichgewichts  erhält  (Gl.  V) 

<,=xax+Tdy+za. +.  [(fj)  a.+  (^j  a,+  (^  a.] 

und  da  in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  dx ,  dj,  dz  von  einander 
unabhängig  sind,  weil  man  in  ihr  auf  die  Bedingung  der  Aufgabe, 
dafs, der  Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche  bleiben  soll,  schon  Rück- 
sicht genommen  hat^  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht  folgen- 
de Gleichungen :  ' 


4f)  =  o 

dyy 

äzy 


Eliminirt  man  aber  aus  diesen  drey  Gleichungen  den  unbestimmten 
Cocfficienten  X,  so  erhält  man  dicT  vorigen  Gleichungen  wieder. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt  zugleich  (J.  6«  IIT),  dafs  der  Wie- 
derstand,  welchen  die  Fläche  dem  Körper  entgegensetzt,  -oder 
dafs  derDr  uck  des  Körpers  gegen  die  Fläche  gleich 


aS 


v^ 


)-+(r,)"+(S" 


ist ,  80  ist  dieser  Druck ,  welchen  der  Körper  in  einer  auf  die 
Fläche  senkrechten  Richtung  ausübt ,  gleich 

k  X*»  +  T»  -^  Z» 

II.  Wär6  der  Korper  .gezwungen,  auf  einer  krummen  Linie 
von  j^oppelter  Krümmung  zu  bleiben ,  deren  Gleichungen  dL  xs  o, 
dM  =  o  sind ,  so  ist  für  das  Gleichgewicht 

welcher  Ausdruck  folgenden  drey  Gleichungen  gleichgeltend  ist 

Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Gleichungen  die  zwey  unbestimm- 
ten Gröfsen  X  und  V,  so  erhält  man  >- 

+ ^  O  (^  -  O  CS) 

und  diese  Gleichung,  yerbunden  mit  den  zwey  gegebenen  Glei- 
chungen dLr=o  dM  =  0,  reicht  hin,  den  Werth  von  x  y  z  für 
das  Gleichgewicht  zu  finden.  Da  endlich  jede  der  zwey  Gleichun- 
gen dL  =:  o.  dM  r=  o  für  eine  Fläche  gehört ,  deren  Durchschnitt 
die  gegebene  krumme  Linie  ist ,  so  ist  der  Druck  des  Körpers 
auf  die  erste  Fläche 

»V(^)'+(s-+(sr 


/ 


s6 

und  auf  di«  zweyte 


"VT 


Ulli  einige  besondere  Fälle  der  letzten  Aufgabe  näher  je  a  be- 
trachten, wollen  wir  annehmen^  dafs 

L  auf  einen  P.unkt  die  drey:  Cönstanten  Kräfte  X  =  —  a , 
Y  == — b,  Z  =  —  c  in  senkrechten  Richtungen  wirken,  und  dafs 
der  Punkt  gezwungen  sey,  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu 
bleiben«    . 

Ist  r  der  Halbmesser  einer  Kugel ,  ao  ist  ihre  Gleichung 

L  ==  o  =s  X»  f-f-y' 4"  ^* — ^* 
also  die  Eeyden  Gleichungen  dei  $•  n« 

o  =Ä  ay  —  bx 
o  =s  az  —  ex 

Sucht  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Werthe  yon 
X  y  Zj  so  erhäl  t  man 

ar  br  er 

Ka'  +  b«  +  c«  \        \/a»  +  b''  +  c«*  N/a»+b*-hc» 

und  diese  Coordinaten  gebeil  den  Oxt  der  Oberfläche  der  Kugel 
an,  in  welchem  der  Körper  yormöge  jener  drey  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte ist,  in  Ruhe  bleibt^    ' 

Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Kugel  ist 

ka«  +  b«+  c« 

Wirkt  blofs  die  constante  Schwere  c=g  in  der  senkrechten  Rich- 
tung der  z  auf  den  Körper,  so  ist  a  =  b  =.  o,  also  auch  x  =  y  =  o 
und  z  =4^?*»  so  wie  der  Druck  gleich  g.  Der  Körper  ist  also  nur 
in  dem  höchsten  und  niedrigsten  Punkte  der  Kugel  im  Gleichge- 
wichte ,  nachdem  man  annimmt ,  dafs  eine  der  Schwere  gleiche 
und  constante  Kraft  ihn  ab  -  oder  aufwärts  in  der  Richtung  der 
Achse  der  z  zu  bewegen  sucht. 

Umgekehi*t,  ist  die  Gleichung  der  Kagel  gegeben,  ^ 

L  =  o  =  X»  7l-y*-|- z»  —  r« 

und  Z  =:  g  die  constante  Schwere  »  so  hat  man  für  das  Gleichge- 
wicht 

Xy  —  Tx  =  o 

Xz  —  gx  =  o 

woraus  folgt,  dafs  die  drey  Kräfte,  welche  einen  Punkt  auf  der 
Oberfläche;  der  Kugel  im  Gleichgewichte  halten,  sind 

z  z 
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Für  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  der  Kugel  istx  =-y  s=  o, 
also  auch  X=  T  =  o  und  Z  =.  g  wie  zuvor, 

II,  Auf  einen  Punkt  wirken  zwey  Kräfte  P  uii^P'j  deren 
gegebei^e  Richtungen  beyde  in  einer  der  xz  parallelen  Ebene  lie- 
gen, und  der  Punkt  soll  gezwungen  seyn  auf  einer  geraden  Linie 
zu  bleiben,  die  ebenfaDs  in  einer  der  xz  parallelen  Ebenö  liegt, 
und  mit  der  Ebene  der  xy  den  Winkel  n  bildet. 

Dicfs  Yorausgesetzt  ist  die  Gleichung  dieser  geraden  Jjinie  , 
oder  vielmehr  die  Gleichung  einer  Ebene ,  die  auf  der  coordi- 
nirten  Ebene  der  xz  senkrecht  steht ,  und  gegen  die  £bene  der 
xy  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist 

^  L  =  o  =:  X  Tang,  n  —  z 

Da  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  P  und  P'  gegeben  sind , 
so  gey  «der  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  der  Achse  derx, 
und  a'  der  Winkel  der  Kraft  P^  mit  der  Achse  detr  x.  Da  nach 
der  Voraussetzung  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  der  Ebene 
der  xz  parallel  sind ,  so  sind  <^ie  Winkel  dieser  Richtungen  mit 
den  Achsen  der  y ,  oder  ß  und  ß'  rechte  Winkel,  so -wie  endlich 
die  Winkel  derselben  mit  der  Achse  der  z  gleich  <y  =  90  —  a 
und  cy^  =  90  —  a^  Also  ist  die  Summe  der  beyden,  Kräfte  P  und 
P^  nach  den  Achsen  der  x  und  z  zerlegt , 

X  =  P  Cos  «  +  P'  Cos  dJ 

Z  =  P  Cos  <y  4-  P'  Cos  Oft  und  Y  =  o 

und  die  vorigen  beyden  Gleichungen  gehen  daher  ifi  folgende 
einzelne  übei? 

o  =  P  Cos  «  +  P'  Cos  a'  +  (P  Sin  a  +  P'  Sin  «')  Tang  n 

Ist  die  eine  Kraft  P  die  Schwere  ,  deren  Richtung  in  der  senk- 
rechten Achse  der  z  liegt,  so  ist  de  =  90 und  7  =  0  also  die  letzte 
Gleichung 

o  =  P/  Cos  ä'+  (P  +  P'  Sin  «0  Tg  n  oder 
p^ P  Sin  n 

Cos  (n — a'J 

oder  diesen  Werth  mufs  die  andere  Kraft  P'  haben ,  um  den 
schweren  Körper  auf  der  gegebenen  Ebene  im  Gleichgewichte  zu 
erhalten.   Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene  ist 

^        ,  P  Cos  a' 

R=J/X«+Z'    =77—7 ^^ 

Cos  (n — a') 

Die  beyden  letzten  Gleichungen  enthalten  die  ganze  Theorie  der 
sogenannten  schiefen  Ebene, 

III.  Denkt  man  sich  die  gerade  Linie  in  II ,  auf  welcher  der 
Körper  im  Gleichgewichte  bleiben  soll,  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtMrinklichten  Dreyeckes ,  deren  Länge  1  seyn  soll ,  während 
wijT  die  horizontale  Rasis  dieses  Dreyeckes  durch  b  und  die  Höhe 


38 

desselben  durch  h  bezeichnen  wollen ,  so  sey ,  wenn  P ,  wie  sur 
Tor  ,  die  senkrechte  Schwere  ist,  erstens  «'=:  o  oder  die  Kraft 
P'  wirke  horizontal  nach  der  Richtung  der  Achse  der  x.  Diefs 
Torausgesetzt  sind  die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen 

P/  h 

p/  =  — PTgn      ^^^^s-^^g- 

R=:    .J—  5=  i 

Cos  n  P        b 

Sey  zweytens  ä'  =  n ,  oder  die  Kraft  P' wirke  ia  der  Richtung  der 
Liiiie  1  ^   so  ist 

p/=_PSinn         oder    ?i=  — ^  * 


R  s=  P  Cos  n 


P  1 

R  ^  b 

T        T 


Sey  ferner  a'=3  90  oderbeyde  ExSfte  wirken  in  der  senkrechten 
Richtuqg  der  z:,  so  ist; 

P'ss  —  P  und  R  s=  o 

<jder  für  das  Gleichgewicht  müssen  beyde  Kräfte  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  in  ihren  Richtungen  seyn.    ' 

Sey  endlich  n  =  90^,  oder  die  schiefe  Fläche  so  w^ie  die 
Richtung  der  Schwere  yertikal ,  so  ist 

P/  Sin  a'  =  —  P 

In  dem  letzten  Falle  ist  nämlich  der  Körper  in  seiner  Bewegung 
frey,  und  blofs  der  Schwere  P,. deren  Richtung  senkrecht  ist, 
und  einer  Kraft  P^  unterworfen,  deren  Richtung  mit  der  Achse 
der  X  den  Winkel  a^  bildet.  Da  beyde  Richtungen  in  der  Ebene 
der  xz  liegen ,  so  ist  «t  =  90  ^  iy  rso  und  cy^  =s  90  — a^  also 

X  =  P  Cos  a' 

Z  Ä  P  +  P/  Sin  a/ 

und  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes  sind 

X  =  0   Z  =  o 

d*  h.  das  Gleichgewicht  hat  statt ,  wenn  P  =  —  P'  Sin  a'  ist , 
wie  zuvor.  ' 

Man  suche  das  Gleichgewicht  von  drey  Körpern ,  die  an  ei- 
nem unbiegsamen  und  unausdehnbaren  Faden  befestigt  sind ,  und 
auf  deren  jeden  eine  gegebene  Anzahl  von  Kräften  nach  gegebe- 
nen Riehtungen  wirken. 

Man  bringe  zuerst  alle  Kräfte  ,  die  auf  den  ersten  Körper 
wirken ,  nach  §•  4.  auf  drey  X  Y  Z ,  deren  Richtungen  parallel 
mit  den  ^senkrechten  Coordinaten  xyz  dieses  Körpers  sind.  Eben 
so  seyenx^y^z'  die  Coordinaten  des  zweyten  Körpers  undX^Y'Z' 


die  auf  ihn  wirkenden  senkrechten  Kräfte.  Für  den  dritten  Kör- 
per seyen  endlich  dieselben  Gröfsen  x"  y"  z"  und  X"  Y'/  Z"* 
Nennt  man  a  die  Distanz  des  ersten  Körpers  von  dem  zweyten , 
und  b  die  des  zweyten  yon  dem  dritten,  so  sind  dieBedingungs- 
gleichungen  der  Aufgabe 

da  =  o ,  db  =  o 

so  dafs  also  die  Stange ,  an  welcher  die  drey  Körper  befestigt 
sind ,  in  dem  Orte  des  zweyten  Körpers  unter  irgend  einem  yer- 
änderlichen  Winkel  gebrochen  seyn  kann. 

Diefs  vorausgesetzt  ist   also  die  Gleichung  des  Gleichge- 

M^ichtes 

o  =  Xdx  +  Ydy   +Zdz 

4-  X'dx'  +  Y'dy'+  Z'dz' 

+  X''dx''+Y"dy"+Z''daf  '\ 

+  Xda      +      X'db 

Es  ist  aber 

a«  =  (x*—xy  +  (y'— y)»  +  (z'  — z)« 

b  •  =  (x"— xO  •  +  (y"— yO '+  (z''— zo » 

Differentiirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  Beziehung 
auf  X X' x".  ♦  •  •  und  substituirt  man  die  so  erhaltenen  Werthe  von 
da  db  in  der  vorhergehenden  Gleichung,  und  setzt  endlich  die 
Coefficienten  von  dx  dy..^ .  jeden  für  sich  gleich  Null,  so  ei^iält 
man  neun  Gleichungen,  welche  durch  die  Elimination  der  beyden 
unbestimmten  Factoren  X  und  X'  auf  folgende  sieben    reducirt 

werden  • 

X  +  X'+X"=o 

Y  +  Y'+Y"=:o 

Z-f-Z'  +  Z"=o 
a^  +  X-0  (y'— y)  —  (Y'+  Y//)  (x'-x)  «  o 
(X'+  X")  (z'— z)  —  (Z/+  Z/')  (x'— X)  =  o 

X"  (y '' — yO  —  Y"  (x/^  — x')  =  o 

X''  (z"^  zO  —  Z''  (x//  — xO  =  o 

und  diese  sieben  Gleichungen  verbunden  mit  den  zwey-  gegebe- 
nen Ausdrücken  von  a*  und  b'  reichen  hin,  die  Lage  eines  je- 
den der  drey  Körper  für  das  Gleichgewicht  zu  bestimmen.  Man 
sieht,  wie  leicht  sich  diese  Auflösung  auch  auf  mehr  als  drey 
Körper  ausdehnen  läfst. 

Setzt  man  A^oraus ,   dafs  der  erste  Körper  fest  ist ,    so  sind 
die  Ausdrücke  dx  =  dy  =  dz=:o  und  die  Glieder,    welche  diese 
Gröfsen  zu  Faktoren  haben ^  verschwinden  von  selbst,   so  dafs 
*  von  den  letzten  sieben  Gleichungen  auch  die   drey  ersten  ver- 
schwinden ,  während  die  vier  letzten  dieselben  bleiben. 

Wäre  auch  noch  der  dritte  Körper  fest ,   so  gehen  alle  sie- 
ben Gleichungen  in  folgende  einzelne  über 
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X/  (y //—  yp — T/  (%'*—  xQ      X  (y /— y //)— x^  (y— 7  ^^)+  x^<y— y  Q 

X*  (z''—  zO  —  Z'  (x"— x')  ~  X  (z^— z'O— x'(««— z'O  +x"  (z— zO 

IT.  Um  die  Kraft,  die  von  der  Beaction  des  Fadens  auf  den 
Körper  kömmt,  d.  h.  um  die  Spannung  des  Fadens  zu  finden, 
hat  man 

^       ^        (x/— x)(dt/— dx)+Cy^— yXdy/— dy)+(z>-z)(dz^— dz) 

dL  =  da  «■■    ■    

a 

also  auch  für  den  ersten  Körper 

dL__(x^— x)    dL^_(y^— y)    dL  _ _  (z>— z) 
dx  a       *    dy  a      '    dz  a 

und  daher 

irorans  folgt  (^.  3.) ,  dafs  der  erste  Körper  von  den  andern  eine 
Gegenwirkung  =  Verhält,  deren  Richtung  senkrecht  auf  die  Flä- 
che ist,  deren  Gleichung  dL  =  da  =  o  ist.  Diese  Gleichung  ge- 
hört aher  für  eine  Kugel ,  deren  Halbmesser  a  ist  und  deren  Mit- 
telpunkt zu  den  Goordinaten  x^y'  z'  gehört,  also  wird  diese  Kraft 
die  Richtung  dieses  Halbmessers ,  d.  h.  die  Richtung  des  Fadens 
haben,  der  den  ersten  Körper  mit  dem  zweyten  verbindet.  Eben 
so  wird  man  finden ,  dafs  eine  der  vorigen  gleiche  Kraft  Ä  auf 
den  zweyten  Körper  wirke  ]  deren  Richtung  ebenfalls  der  Faden 
a  ist,  und  dafs  auf  denselben  zweyten  Körper  noch  eine  zweyte 
Kraft  V  wirke ,  deren  Richtung  der  Faden  b  ist ,  weicher  den 
zweyten  Körper  mit  den  dritten  verbindet. 

HI.  Wäre  der  Faden  nach  seiner  Länge  ausdehnbar ,  oder 
elastisch,  und  A,  B  die  Contractionskräfte  der  Theile  a,  b  des 
Fadens,  so  würden  diese  Kräfte  das  Moment  Ada -f-Bdb  geben, 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

Xdx    +  Ydy     +  Zdz 

+  X'dx'  +  Y'dy'  +  Z'dz' 

+  X''dx"-f-  Y"dy''-|-Z"dz'' 

+  Ada  +  Bdb=s0 

oder  kürzer 

Z  (Xdx  +  Ydy  -H  Zdz)  +  Ada  -f  Bdb  =  o 

wo  2  wieder  das  bekannte  Summenzeichen  ist;  und  da  diese 
Gleichung  der  für  einen  unelastischen  Faden  gefundenen  ähnlich 
ist;  so  wird  man  nur.  in  der  yorhergehenden  Auflösung  X  =:.•  A 
und  X'  =^  B  setzen«  (Lagrange.  Mec«  anal.)  ' 

ly.  Soll  bey  einem  unelastischen  Faden  der  mittlere  Körper 
längst  dem  Faden  gleiten  können ,  so  wäre  die  Bedingung  der 
Aufgabe ,  dafs  blofs  die  Summe  der  Abstände  dea  ersten  Körpers 
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Yon  dem  sweyten  und  des  zweyten  yon  dem  dritten  beständig  iaj, 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

2  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +  x  (da  +  db)  =  o 

V.  Wir  wollen  endlich  annehmen ,  dafs  die  drey  Punkte 
durch  zwey  unbiegsame  gerade  Linien  so  mit  einander  yerbunden 
sind ,  dafs  die^e  drey  Punkte  immer  dieselbe  Entfernung  yon  ein- 
ander behalten ;  oder  dafs  diese  drey  Punkte  in  den  Scheiteln 
eines  Drpyecks  liegen,  während  auf  den  ersten  derselben  die 
Kraft  P ,  auf  den  zweyten  die  Kraft  P',  auf  den  dritten  die  Kraft 
P"  nach  gegebenen  Richtungen  wirke» 

Sind  a  ß  ^  die  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  den 
drey  Achsen  der  Coordinaten ,  und  x  y  z  die  Coordinaten  des 
ersten  Körpers ,  und  bezeichnet  man  dieselben  Gröfsen  für  den 
zweyten  und  dritten  Körper  mit  einem  und  mit  zwey  Strichen , 
so  hat  man  für  die  nach  denselben  Achsen  zerlegte  Kraft  P 

X  =  PCos«,  Y  =  P  Cosß,  Z=sPCo8  y 

und  eben  so  für  die  zweyte  und  dritte  Kraft 

X'  =  P'  Cos  «',  Y'  =.P'  Cos  ßS  Z'  •=  P'  Cos  V 

X''  =  P''  Cos  a/',  Y"  =  P'/  Cos  ß",  Z"  =  P'/  Cos  cy// 

Ohne  daher  auf  die  Bedingungen  der  Aufgabe  Rücksicht  zu  neh- 
men,  würde  man  für  das  Gleichgewicht  dieser  drey  Punkte  haben 

o  =  Xdx      +  Ydy      +  Zdz 

+  X'dx'    +  Y'dy'  +  Z'dz' 

+  X''dx"+  Y''dy"+  Z/'dz".  .  •  (i) 

Allein  die  Bedingung  der  Aufgabe  ist,  dafs  die  drey  Distanzen  der 
Körper  untereinander  constant  seyn  sollten.  Nennt  man  daher 
a  die  Distanz  des  zweyten  Körpers  von  dem  dritten ,  a^  die  des 
ersten  Ton  dem  dritten,  und  a'^  die  des  ersten  yon  dem  zwey- 
ten ,  so  hat  man 

a«   =  (x/'— x')*  +  (y"— yO*  +  (z''— zO" 
a'«  =  (x"—  xy  + 

und  da  diese  Gröfsen  a  a^  a^^  unyeränderlich  seyn  sollen ,  so  hat 
man  da  =  o ,  da^  =  o,  da^^  s=  o,  wo  diese  Diifercntialien  in  Bezie- 
hung auf  xx^x'^  y  • « • «  genommen  werden,  so  dafs  man  hat 

(x"— x')(dx"— dx')+(y"— yO(<ly"— ^yO+(z"— zO(i2"^5zO 

da  ^z ' ' — n. 

a 

und  so  weiter  für  die  übrigen* 

Daraus  folgt  also ,  dafs  man ,  um  die  yollständige  Gleichung 

des  Gleichgewichtes  zu  erhalten,  zu  der  Gleichung  (i)  noch  die 

Gröfse 

Xda  +  Ä.'da'  +  ^"da" 

addiren  müsse ,  wo  A.  \*  X^^  unbestimmte  Faktoren  sind* 


(y//_y/)8  ^  (z''— zO»l 

(y//_y).  +(z//_2)a    L   _  (2) 
(y/_y)»+(z/^Z)«J 
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Substitnirt  man  dann  in  der  Gleichnng ,  die  man  so  erhält , 
die  angezeigten  Werthe  von  da ,  da',  da'^,  so  hat  man ,  da  die 
Gröfsen  dx,  dx',  dx'',  dj....  Ton  einander  unabhängig  sind, 
folgende  Gleichungen 

X  —  ^'cx'  — X)  —  ^  (x'/_x)  =  o 

Y  -^(y'-y).-^'(y"~y)  =  o 

a"  a' 

Z  —  —  (z'  —  «)  —  -  (z"—  «)  =  o 

Y/+^(y'-y)--(y''~yO  =  o  > 

a"                      a 
Z'-|-  --  (z'—  z) {zu^z)  =  o 


a  a 

Z//+  -  (z//— zO  +  -  (z"  —  z)  =  o 
a  a' 

Eliminirt  man  ans  diesen  neun  Gleichungen  die  Gröfsen  %  y*  X''^ 
so  erhält  man  sechs  Gleichungen ,  die  mit  den  drey  Gleichungen 
(2)  verbunden ,  hinreichen ,  den  Ort  jedes  der  drey  Körper  für 
das  Gleichgewicht  zu  bestimmen« 

Addirt  man  yon  den  letzten  neun  Gleichungen  die  1,49? 
und  2 ,  5 ,  8,  und  endlich  3 ,  6,9,  so  erhält  man  folgende  drey 
Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen  X,  X^,«. 


(A) 


x  +  x'4-X''  =  o^ 

Y  +  Y'  +  Y"  «  o  l 
Z  +  Z'  +  Z"=i:oJ 

und  nun  ist  es  leicht ,  noch  drey  andere  zu  finden ,  nähmlich 

Xy  —  Yx  +  X'y/  —  Y'x'  +  X'/y'/  —  Y''x"  =  ol 

Xz  —  Zx  +  X'z'  —  Z'x'  +  X'/z"  —  Z''x''  =  o  J. .  • .  (B) 

Yz  _  Zy  +  Y'z'  —  Z^y'  +  Y"z"  —  Z/'y"  =  o  J 

und  (A)  und  (B)  sind   die  sechs  gesuchten  Gleichungen*  Man 
kann  ihnen  leicht  noch  andere  Formen  geben«   Substituirt  man 
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:  (z-^zO  —  Z  (x— xO  +  X"(z"— zO  — Z"(x"— xO  =  o  l(BO 
'(z/—  z)  —  Z'(y/—  y)  +  f'Cz^/— z)  —  Z^Cy''—  y)  =  o  J 


X.  B.  in  den  Gleichungen  (B)  die  Werthe  TOn  X'',  Y",  Z"  aus 
(A),  so  erhält  man 

X  (y— y'O  —  Y  (x— x/')  +  X/  (y^— y'O  —  Y/  (x'— x//)  =  o 

X 

Y^ 

und  auch  die  Gleichungen  (A),   (B^)  bestimmen  das  Gleichge- 
wicht. 

Sind  ferner  ABC  iie  Winkel  der  Distanz  ä  mit  den  Ach- 
sen der  X  y  z  und  bezeichnet  man  dieselben  Gröfsen  für  aJ  mit 
einem  und  für  a^'  mit  z-svey  Strichen ,  so  ist 

x//— X'«  aCosÄ    x"— X  =.  a'CosA'    x'— x  =  a"Cos  A" 

y//— y'sBaCosB     y''~y  =  a'Co8B/.    y' — y  =  a'^  Cos  B" 

zft^z'  =  a  Cos  C     z^'—z  =  a'Cos  C    z'— z  =  a'  Cos  C" 

also  auch  die  Gleichungen  (BQ,  wenn!  man  die  vorigen  Werthe 

voii  X  Y  Z  wieder  herstellt ,  * 

Pa'  (CosA'Cos?~CosB'Cosc4+P'a(CosACosP'— CosBCosctO  =oV 

P^"  (Cos  VCos  y-CosC'CoSßfc)  -fP'a  (CosCCos  «"-Cos  A.  Cos/")  =o  >...(B") 

P'a"(CosC"Cos3'-CosB"Cosy')4-jP''a'(CosC'Cosij8'-CosB'Cosy";=oj 

Liegen  die  Richtungen  der  Kräfte  alle  in  der  Ebene  des  Drey- 
eckes,  welches  durch  die  dtey  Körper  geht,  und  nimmt  man 
diese  Ebene  für  die  Ebene  der  xy  an ,  so  ist  z  =  z'  :=  z"  ==  o , 
und  die  Winkel  a  -f  ß,  «'  +  ß',  so  wie  die  A  +  B,  \'+  B'  sind 
rechte  Winkel ,  für  welchen  Fall  datier  die  erste  der  Gleichungen 
(B"^  in  folgende  übergeht ; 

P  a  Sin  (cC—  A) 

P'  ä'Sin(«  —  A') 

Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für —  und —     und  aus  ihnen 

findet  man  leicht,'  dafs  fu|*  das  Gleichgewicht  dreyer  Kräfte  je 
zwey  derselben  sich  yerhalten  müssen ,  wie  verkehrt  di^  Lothe. 
von  dem  Mittelpunkte  der  dritten  Kraft  auf  die  Richtungen  der 
beyden  anderen  Kräfte  ^  worin  bekanntlich  die  ganze  Theorie  des 
gebrochenen  Hebels  besteht. 

Sind  die  Richtungen  der  Kräfte  unter  sich  parallel ,  und  ist 
der  Hebel  gerädlinigt ,  so  ist  a  =  a'  =  a'' ,  und  A  =a  A'  =  A" 
also  jene  Gleichungen 

P  .  a      P  a'      P'  a'  > 

oder  je  a^wey  Kräfte  verhalten  sich ,  wie  \erkehrt  ihre  Entfer- 
nungen von  der  dritten  Kraft«  Aus  der  zweyten  dieser  Gleichun- 
gen folgt  auch 

P       _        a 

Pv-P 7' 

Öl.  C 


und  diese  mit  der  ersten  verglichen  gibt 

^  P  +  P'  —  P"  =  o 

über  einstimmend  mit  den  Gleichungen  (A).  * 

Man  suche  endlich  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  and 
unausdehtibaren  Fadens ,  auf  dessen  alle  Theile  gegebene  Kräfte 
P  P'  P".  * . .  nach  gegebenen  Richtungen  wirken* 

Da  der  Faden  hier  schon  wie  ein  Körper  betrachtet  wird , 
wie  ein  Cylind^r  yon  durchaus  gleicher  Dicke  und  gleicher  Dich- 
tigkeit derMafse,  so  werden  wir  die  Gleichung  anwenden,  welche 
^.  <j«  I  gegeben  wurde«  Nachdem  also  alle  auf  den  Faden  wir- 
kenden Kräfte  auf  drej  andere  XYZy  welche  den  Achsen  der 
Coordinaten  parallel  sind ,  gebracht  worden  ,  hat  man,  yermöge 
jener  Gleichung,  wenn  die  Aufgabe  yon  keiner  Nebenbedingung 
beschränkt  .War ,  für  das  Gleichgewicht  des  Fadens  die  Glei- 
chung 

0=8  (X&  +  Yiy  4-  Z&)  dm 

wo  dm  das  Element  des  Fadens  bezeichnet,  welches  hier  dem 
Elemente  ds  der  yon  dem  Faden  gebildeten  Curye  durch  di^ 
Dicke  des  Fadens  multiplicirt  proportional  ist« 

Allein  die  Anfg&be  ist  einer  Bedingung  unterworfen^  auf 
welche  wir  bisher  nicht  Rücksicht  genommen  haben.  Da  näm* 
lieh  der  Faden  unausdehnbar  seyn  soll,  fro  hat  man  die  Be« 
dingungsgleichung  ^«  dsr  =  o.  Man  wird  daher  der  yorigen  Glei- 
chung (nach  ^.  9. 1)  noch  die  Gröfse  8xd^.  ds  hinzufügen.  Es  ist  aber 

ds«  =  dx«  +  dy  +  dz«  also  *.d»  =  d»ldx  +  dy%  +  dz3d. 

ds 
also  auch 

S\».  d»  =  S;i  £f  idx  4-  S;i  ^  Wy  +  831  ^  Siz 

ds  ds  d» 

Es  ist  aber  das  Integral  1 

*  dx 
8^  — -  Sit  oder  was  dasselbe  i^  f 
ds 

SX^dSxz=X^  &  -/^x. d.  ?l  ^ 
ds  ds  ds 

und  wenn  wir  dieses  Integral  zwischen  zwey  Gränzpunkten  neh- 
men, deren  einem  die  Coordinaten  x'y'z'  und  dem  andern  ^**y'*z^ 
angehören,  so  ist 

S3i^d&= ^:±:Ä."-i:£i'&-s&.d.  x !? 

ds  ds"  ds'  ds 

Das  übrig  bleibende  Integral  8^x, d .  "^  zwischen  den  beyden 
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GräBzen  über  die  ganze  Länge  des  Fadens  ausgedehnt*  Aehn- 
liche  Ausdrücke  hat  man  für 

dv     «.  dz 

Sx  j-  däy  und  S;i  j-  d& 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist  daher  (§•  9«  I) 
o  ==  S  f(xdm  — da  ^^  Sil  +  (ydm— d.x  ^)  ^ 

+  ^Zdm  —  ä.'k^\S'A 
+  YZ  (  dx'*3x"  +  dy^äV"  +  d«"  iz*'\ 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  bestehen ,  wenn  der  unter  dem 
Integralzeichen  begriffene  Ausdruck  für  sich  gleich  Null  ist.  Da 
überdiefs  die  Gröfsen  £s,  ^y  und  &  tön  einander  unabhänging 
sind ,  so  hat  man  (§«  6.) 

,  ,      dx  '  ,      dy  dz 

Q  =  Xdm  —  d.^-T"»  ö  =  Ydm—- d;X -v^ ,  ö  =  Zdm  —  d.X-^ 

ds  ds '  ds 

und  da  diese  Gleichungen  allein  die  Variationen  d ,'  ohne  ^,  ent- 
halten 4  so  bestimmen  sie  die  f^igur ,  welche  der  Faden  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichts  annehmen  inufs*  Ihre  Integrationen 
geben 

-wo  ABC  constante  Gi^öfsen  sind.  Eliminirt  man  %  ans  diesen 
drey  Gleichungen ,  $o  erhält  man 

dy      B+/Ydm      ^  i.t  _  C  +/Zdm 

dx  —  A  +/Xdm  "°*^  dx  —  A  -f-  /Xdm 

welches  die  gesuchten  Gleichungen  der  Gurye  sind ,  di^  der  Fa- 
den annimmt ,  wenn  er  im  Gleichgewichte  ist. 

^  I«  IstX  s  Y  =s  o  und'Z  =  g  die  constante  SchweiCi  und 
dm  ::z  ds  das  Differential  des  Bogens  der  krummen  Linie  ^  so 
sind  die  Torhergehenden  Gleichungen ,  da  y  =:  ö  ist 

dx  dz 

^  —  rs  A  und  ^  T"  =s  C  -|-  gs 

also ,  wton  man  aus  ihnen  die  Gröfse  %  eüAiinirt , 

dz 
Aj^  =«C  +  gs 

Ca 
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die  bekannte    einfache   Gleichung  der  /Kettenlinie.     Subati- 

tuirt  man  in  ihr  für  dx  die  Gröfse  ^^ds*  —  d^s",  so  erhält  man 
die  Gleichung 

dz  =         CC  +  g8)ds 

v/A«  +  (C+gs)* 
deren  Integral  ist 


I 


Z+  A'  =  -;.    ,/A»+(C  +  g8)» 

also  ist  die  Kettenlinie  rectificahel,  wie  behannt»  Endlich  ist  die 
Spannung  des  Fadens  in  jedem  seiner  Punkte   . 


^!  =  V^'  +  (C  +  gs)»  =  g  (A'+  2) 


II.  Sollte  der  Faden  auf  einer  Fläche  liegen,  deren  Glei- 
chung dz  =:  pdx  -f~  9<ly  ^^^9  so  ^^^  ^^^  auch  Sz  =  pSx  "-Hq^*'? 
und  wenn  man  diesen  Werth  Ton  ^z  in  der  Torhergehenden 
4)leichung  des  Gleichgewichtes  substituirt,  und  die  Factoren 
der  nun  von  einander  unabhängigen  Groisien  ^x  und  dy,  jedem 
für  sich,  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht 
des  Fadens  die  beyden  Gleichungen 

^_  _   Xdx    .       /^-  -     Adz\ 

o  =  Xdm-^a.  — » — ,+ p  I  Zdm-^d.  -^  V    . 

IIL  Noch  haben  wir  die  Glieder  der  Gleichung  (i)  zu'  be^- 
rüchsichtigen ,  welche  äuf&er  dem  Integralzeichen  stehen ,  und 
welche  sich  daher  auf  die  zwey  Endpunkte  des  Fadens  beziehen* 
Setzt  man  yoraus ,  dafs  der  Faden  an  seinen  beyden  Endpunk- 
ten fe»t  ist ,  so  sind  die  Gröfsen  ^\  jx'^ .  • «  alle  selbst  Null ,  und 
man  hat  weiter  keine  Rücksicht  auf  diese  Glieder  der  Gleichung 
(i)  zu  nehmen. 

Nimmt  man  aber  z.  B*  an  ,  dafs  das  eine  Ende  des  Fadens 
auf  der  Fläche  dz'  =  p'dx'-|-  q'dy'  und  das  andere  Ende  auf  der 
J  lache  dz"  =rh  p"  dx"  +  q"  dy"  bleibten  soll,  so  hat  man  noch 
&'  =  p'^x'  +  q'Sy  und  Sz"  =  p"Ac"  +  q"^y  ".  Man  wird  also 
diese  Werthe  von  &'  und  &:"  in  jenen. Gliedern  der  Gleich luig 
(i)  subsiituiren,  und  dann,  wie  zuyor^  die  GoefGeienten  Ton 
S\%  Sy*,  &"unddY"  einzeln  gleich  Null  setzen,  wodurch  man  vier 
Gleichungen  erhält,  welche  die  Lage  der  Endpunkte  auf  ihren  Flä- 
chen für  das  Gleichgewicht  bestimmen  werden*  Lagrange«  Mec.  anal* 

Wir  haben  im  J.  lo.  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes  gegeben«   Um  auch  diese  j^usdrücke 


3? 

s,^{  einige,  besondere  Fäll^ai|Zuviren(Teii,  wollea  wir.  zuerst  den 
Schwerpunkt  eines  Kreisbogens  suchen,  dessen  Länge  b  und 
der  Halbmesser  des  Kreises  a  seyn  soll.  —  Nimmt  man  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  bat  man  nach  $.  »o.  III  

„       /xds     ^      /yds 

S  8 

und  wßnnaian  für  die  Achse  der  x  den  Hafbmes^er  annimmt, 
welcher  durch  die  Mitte  des  Bogens  b  geht,  so  ist  offenbar  auch' 
Y  =  o ,  weil  der  Schwerpunkt  in  diesem  Halbmesser  liegen  mufs. 
Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  L^ge  des  Schwerpunktes 
die  einzige  Gleichung 

Es  ist  aber  x  sss  a  Cos  -^  und  daher ,  wenn  man  ion  8  ss  +  v  b 

a  I    » 

bis  8  s=:  —  i  b  integrirt* 


1      pi-i 


+i^    j    ^      »      2a»  b 

ads  Cos  -  =  -=—  .  Sm  — 
b  a         b  2a 


Da   aber,   wenn   c   die  Sehne   des  Bogens  b  bezeichnet,   c  = 

b  a  c  "* 

da  Sin  -^  ist,  so  hcit  man  auch  X  =  t*  oder  die  Distanz  des  Schwer- 
2a  b 

punktes  yom  Mittelpunkte  des  Kreises  ist  die  vierte  Proportio- 
nale zu  der  Länge,  der  Sehne,  und  dem  Halbmesser  des  Bogens« 

I.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur,  die 
durch  die  Achse  der  x  und  durch  eine  ebene  Cürve  begrenzt  ist, 
so  hat  man  nacH  ^.  i  o«  lY 

^-TydT^^^Y^TydT" 

Für  den  Abschnitt  des  so  eben  betrachteten  Kreises  zwischen 
der  Sehne  c  und  dem  Bo^en  b,  hat  man,  wenn  man  wieder  die 
Achse  der  x  auf  dem  Halbmesser  annimmt,  welcher  den  Bogen, 
also  auch  den  Abschnitt  des  Kreises  halbirt , 

Y=o,  und  X=-^i*LV;^^. 

fax  j/a»— X*  . 


1 


Das  Inte^al  des  Zählers  ist/xdx«  ^a» — x**  =  —  f  (a* — x*)« 


also  auch  dieses  Integral  zwischen  x  =:  a  und  x  «=  *!  /  a' 


c« 

c» 
genommen,  gleich—.«     Nennt  man  also  As/jdx  die  Fläche 
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des  Abschiiittes  #elbat  upd  c  die  sie  begränzende  Sehne ,  so  ist 
Y  —    ^^ 

12  A 

U.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  der  Oberfläche  des  Kugel« 
abschnittes ,  der  durch  die  Umdrehung  des  bisher  betrachteten 
Kreisabschnittes  um  dehjenigen  seiner  Halbmesser  entsteht ,  der 
durch  die  Mitte  des  Abschnittes  geht,  so  wird  der  Schwerpunkt 
auf  demselben  Halbmesser  lieg^i,  und  seine  Entfernung  von 
dem  Mittelpunkte  der  Kugel  wird  (nach  §.  lo*  V)  seyn. . 

fxj  y/dx^  +  dy" 

/7  J/dx«  +dy» 
Behält  man  aber  die  yorigen  Bezeichnungen  bey ,  so  ist 

y  =  \/a^^—x*  und  Vdx«-|-dy*  ^^  '  *^*^  ^^^'^ 

Va»— X» 

/y  (/d?  +  dy»  ==  /adx  und/xy  \/dx«+dy*  =:  /axdx. 

Nennt  man  daher  h  die  senkrechte  Entfernung  der  Sehne  dieses 
Abschnittes  yon  dem  Mittelpunkte  >  ^nd  nimmt  man  diese  bey- 
den  Integrale  von  x  =  h  bis  x  =  a  ^  so  erhält  man 

a 

/y  kdx»+dy»  ==  a  (a— h)  und  fxy  J/dx«  +  dy«  =  —  (a*— h«) 

a   I  I  h 
also  ist  X  g=  ■      ■ —  oder  der  gesucjiteSchwerpunkt  Hegt  in  der 

Mitte  zwischen  der  Sehne  und  dem  Endpunkte  jenes  Halbmessers* 

HL  Man  suche  den  Schwerpunkt  des  Theiles  einer  Kugel , 
der  zwischen  zwey  auf  der  Achse  der  x  senkrechten  gegebenen 
Ebenen  enthalten  ist. 

Da  die  Kugel  aus  der  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen 
seiner  Durchmesser  entsteht,  so  kaben  wir,  wenn  wir  diesen 
Durchmesser  für  die  Achse  der  x  nehmen ,  nach  $•  i  oJ  Vi  für 
den  Abstand  des  Schwerpunkte^  in  dieser  Achse  yon  dem  Mit- 
telpunkte der  Kugel 

■^    /y'dx 

^  Ist  a  der  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  9  so  ist  die  Glei- 
chung des  Kreises  x'+y*  =  a'  ijnd  daher 

a»x»        X* 


.    ^^/(a*— x»)xdx  _       g  4 

^/(a«-x«)dx      "^     .,«_il 

3 

Ist  ferner  A  der  Abstand  der  ersten  und  B  der  Abstand  der  aswey- 
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ten ,  das  Kjugelstück  begränzenden  Ebene  von  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  Werth  von  X  zwischen  den  GränzenxsA 
und  X  =  B  genommen 

X«  ^(A«-BO-i(A*-^B<)^^^^^^^     5a'-A»-B« 


3a«— A«— B»— AB 


a«  (A--B)-5t(A»— B») 

und  dieses  ist  die  gesuchte  Entfernung  des  Schwerpunktes  des 

gegebenen  Kugelstückes  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel*   Für 

3a 
die  Halbkugel  ist  A  =  o  und  B  =  a  also  X  s=  tt«  und  für  die 

ganze  Kugel  ist  A  s=s  B  =  a,  also  auch  X  =  o« 

Nicht  weniger  einfach  ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunk- 
tesauch  fßralle  diejenigen  Körper ,  die  wenigstens  in  Beziehung 
auf  eine  einzige  ihrer  drey  senkrechten  Achsen  symmetrisch  sind. 
Denn  ist  dieses  z.  B.  die  Achse  der  z ,  so  kann  man  den  Körper 
durch  unendlich  yiele  Ebenen ,  die  alle  auf  diese  Achse  der  z 
senkrecht  stehen,  in  seine  Elemente  zerlegen,  und  jedes  die- 
ser Elemente  als  einen  Cylinder  betrachten ,  dessen  Hohe  gleich 
dz  ,  und. dessen  Basis  fler  Durchschnitt  W  des  Körpers  mit  einer 
jener  Ebenen  ist,  so  dafs  das  integral /Wdz  zwischen  z  ==  A  und 
z  =  B  genommen ,  das  Volum  des  Körpers  ausdrückt ,  welches 
zwischen  den  zwey  auf  die  Achse  der  z  senkrechten  Ebenen  ent- 
halten ist,  deren  Abstände  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordi- 
naten  A  und  B  sind*  Da  dann  der  Schwerpunkt  dieses  Theiles 
des  Körpei:s  wegen  seiner  yorausgesetzten  um  die  A(5hse  der  z 
symetrischen  Form  in  dieser  Achse  selbst  liegen  mufs ,  so  hat 
man  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  yon  4em  Anfangspunkte 
der  Coordinaten 

_  /Wzdz 

""  /Wdz 

Um  auch  dieses  durch  ein  Beyspiel  zu  erläutern  ,  so  wollen  wir 
den  Schwerpunkt  eines  Ellipsoids  suchen ,  dessen  drey  Achsen 
a  b  c  sind«  Die  Gleichung  der  Oberfläche  dieses  Körpers  zwi- 
sch/en  den  jenen  Achsen  parallelen  Coordinaten  x  y  z  ist  bekanntlich 

^  4.  L'  -U  ^*  -  . 

a«~b»  ~c«~ 

Der  Schnitt  dieses  Ellipsoids  mit  einer  der  xy  parallelen  Ebene, 
deren  Abstand  yon  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gleich  z 
ist ,  hat  zur  Gleichung  ^ 

a'^^b«  c« 

Dieser  Schnitt  ist  also  eine  Ellipse ,  deren  halbe  Achsen 
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h  ■    a.     ,     ^ 

—  Vc« — 2»  onclrVc« — 2»  sind. 


Da  die  Oberfläche  einer  Ellipse  gleich  demProdakte  ihrer  bej- 
den  halben  Achsen  in  die  Zahl  tt  =  3«  i4id9*.«.  ist ,  so  ist  die 
Fläche  dieser  £!llip^e 

,,„       ab  w  ^  ^  ,  ,  , 

W  = (c»— 2«)      und  daher 


C*2« 

2* 

2 

jWziz 

2 

4 

mJ 

fWdz 

C"    2 

2» 

~  3 

oder  wenn  man  diese  Integralien  zwischen  den  Gränaen  s  =s  A 
und  2  crs  B  nimmt 


c» 


—  :*:  (.'^-t-^;  3c«-^»— B«-^AB 


c«(A  — B)— |(A«--B») 

welcner  Ausdruck  also  unabhängig  yon  den  beyden  anderen  Ach- 
sen a  und  b  des  Ellipsoids  ist*  Für  die  Hälfte  des  EUrpsoids  ist 
A  =  o  und  B  s=  c,  also 

also  wie  bey  der  Halbkugel,  deren  Halbmess^r^  c  ist« 

IV.  Um  endlich  auch  2u  sehen,  wie  d.ie  allgemeinen  drey- 
fachen  Integrale  des  §«  lo«  VI  anzuwenden  sind,  für  einen  Kör- 
per Ton  irgend  einer  Gestalt,  so  wollen  wir  zuerst  den  körper- 
lichen Inhalt  R  eines  Kugelstückes  suchen ,  welches  zwischen 
2wey  parallelen  Ebenen  enthalten  ist,  deren  Abstände  von  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  A  und  B  sind« 

Ist  a  der  Halbmesser  der  Kugel »  also  ihre  Gleichung 

a*  s=  X*  +  y'  +  2« 

so  ist  überhaupt 

K  =  /ff  dx  dy  dz 

und  es  ist  willkührlich ,  in  welcher  Ordnung  diese  drey  Integra- 
tionen in  Be2iehung  auf  dx,  dy  und  d2.yorgenommep  werden« 
Nimmt  man  sie  2«  B  in  der  Ordnung  2  xy  Yor,  so  ist 

K=/dy/dx/d2  

und  davon  gibt  das  erste  Integral  /dz  =  z  =  V  ä* — x* — y* 
so  dafs  man  hat 

K  =  /dy  /dx  Va»— X«— y» 


4i 
Es  ißt  aber 


/dx  \/a«— X«— y»  «=  -  /ak—x'^y» 


a 


+  i  (a^— y*)  Are  Sin  Va«— y« 
Nimmt  man  dieses  Integral  von  dem  Mittelpunkte  oder  von  xs:o 
bis  zu  dem  unbestimmten  Punkte  x^=  Va^-— y> ,  so  hat  man 


fax  |/a»— X»— y»   =  -  (a«— y«) 
wo  TS  s=  3  •  lAi'^Q  • « •  und  daher 

■»  ...»!<  .1...  ,. 

R  =/dy  •/dx  \/a«— X«— y»  =;::  1/dy  (a«— y«)  »  ^(a«  y-iy*) 

4  4 

und  wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Gränzen  y  ^  A  und 
y  s=s  B  nimmt,  für  das  gesuchte  Bügefstüch 

K  =  ^[a«(A-B)-iCA^-B3)] 

«  ^ (A-B)  [a^-^  (A»+B*+AB)] 

Für  A  :=^  a  und  B  es  o  gibt  deir  letzte  Ausdruck  den  achten 

flra^ 
Theil  der  Kugel  gleich  -r-  ?  also  die  gapze  Kugel  f  w  a*. 

Um  eben  so  den  körperlichen  Inhalt  K  eines  senkrechtea 
Kegels  mit  krei&förmiger  Sasis  zu  finden,  sey  a  der  Halbmesser 
dier  Basis,  und  b  die  Höhe  der  Spitze  des  Kegels  über  der  Grund- 
fläche desselben  ^  so  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Kegels 

und  daher  das  gesuchte  Volum  .desselben 

b  

K  ss,fäiLfAjfa^  ^fA^fZi  dy  =-/dx/dy  (a—  y/x*+y«) 

Es  is^  aber  ■   ^ 

^  _  v-4-\/xM-y* 

ydy  (a-^  s/s-^-^r)  =  ay-  f  ):\/x'  +/»  -  i  ^'  Log  ^     Cons7 

WO  di^  Constante  der  Integration  auch  eine  Func.tion  von  x  seyn 

kann«  "Vyird  dieses  Inf egeal  ypn  y  =  9  bis  y  =s  \/a'— -x*  genomr 
mcn,  so  hat  man 

■  -  -  ^1      -   -  g^  «L.  \ /a '— x^ 

/dy(a— \/x«+y')=}SV/a''— x"— ^x'Log    :       V^    ^ 

und  daher 

K=3-/dx\/a''~x*-^— /3C»dx.Logy  +  V^?'^''    oder 
«  ^  £a  X 


■MlMMaMi 
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hx     ,_^^  .   a*b  .      _.    X       bx» 


3  ^^  — ^     '      6    .  a         6a       ^  x 

für  den  Theil  des  Yolums  des  Kegels ,   der  zwischen  zwej  aa( 

der  Achse  der  x  senkrechten  Ebenen  enthalten  ist,  deren  die 

eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis ,  und  durch  die  Spitze  des 

Kegels  geht,    und  die  andere  um  die  Gröfse  x  von  di^r  ersten 

entfernt  ist*   Setzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x  =:  ä»  so  er- 

flra'b 
hält  mau  den  vierten  Theil  des  Kegels  ,  also  den  ganzen 

Der  berühmte  Kepler  gab  sich  (Nova  stereometria  do- 
li or  um)  yieleMühe,  den  körperlichen  Inhalt  eines  solchen 
Kegelabschnittes  zu  finden,  ohne  seinen  Zweck  zu  erreichen, 
da  zu  seiner  Zeit  die  höhere  Geometrie  noch  sehr  unroUkom- 
men,  und  die  eigentliche  Analysis  des  Unendlichen  noch  ganz 
unbekannt  war* 

5.  16. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Art,  diese  Integration  auszudrü- 
cken, die  oft  yiel  bequemer  ist  als  die  vorhergehende^ 

Aus  irgend  einem  willkührlichen  Punkte  A  im  Innern  des 
Körpers  denke  man  sich  eine  gerade  Linie  r  an  irgend  einen  an- 
dern willkührlichen  Punkt  M  der  Oberfläche  des  Körpers*  Sey 
3  der  Winkel  der  r  mit  der  Achse  der  z  ,  und  w  der  Winkel  der 
Projection  Ton  r  auf  der  Ebene  der  xy  mit  der  Achse  der  x. 
Man  ziehe  aus/dem  Punkte  A  als  Mittelpuiikt  mit  dem  Halbmes- 
ser r  zwey  unter  einander  senkrechte  Kreisbogen ,  die  sich  in 
dem  Punkte  M  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden ,  und  Ton 
denen  der  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  der  xy  steht ,  während 
der  andere  mit  dieser  Ebene  parallel  ist.  Durch  einen  andern 
Punkt  N  der  Oberfläche  des  Körpers ,  weJcher  dem  Torherge- 
hendcp  Punkte  M  unendlich  nahe  ist ,  ^'ziehe  man  aus  demselben 
Mittelpunkte  A  und  mit  demselben  Halbmesser  r  zwey  andere 
unter  einander  senkrechte  Kreisbogen ,  welche  die  beyden  vor- 
hergehenden Kreisbogen  in  den  Punkten  M^  und  N^  schneiden 
sollen«  Die  Ebenen  dieser  vier  Kreise  begränzen  einen  Theil  des 
Körpers,  der  die  Gestalt  einer  Pyramide  hat,  deren  Scheitel  der 
gemeinschaftliche  Mittelpunkt  A  aller  dieser  Kreise ,  und  deren 
Basis  der  Theil  MN  M^N'der  Oberfläche  des  Körpers  ist,  und 
man  sieht  Reicht,  dafs  man  hat  MM^  =.*  NN^  =  rd  9  und  MN^ 
SS  NM'  s=  r  Sin  Sdw,  so  dafs  also  die  Fläche  der  Basis  der  Py- 
ramide durch  den  Ausdruck  r'  d3r  dw  Sin  S  dargestellt  werden 
kann.  Da  aber,  die  Höhe  dieser  Pyramide  gleich  r  ist ,  so  ist  der 
körperliche  Inhalt  derselben  |  r^  dddw  Sin  d*    ' 

Denkt  man  sich  aber  in  dem  Halbmesser  AM  und  A  N  zwey 
andere  Punkte  m  und  n ,  welche  den  TO|:hergehenden  M  und  N 
unendlich  nahe  und  in  dem  Innern  des  Körpers  liegen,   so  dafs 
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ihre  Entfernungen  von  <Iem  Funkte  A  gleich  Am  =  An  =  r  —  dr 
sind ,  und  zieht  man  dann  aus  demselben  Mittelpunkte  A  wieder 
Tier  Kreisbogen ,  deren  sich  je  zwej  in  m  und  n  unter  rechten 
Winkeln  schneiden ,  so  erhält  man  eine  andere  Pyramide  ,  deren 
Basis  (r< — dr)'  dddwSind,  und  deren  Höhe  r — dr,  deren  kör- 
perlicher Inhalt  also  gleich  -^  (r — dr)^  dddw  Sin  d  Ut. 

•  Die  Differenz  der  bejden  Pjnramiden  ist 

r»— (r— dr)9     ^    ^     ^. 

\ ^•d^dwSinS* 

o 

oder  wenn  man  die  Pif£Q|*eatialiQn  der  vierten  und  höheren  Ord- 
nungen wcgläfst 

dM  =±  r»  Sin  i^.  dr  dS  dw 

und  dieser  Ausdruck  kann  ebensowohl  als  das  Element  des  gan- 
zen Körpers  angesehen  werden',  wie  zuvor  der  unendlich  kleine 
Würfel  dxdj  dz. 

I*  Es  gibt  noch  ein  anderes  allgemeines  Verfahren , 
diese  Verwandlung  der  Coordinaten  vorzunehmen«  Hätte  man 
z.  B,  den  Ausdruck  Udxdj  dz,  wo  ü  eine  Function  von  xjz  ist, 
in  einen  gleichbedeuienden  zu  verwandeln ,  der  von  den  neuei| 
Coordinaten  r  w  ^  abhängt ,  so  wird  man  annehmen 

dx  =  «  dS -|- ß  dw  4- 7  dr  1 

dz  =  a"d  §  -f.ß"dw  +  ^"«'r  J 

wo  Ä  «'  •  •  Functionen  von  r  w  S  sind. 

Da  nun  der  Ausdruck //yüdx  dy  dz  dreymahl  integrirt  werr 
den  soll ',  das  erstemahl  z«  B.  in  Beziehung  auf  x ,  das  heifst  in 
Beziehung  auf  y  =s  z  =s  Const.  oder  auf  dy  tss  dz  ss  o ,  so  fin- 
det man  den  entsprechenden  Werth  yon  dif:  durch  folgende  Axey 
Gleichungen 

dx  s  a  dS  +  ß  dw  -f-  <y  dr 

o    es  a'dS  +  ß<dw  +  7<dr 

p    =  a"dS  4-  ß'^^w  +  «y"dr 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Gletichungeu  die  Gröfse  dw 
und  dr,  und  setzt  man  der  Kurze  wegen 

•T  =s  «  (ß'7"— ß/'«yO  +  ß  (a''<y'— «'<y<0  +  7  (<«'ß^'— «''  ßO 
so  ist 

_         T.d^ 

ß/  ly//— ß//  «y/ 

und  dieser  Werth  von  dx  bringt  das  Produkt  dx  dy  dz  auf  die 
drey  variblen  Gröfsen  S ,  y  und  z.  Um  weiter  eben  so  dy  zu 
finden ,  wird  man  d3  ==  dz  =  o  setzen ,  wodurch  die  zwey  letz- 
ten die  Gleichungen  (I)  werden» 


Vi 

dy  SB  ß/  d  w  +  ^'  dr  und.  p  xs  ß^'  dw  +  7'<  4r , 
vprau«  man  durch  Elimination  Ton  dr  erhält 

dy  r:^  (ß' cy//-.ß// yO -7 

T.dSdw 
so  dafs  man  hat  dr  dy  =  ■  ■  ■■}   wodurch  also  da»  Produkt 

dx  dy  dz  auf  die  drey  veränderlichen  Gröfsen  S*  w  und  z  gebracht 
wird*  Um  endlich. noch  dz  zu  finden,  wird  man  d^  =  dw  s  o 
setzen,  wodurch  die  letzte  der  Gleichungen  (I)  gibt  dz  =  <y''dr, 
so  dafs  man  hat  dx  dy  dz  =a  T;d;»  dw  dr  oder 

///üdx  dyd?5  ==///UT,dj»4wdr, 

in  welchem  letzten  Ausdrucke  die  Gröfse  U  ebenfalls  als  eine 
Funktion  von  r,  v^  Sf  zu  belrachteb  ist. 

Behält  man ,  um  die  Anwendung  des  Vorhergehenden  zu 
zeigen,  die  obige  Bezeichnung  der  Gröfsen  rwi^  bey^  so  ist 

5C  ==  r  Sin  3  Cos  w    y  ==  r  Sin  S  Sin  w     z  ==  r  Cos  S. 

Difierenttirt  man  diese  drey  Gleichungen  nach  a)lei|  in  ihi^ea  ent- 
haltenen Gröfsen  ,  so  erhält  man 

a  =  r  Cos  S  Cos  w  ß  =^ — r  Sin  S  Sin  w  ^  =  Sin  3  Cos  w 
«'  =  r  Cos  5^  Sin  w  ^'  =^  r  Sin  S  Cos  w  t^f  =  Sin  S  Sin  w 
a'/=— rSinS  .  |3'^'=     o  cy//=x  CosS 

also  ist  T  =:  r^  Sin  d.  Setzt  man  dah^r  U  =  ,i,  so  ist  das  Ele- 
ment des  Volums  des  Körpers 

^K  =  dx  dy  dz  =  T .  dr  dw  dS  =p  r»  dr  dw  dS  Sin  5  wie  zuvor. 

Hätte  man  aber  die  Winkel  3  und  w  so  angenommen ,  dafs  man  hat 

.     3f  =  r  Cos  3      y  =5  r'Sin  5  Cos  w       z  =  r  Sin  3  Sin  w 

so  würde  man  ebenfalls  finden  T  =  r'  Sin  d  also  auch 

dK  =  r*  dr  dw  d3  Sin  S  wie  zuvor. 

II."  Verwickelter  wird  der  Ausdruck  in  r,  w,  dfür  das  Ele- 
ment der  Oberfläche  der  Körper,  das  bekanntlich  in  rechtwinh- 
lichten  Coordinaten  :i;  y  z  gleich 


^s  =  d.a,.y.  +  (S)'  +  (| 


j     ist. 

y 


Man  kann  aber  die  drey  Gröfsen  x  y  z ,  wenn  man  die  Glei- 
chung für  die  gegebene  Fläche  zu  Hülfe  nimmt ,  immer  auf  zwey 
andere  Gröfsen  p  und  q  zurückführen ,  so  dafs  man  hat 

dx  =:  a  dp  -f-  ß  dq 
dy  =  a^p  +  ß'  dq 
dz  =  a'Mp  +  ß'/dq 
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Eliminin  man  aus  diesen  dtcj  Glefichungeu  die  zwey  GfrÖfsen 
dp ,  dq ,  so  erhält  man 

t>ie  Gleichntfig  einer  Ebe^e ,  in  welcher  bekanntlich  immei^  die 
Coefficienten  von  dx,  dy,  ät  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche 
diese  Ebene  in  derselben  Ordnung  mit  den  coordinirten  Ebenen 
der  jz^  xz  und  xj  bildet.  Daraus  folgt,  dafs  jedes  Element  dS 
der  gegebenen  Fläche  zu  seinen  Projectionen  in  den  coordinirtea 
Ebenen  der  jz ,  xz  und  xy  in  derselben  Ordnung  die  Ausdrücke 
habe 

(a/  ß//_a'' ^0  dp  dq ,     («//ß  —  a  ß'O  ^P  ^q  t     («  ß'— «' ß)  dp  c(q , 

und  da  bekanntlich  das  Quadrat  jeder  ebemsu  Figur  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Projectipnen  auf  dr^y  unter  einan!- 
der  senkrechten  Ebenen  ist,  so  hat  man  für  das  Elemeiit  der 
Fläche  des  gcfgebetaen  Körpers 

dS  =  dp  äq.(/[(«'ß''— a^'ßO' +(*"  13-^« ß'0*+C«ß'— «'/ä)'] 
Nähere  Anwendurigenn  dieser  Ausdi'ücke  werdcto  wir  weiter  un- 
ten kennen  lernen. 

IIU  Wendet  man  das  Yorhergehende  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  X  Y  Z  des  Schwerpunktes  an,  so  hat  man, 
wenn  (  die  vei'änderliche  Dichte  des  Körpers  bezeichnet ,  tfach 

^~        K~'     ^~        K       \,^         K      ' 
wo  K  =zfff^T*  Sin  3  dr  dsdw 

und  da  man  nach  der  obeA  angenommenen  Bezeichnung  der  Gröf- 
sen  S  und  w  hat 

X  =  r  Sin  3  Cos  w ,  y  =  r  Sin  S  Sin  w  und  z  =  r  Cos  5 

so  erhält  man  für  die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

fff^v^.  Sin*  3  Cos  w. dr  dS  dw 


X  = 


Y  = 


Z  = 


Jff^v\  Sin^dr  dddw 
Jffqv^.  Sin*  3  Sin  w  dr  d3  dw 

yyy?r«,Sin3.dr  d3r  dw 
ffffv^  Sin  5  Cos  S  dr  d3  dw 


JfSi^""  Sin  i^dr  d3  dw 

Alle  diese  Integralien  werden  yon  w  ^  o  bis  w  =s  36o'  dann 
Ton  3  =  o  bis  3  =s  i  8o  und  endlich  yon  r  =  o  bis  zu  dem  Werthe 
yon  r  genommen,  der  zu  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche 
des  Körpers  gehört« 

Suchen  wir  zum  Bejspiel  den  Schwerpunkt  eines  Kugelaus- 
schnittes,  zu  welehem  der  Halbmesser  a  und  der  Winkel  2«  der 
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bejden.äufsersten  Halbmesser  gehört.  Der  körperliche  Inhalt 
dieses  Kugelausschnittes  ist 

K  =^f  r^  Sin  S, dr  d5  dw* 

Wenn  2n  die  ganze  Peripherie  eines  Kreises  i  dessen  Halbmes- 
ser die  Einheit  ist,  bezeichnet,  so  ist  das  erste  Integral  Ton  K 
in  Beziehung  auf  ^w  Ton  w  =  o  bis  w  =  27c  genommen , 

und  daron  ist  das  Integral  in  Beziehung  auf  ^ 

K  =  —  2n  Cos^^/^T^  dr 

also  auch  dieses  Integral  von  S=  o  bis  S  =  a  gepommen 

K  s=  27r  (1 — Oos  «)/^r«  dr 

und  eben  so  findet  man,  dafs  die  beyden  Integrale  yX/'^r'. 
Sin«  Sf  Cos  w*.dr  d»  dw  unä/ffgr^»  Sin»  S  Sin  w.  dr  dddw  zwi- 
schen denselben  Gränzen  genommen,  gleich  Null  sind«  !Endlichist 

fff^r^.  Sin  ;&  Cos  3 .  dr  d;^  dw  =^»Sin«  «•/fr»  dr. 

Wir  haben  daher  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

^  Sin'a/^r^dr  i+Cosa  y*^r^^ 

X  =  Y  c=  o  und  Z  =  —7 — -rr-  = .  ,  , 

2(i-^Cosa)/f  r«dr  2  y'^r»dr 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Dichte  der  Kug.el  von  dem  lAittelpunhte 
wie  die  n^  Potenz  der  Entfernung  wachst ,  so  ist  g  =  r^,  also 
der  körperliche  Inhalt  des  Segmentes 

K  =  -V^.a       Sin«- 

1  «        n+3        ^        et 

ündZ  =  -7—.a  Cös»- 

n-j-4  2 

Ist  die  Dichte  der  Kugel  in  allen  ihren  Theilen  dieselbe ,  so  ist 

in  s  o  oder 

A*r  et  3a  u 

K=  ~.a3  Sin»-  und  Z  =  ^  Cos« - 

3  2  42- 

Für  die  halbe  Kugel  ist  a  =  90  also 


K  =  — - .  a^  und  Z  c=  —  ,  i?ie  zuyor* 
o  o 


hl 


ZWEYTES  KAPITEL. 


YoÄ    der   Bewegung   überhaupt. 


w, 


^.  1. 


enn  ein  Börper  ruht,  oder  im  Gleichgewichte  isft,  80  Kann 
er- sich  selbst  heine  Bewegung  geben,  weil  er  in  sich  selbst  kei- 
nen Grund  enthalten  kann,  diese  Ruhe  aufzugeben.  Wird  er  aber 
Ton  irgend  einer  Ursache  aufserdec^  Körper  in  Bewegung  gesetzt, 
.  und  dann  sich  selbst  überlassen ,  so  wird  er  sich  immer  auf  die- 
,  selbe  Art  und  in  derselben  Richtung  fortbewegen,  weil  kein  wei- 
terer Grund  daist,  der  die  Richtung  seiner  Bewegung,  oder  diese 
Bewegung  selbst  ändern  kann.  Diese  Eigenschaft  aller  Körper 
in  de;ai  einmal  angenommenen  Zustande  zu  yerharren  heifst  man 
Trägheit« 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  unter  einander  sehr  ver-* 
schieden  seyn.  Die  einfachste  unter  allen  aber  ist  offenbar  die  , 
in  welcher  sich  die  Ton  dem  Körper  zurückgelegten  Bäume  wie 
die  Zeiten  verhalten ,  in  welchen  diese  Bäume  zurückgelegt  wer-^ 
den.  Man  nennt  dies:e  Bewegungen  gleichförmige. 

Die  gleichförmigen  Bewegungen  sind  daher  uiüter  einander 
blofs  durch  die  gröfseren  und  kleineren  Bäume  yerschieden, 
welche  in  derselben  Zeit  zurückgelegt  werden.  Aus  diesem  Un- 
terschiede ist  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  entstanden  ,* 
der  bcj  der  gleichförmigen  Bewegung  das  Verhältnifs  des  Bau- 
mes zu  der  Zeit  ist ,  in  welcher  dieser  Baum  beschrieben  wird. 
Ist  also  8  der  Baum,  t  die  Zeit,  in  welcher  jeuer  Baum  beschrieb 
ben  wird  ,  vnd  r  ^e  Geschwindigkeit,  so  ist 

8 

~  r 

Alle  andern  nieht  gleiehförmigen  Bewegungen  wetdeni  also  eine 
veränderliche  Geschwindigkeit  haben.  Da  uns  aber  die  innere 
Ursache  aller  Bewegung  unbekannt  ist ,  so  können  wir  nicht  wis- 
sen ,  ob  bey  der  ungleichförmigen  Bewegung  die  Veränderung 
der  Geschwindigkeit  ohne  Aufhören  statt  hat,  d.  h.  ob  sie  stätig 
.  fortgeht,  oder  ob  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Ge- 
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schwindigkeit  durch  Zeiten  von  nnbemerkborer  Dauer  ron  ein- 
ander getrennt  sind.  Es  ist  aber  klar,  dafs  unter  bejden. Voraus- 
setzungen die  Erscheinungen  für  uns  dieselben  sejn  werden ,  so 
v^ie  eine  krumme  Linie  für  uns  dieselbe  bleibt,  sie  mag  durch  die 
stetige  Bewegung  eines  Punktes  oder  aus  einen  Poljgon  von  un* 
endlich  kleinen  Seiten  entstanden  ^eyn.  Wir  werden  annehmen, 
dafs  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Geschwindigkeit 
durch  unmerkliche  Zeiten  yon  einander  getrennt  sind,  woraus 
dann  folgt,  dafs  man  jede  Bewegung  Mrährend  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  als  gleichförmig  ansehen  kann.  Ist  daher  dt  das  Ele- 
ment der  Zeit,  in  welcher  ds  ,das  Element  des  Raumes  Kurück- 
gelegt  wird ,  so  ist  für  jede  Bewegung 

ds 


•  •  •  • 


Ist  also  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  im  Anfange  eines 

ds 
Atfgeiiblickes  V  =  -     ,    so  wird  sie  iAi  Anfange  des  folgenden 

-     .  uS  •      GS 

Augenblickes  v^  =  v  +  dv  oder  v'  =  ^ — |-  d*  -^  seyn,  wo  dt 

das  constante  Element  der  Zeit  bezeichuet. 

ds 
Der  erste  Theil  -tp   dieser  neuen   Geschwindigkeit   ist   eine 
•  dt 

'  .•■•<••■  ds 

Folge  der  Trägheit  des  Körpers :    der  zweyte  aber  d ,  -3-  kann 

eben  wegen  dieser  Trägheit  seine  Ursache  nicht  in  dem  Körper 
selbst  haben*  Wir  müssen  daher  die  Ursache  dieser  Aenderuog 
der  Geschwindigkeit,  welche  Ursache  >vir  mit  demNahmeq  Kraft 
bezeichnen  wollen ,  irgendwo  aüfser  dem  bewegten  Körper  an- 
nehmen. Da  uns(  aber  die  innere  Natur  dieser  Kraft ,  und  im*e  Art 
^u  wirken  gänzlich  unbekenni  ist,  so  sind  Avir  gezwungen  ,  ihre 
Wirkungen,  welche  wir  allein  kennen )'  füj^  sie  selbst  zu  substi- 
tuiren. 

£s  i^t  auch  in  der  Thät  am  einfabhstön ,  für  das  Maafs  die- 
s^tKfäftdie  Geschwindigkeit  anzunehmen,  welche  Tön  dieser 
Kraft  in  einer  bestimmten  Zeit  heryorgebracht  iVird ,  A.  h.  die 
Kraft  der  yon  ihr  erzeugten  Geschwindigkeit  pröpp'rzionirt  anzu« 
nehmen ,  und  wir  werden  in  der  Folge  sehen ,  dafs  diese  Annah* 
me  der  Natur  und  den  Erfahrungen  yoUkommen  gemafs  ist* 

Diese  Annahme  des. Verhältnisses  der  Kraft  zu  der  von  ihr 
hervorgebrachten  Geschwindigkeit ,  und  die  der  Trägheit ,  sind 
daher  als  zwey  ursprüngliche  Naturgesetze  zu  betrachten,  die 
uns.  dui*ch  die  Beobachtungen  gegeben  werden :  sie  sind  die  ein- 
fachsten, die  m^n  yoraussetzen  kai^n,  und  zugleich  die  einzigen, 
"Welche  die.Hechlmik  yon  der  Erfahrung  entlehnt« 


Nach  dem  Vorhergehenden  wird  also  die  augenblickliche  Wir- 

ds 
hung  einer  Kraft  gleich  d.  ^  sejn.   Es  ist  aber  klar,   daf»  man 

die  augenblickliche  Wirkung  einer  Kraft  desto  beträchtlicher  an- 
nehmen mufs,  je  gröfser  erstens  die  Intensität  dieser  Kraft,  und 
je  grofser  ferner  die  Zeit  ist,  während  welcher  sie  wirkt.  Daher 
•  Tcrhält  sich  die  augenblickliche  Wirkung  einer  Kraft  wie  ihre 
Intensität  multiplicirt  in  das  Element  der  Zeit,  während  welcher 
sie  wirkt.  Heifst  also  p  die  Intensität  einer  Kraft  und  dt  das  Ele- 
ment der  Zeit,  während  welcher  sie  wirkt,  so  wird  die  Wirkung 
(^eser  Kraft  während  dieser  Zeit  gleich  p.  dt  seyn.  Dieselbe  Wir- 
kung ist  aber  auch  nach  dem  Vorhergehenden  d .  --p  =  -— -,  wenn 

.  man  die  Aenderungen  der  Zeiten  als  constant,  oder  die  Zeit 
selbst  als  gleichförmig  fortgehend  betrachtet ,  also  ist  die  Kraft 
selbst 

d»8 

P  =  dT^ W 

oder  auch  dv 

P  =  Tt 

Aus  den  beyden  Gleichungen  (I),  (II)  folgt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit das  erste ,  und  die  Kraft  das  zwejte  Differential  des  Rau- 
mes in  Beziehung  auf  die  Zeit  ist.  Da  sonach  die  Kräfte  sich  wie 
die  Geschwindigkeiten  verhalten,  so  gilt  von  der  Zusammenset- 
2ung  und  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  dasselbe,  was  wir  oben 
Cap.  1  ^.  3.  von  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte 
gesagt  haben. 

Auf  einen  körperlichen  Punkt  wirke  eine  Anzahl  von  gege- 
benen Kräften  nach  gegebenien  Richtungen.  Man  suche  seine  Be- 
wegung. 

Alle  diese  Kräfte  lassen  sich  nach  Cap.  I  auf  drej^  andere 
X  T  Z  bringen ,  die  in  derselben  Ordnung  den  rechtwinklichten 
Coordinaten  \  y  z  des  Punktes  parallel  sind.^ 

Am  Ende  irgend  einer  Zeit  t  wird  also  nach  dem  Vorherge- 
henden der  Körper  nach  den  Richtungen  der  drej  Coordinaten 
die  Geschwindigkeiten 

dx       dy       dz 

dt'     dt  '      dt 

haben,  und  wenn  man  am  Ende  dieser  Zeit  den  Körper  sieh  selbst 
überliefse ,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeiten  nach  dem  Ge- 
setze der  Trägheit  unverändert  bejbehalten.  Da  aber  am  Ende 
der  Zeit  t  die  Kräfte  X  Y  Z  wieder  auf  den  Körper,  wirken ,  so 
wird  der  Körper  in  dem  nächstfolgenden  Augenblicke  dt  die  Ge- 
schwindigkeiten haben 

IIL  D 


'*\ 


5<i     Ix 


clx 


dy 


Tz 


— +  xdt,  ±  +  Ytit,  :j-+ztit 


dt 


dt 


dt 


oder  mit  andern  Worten ,    er  wird  die  Geschwindigkeiten  haben 


dx 


dx 


dx 


-= — I-  d ,  -r-  —  d .  -r — (-  Xdt  nach  x 
dt  dt  dt  ^ 


dy 
dt 


dy 


dy 


+  i*~j tl.  y   +  Ydt  nach  7 


dt 


dt 


dz  -.    äz  ,    ^z         __  , 

-= — l-d.-r d.-r; — 1-  Zdt  nach  z 

dt    '  dt  dt  ^ 

Allein  in  diesem  neuen  Augenblicke  sind  offenbar  auch  die  mit  den 
drej  Coordinaten  parallelen  Geschwindigkeiten 

dx  dx 

dt    '  dt 

"di  +  ^-di 

dz         ,    dz 

dt  ^         dt 

woraus  dah<?r  folgt .    dafs  die  Geschwindigkeiten  oder  die  Kräfte 

—  d.-^  +  Xdt 

dt    ' 

_d.|  +  Ydt 

—  d.-r  +  Zdt 

dt 

in  diesem  neuen  Augenblicke  sich  aufheben,  und  dafs  ,  wenn 
blofs  diese  letzten  drey  Kräfte  auf  den  Körper  wirkten ,  er  ver- 
möge dieser  Kräfte  im  Gleichgewichte  seyn  würde* 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  (l  Cap.  §•  5.  9.) 
wird  also  zugleich  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  scjn, 
wenn  man  nur  in  jener  den  Kräften  X  Y  Z  noch  die  in  entgegen* 
gesetzten  Richtungen  wirkenden  Kräfte 


d«x 
dF' 


d«y 
d? 


d«z 

—     hinzufügt* 


L  Sind  daher,  wie  dort,  L  =  o ,  L'  =  o,  L"  =  o  .  *  ♦ «  die 
Gleichungen,  durch  welche  gegebene  Nebenbedingungen  der 
Aufgabe  ausgedrückt  werden,  uiid  ^,  X',  X''  unbestimmte  Gröfsen,' 
so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  (Cap.  I  §•  6*  Gl.  \y 


5i 


dt«  "^   dt«      "^  ^  dt« 

+  P3;p  +  QÄi  +  ,..  +  ÄdL+vdL/+...(lll) 

oder  wenn  alle  Kräfte  P,  Q....  auf  drey  andere  X  Y  Z  gebracht 
werden ,  welche  nach  den  Achsen  der  x  y  z  gerichtet  sind , 

+  ;idL  +  x'dL/  +  ,  .  .  (III  ) 

und  man  wird  diese  Gleichung  eben  so,  wie  oben  die  desdeich- 
gewichtes  behandeln.  Soll  z.  B.  der  Körper  sich  auf  einer  Fläche 
bewegen ,  deren  Gleichung 

dL  =  Pdx+  Qdj  +  Rdz  =  o 
ist,    wo  also  P,  Q,  R  nicht  mehr  die  vorhergehende  Bedeutung 
haben ,  so  erhält  man  für  die  Bewegung  dieses  Körpers  die  Glei- 
chungen 


d*x 

o=^_X-;tP 

d«y 
d»z 

-  z  —  ;iR 


y.:..  (IV) 


dt« 
und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  wird  seyn 

-  Vgt)- + (^r + (S^r  -  -  V-- -H  ■^- + - 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers  ganz  frey,    so  wird  man  in  den 
letzten  drey  Gleichungen  die  GrÖl'se  Ä  gleich  Null  setzen« 

II.  Sucht  man  die  Bewegung  mehrerer  körperlichen  Punkte 
oder  Massenelemeiite ,  m  ,  m',  m" . .  •  auf  deren  ersten  die  Kräfte 
mX,  mY,  mZ  parallel  mit  den  Coordinaten  x  y  z  dieses  Punk- 
tes j  auf  den  zweyten  die  Kräfte  m'X',  m'Y',  m'Z'  parallel  mit 
den  analogen  Coordinaten  x'  y'  z'  dieses  zweyten  Punktes  wir- 
ken u.  s.  w.  so  hat  man  nach  Cap.  I  ^.  cj* 


+  (dF--X')-'^-'+(dF--^0'''^''"^(^ 

+  AdL  -j- VdL/+ (V) 

III.  Sucht  man  endlich  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Körpers  von  irgend  einer  Gestalt ,    so  ¥rird  man  ebenfalls  in  den 

Da 
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sechs  leteten  GIeich«iDgen  des  §,  9.  Cajgt«  I  statt  den  Gröfsen  X,  T,  Z 
die  folgenden 

df    "■       ♦    dt«   "~  *'    dt» 

setzen,  -wodurch  man,  wenn  dm  das  Element  der  Masse  de»  Kör- 
pers bezeichnet  1  folgende  sechs  Gleichungen  erhält 

Sdm. 


S  Jm« 


dt« 
d«7  


=  S.Xdm 


dt« 


5=  S  •  T  dm 


I 


d"z 

S  dm .  TT-  =  S  *  Z  dm 

dt« 


(xd'r — yd'xN   - 


S  (Tx—Xy)  dm 


c 


zd^x — xd*z 


dt 
jd*z^ — zä'^y 


^  dm  =  S  (Xz—Zis.)  dm   > 


xjd'z— zd'jN    . 


S  (Zy— Yz)  dm 


Die  drey  ersten  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen  die  Beif^e- 
gung  des  Schwerpunktes  des  Körpers ,  und  die  drey  letzten  be- 
stimmen die  Rotation  des  Körpers  um  seinen  Schii(^erpünkt ,  ytö 
X  y  z  die  Coordinaten  jedes  Elementes  des  Körpers  in  Beziehung 
auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  sind.  Wird  der  Körpei 
Ton  einem  üxen  Punkt  zurück  gehalten ,  so  kann  seine  Bewegung 
nur  in  einer  Drehung  um  diesen  fixen  Punkt  bestehen,  und  dann 
wird  seine  Bewegung  blofs  durch  die  drey  letzten  dieser  Glei- 
chungen bestimmt ,  vorausgesetzt,  dafs  man  diesen  fixen  Punkt 
zum  Anfang  der  Coordinaten  x  y  z  macht« 

S.  3- 

Für  uns  ist  yorzüglich  der  Fall  der  Natur  interessant ,  näcK 
"welchem  sich  bekanntlich  alle  himmlischen  Körper  im  geraden 
Yerhältnisse  ihrer  Massen  und  iin  verkehrten  des  Quadrates  ihrer 
Entfernungen  von  einander  anziehen« 

Es  seyen  x  y  z  die  rechtwinklichteh  Coordinaten  einei  diesei* 
Körper;  x'  y'  z'  die  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  des  zwey- 
ten ,  die  denselben  Anfangspunkt  haben  u«  s.  w .  Auf  den  ersten 
Körper  sollen  parallel  mit  den  Achsen  der  x  y  z  die  Kräfte  X  T  Z, 
auf  den  zweyten  die  Kräfte  X'  T'  Z'  wirken  u*  s.  w.  Ist  aufser 
der  Wirkung  dieser  Kräfte  die  Bewegung  dieser  Körper  frey, 
und  nimmt  man  an  ,  dafs  die  Kräfte  X,  X^«««.  die  Entfernutigen 
X,  x^ .  •  •  SU  vermindern  streben,  so  werden  wir  in  der  Gleichung  (Y) 


iliese Kräfte  X, X^,*.  negativ  annelimen,  und  da  dann  dieGröfsen 
^,  jy,  Sz,  ^x'. •••  unabhängig  ^ind,  so  wird  man  vermöge  die- 
ser Gleichung  haben 

^        dt'     *  dt»     *^      '  dt»     ' 

d«x'  d'^y'  d«z' 

**         ät?   ^       *  dt»     ~  *  »  dt«    ^ 

U«  8.  f« 

Ist  n  die  Anzahl  dieser  Körper ,  so  ist  3n  die  Anzahl  dieser  Glei- 
chungen ,  und  ihre  z^eyten  Integralien  werden  ()n  Constanten, 
enthalten ,  durch  welche  die  Eiem€;nte  der  n  Bi^hnen  dieser  Kör- 
per bestimmt  werden.  Diese  3n  Integralgleichungen  werden  auch 
die  WjBrthe  der  3n  Gröfsen  x  y  z  x'«  ••  in  Functionen  von  t  ge« 
ben ,  wodurch  also  der  Ort  eines  jeden  dieser  Körper  für  jede 
gegebene  Zeit  bestimmt  wird«  • 

L  Diefs  vorausgesetzt  wollen  wir  annehmen ,  dafs  im  An- 
fange der  Göordinaten  ein  Körper  sej ,  dessen  Masse  M  ist.  Die 
Entfernung  dieses  Central -Körpers  von  dem  ersten  der  oben 
betrachteten  Körper ,  dessen  Coordinat^n  x  y  z  sind , 

i^t  r  =  V^x'  +  y'-i-  52»  und  daher  die  Kraft,    mit  welcher  der 

M 

Central -Körper  auf  jene  wirkt,   gleich  -^.    Zerlegt  man  diese 

Kraft  parallel  mit  den  drey  Coordinaten  x  y  z,  so  erhält  man  für 
diese  Seitenkräfte 

Mx  My  Mz 

r»    r  r'    r  '  r»    r 

Ist  daher  nur  dieser  eine  jener  Körper  da ,  so  werden  die  vorherge- 
henden 3n  Gleichungen  in  folgende  drey  übergehen 

_  d*x       Mx  _  d«y       My  _<1'Z|^« 

^""dtT  +  ^»     ^"^dF  +  I^'     ^""dt^"*"^ 

und  diese  drey  Gleichungen  werden  die  Bewegung  des  ersten 
Körpers  bestimmen. 

IL  Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  blofs  die  zwey  ersten  dieser 
Körper,  ohne  dem  Central -Körper,  dasind,  und  suchen  wir 
ebenfalls  ihre  Bewegung.  Diese  heyden  Körper  sind  also  blofs 
ihren  gegenseitigen  Anziehungen  unterworfen.  Es  sey  m  die 
Masse  des  ersten  und  m'  die  des  zweyten  Körpers.   Die  Distanz 

beyder  ist  f  =  ^^(x'-^xj  *-t-(y'~y)  *+(z  — z) »    und    daher    die 

m' 
Wirkung  von  m^  auf  m  gleich  -j-,  woraus  die  Seltenkräfte  nach 

X  y  z  entstehen 


I 
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m^  (x^—x)       m'(y'— y)       m^  (z^ — z) 

also  die  ersten  jener  drey  Gleichungen 

d»x      m'(x' — x>         .    d«y      m'(y' — y)  d*z     m'Cz'— z) 

und  eben  so  die  drey  folgenden 

d»x       m(x^ — x)  d>y'       m(y' — y)  d'z'       m(z^ — z) 

^""d?"  p       '  ^""dt^  ^3       '  ^""dt»  ^5 

und  die  Bestimmung  der  Bewegung  dieser  beyden  Körper  wird 
von  der  doppelten  Integration  der  letzten  sechs  Gleichungen  ab« 
hängen« 

IIT.  Wären  blofs  die  drey  ersten  Körper  da ,  deren  Massen 
m  m'  m^'  seyn  sollen ,  so  sey 

f2    =(x/_x)-+(y/— y)«+(z/— z)» 

^/«    =  (x//— X)«  +   (y''_y)»   +  (z//—  Z)» 

und  die  Bewegung  dieser  drey  Körper,  die  blofs  ihren  gegen- 
seitigen Anziehungen  unterworfen  sind ,  wird  durch  die  folgen- 
den  neun  Gleichungen  gegeben  seyn« 

d«x     ,     m^  '    -,       .     .     m'^  , 
d^y         m^  m'' 

^  =  51^  +  ^3  Cy'-y)  +  ^  (y"-y). 

d*z        -m'  ,  m'^ 

"^  ==   dF  +  ^  (^'-^)  +   ^   <^^''-^) 

o  =   -^ _    (x/— x)  -^    -_  (x'Z— xO , 

d"y'         m  ,  ^       .     ,     m" 
dt«  ^»   ^-^      ^^  ~  ^//3^y       J'  ^' 

d'z^         m  ,  ,       V     .    m" 

dt»  ^3  ^  ^   ^   ^//3    ^^  ^/ 

o  =  — 1—  — fv'' — ^v;  —  — '  iv" — v^', 

o  = —  —  iz'* — z)  — fz'' — zO 

dt«  ^''    .  /»/y3  "^  ^ 

unJ  *o  fort  für  mehrere  Körper,  Allein  die  doppelte  Integration 
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dieser  sehr  zusammengesetzten  Gleichungen  biethet  Schwierig- 
keiten dar ,  welche  für  den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  An^« 
lysis  unübersteiglich  sind  ,  und  es  vielleicht  imm^r  seyn  wenden, 

IV.  XJm  hier  schon  die  Hindernisse  einiger  Mafsen  schätzen 
zu  lernen,  welche  sich  der  Integration  solcher  Gleichungen  ent- 
gegensetzen ,  wollen  wir  den  einfachsten  Fall  von  drey  Körpern 
annehmen,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  sich  gegen- 
seitig anziehen.  Ist  m  die  Masse  des  ersten  Körpers ,  und  x  seine 
Entfernung  von  einem  gegebenen  festen  Punkt  jener  geraden 
Linie,  und  bezeichnet  man  für  den  zweyten  Körper  dieselben 
Gröfsen  durch  m'  x'  und  für  den  dritten  durch  m"  x'^ ,  wo  ich 
x'  >  X  und  x"  >•  x'  annehme ,  so  ist  (x'  —  x)  die  Entfernung 
des  ersten  Körpers  vom  zweyten ,  und  (x"  —  x)  des  ersten  vom 

dritten  ,  also  die  Wirkung  des  zweyten  auf  den  ersten  ■ , 

und  die.  des  dritten  auf  den  ersten  ■■■   ■  und  eben  so  für  die 

(x" — x)' 

übrigen.  Wir  haben  dabei?  für  die  gesuchten  Gleichungen  der  Be- 
w  eguhg  dieser  drey  I^örper  folgende  drey  einfache  Gleichungen : 

__  m'  m'' 


d«x 

dt» 

A'xf 

dt» 

d«x'/ 

(x'--xj«         (x/'— x)* 


m  m^' 


(x'— x)»  (x"— X') 

^  XM.  j^'    y^         m  ,  m' 

^   =    TTz—  +  r-. TT  +  •• 


dt*  (x''— x)"»  (x^'— X')" 

Von  diesen  drey  Gleichungen  aber  kann  offenbar  köine  für  sich 
allein  integrirt  werden,  sondern  man  muls  sie  zuerst  unter  ein- 
ander combiniren,  um  sie  integrabel  zu  machen.  Multiplicirt  man 
die  erste  durch  m,  die  zweyte  durch  m'  und  die  dritte  durch  m", 
so  gibt  die  Summe  dieser  Producte 

mdöx  +  m'd*x^  +  m^'d^x" 

L- JL =  o  , 

dt= 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

m  dx  -|-  m' dx'  -|-  m^' dx^'  =  C.dt  und  davon  ist  das  Integral 

mx  4-m'x'  +m<'x''  =  C.t  +  CJ'  wo  C  und  C  con- 
stante  Gröfsen  bezeichnen.  Diefs  ist  eines  der  gesuchten  voll- 
ständigen Integrale. 

Multiplicirt  man  die  erste  derselben  durch  mdx,  die  zweyte 
durch  m'  dx'  und  die  dritte  durch  m'/  dx",    so  gibt  ihre  Summe 

mdxd^x +  mMx'd«x'  +  m^'dx"d*x" 

^11— ——■^.——    .  II  I  PI— ^i»^— ^—M ^i^— — ^■M— — — — 

,  dt»  ^ 

m  m^  (dx — dx')         mm'  (dx — dx")         m^m"(dx'— dx"> 
~         (x— X')«  "^  (x— x")»  "*■  (x'— X")« 
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woTOD  das  Integral  ist 

nidx*  +  m'dx'«-f-ni''dx/'*   mm'     ,     mm''     i    «i'm''     •     (;// 

2  dt«  X' — X  X'' — X         x" — X 

wo  C''  "wieder  eine  eonstante  Gröfse  ist«  Diese  Gleiqhung  ist  die 
zwey te  der  gesuclften  Integralien  ,  aber  nur  der  ersten  Ordnung, 
Es  scheint  sehr  schwer  zu  seyn,  noch  eine  dritte  Integralglei- 
chung,  selbst  nur  wieder  der  ersten  Ordnung ,  wie  die  letzte  zu 
finden.  Aber  selbst  wenn  sie  gefunden  wäre ,  würde  doch  die 
Tollständige  Auflösung  dieser  Aufgabe,  oder  die  Aufsuchung 
dreyer  yolls ländiger  zweyten  Integrale  der  drey  gegebenen  Glei- 
chungen noch  sehr  grofse  Schwierigkeiten  darbiethen, 

5. 4. 

Da  wir  aber  bey  den  himmlischen  Koi^pern ,  welche  hier  den 
TOrzüglichsten  Gegenstand  unserer  Untersuchungen  ausmachen , 
nicht  ihre  absoluten ,  sondern  nur  ihre  relativen  Bewegungen, 
der  Planeten  um  die  Sonne  und  der  Satelliten  um  ihre  Haupt- 
planeten,  beobachten  können,  so  müssen  wir  die  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  suchen,  die  sich  um  einen 
derselben,  als  uni  einen  Central -Körper  bewegen, 

Sey  alsoM  die  Masse  des  Central -Körpers,  und  m  m'm"... 
die  Massen  der  anderen  Körper,  deren  relative  Bewegung  um  M 
man  sucht.  Sey^n  ferner  X  Y  Z  die  rechtwinklichlen  Coordina« 
ten  von  M  und  X-{"^»  Y  +  y»  Z  -{-  z  die  den  vorigen  paralle« 
len  Coordinaten  von  ra,  und  X'  +  x',  Y'  -|-.  y',  Z'  +  z'  die  von 
m'  u.  s.  w.  so  dafs  also  x  y  z  die  Coordinaten  von  m  in  Beziehung 
auf  M  und  x'  y'  z'  die  von  m'  in  Beziehung  auf  M  sind  u.  s,  ir. 
Nennt  man  dann  rr'..«  die  Entfernungen  der  Körper  m,  m^...  von 
M,  so  ist  r«  =  x«-|^y*+  z«,  r'«  =  x'»+  y"  4- z"  u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt  ist  die  Wirkung  des  Körpers  m  auf  den 

Central -Körper  gleich  »-^  und  die  Bichtung  dieser  Kraft  fällt  mit 

der  Richtung  der  Distanz  r  zusammen.  Um  daher  diese  Kraft  in 
der  Bichtung  der  Achse  der  x  zerlegt  zu  erhalten ,  wird  man  sie 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  muttipliciren ,  welchen  die  Distanz 

r  mit  der  Achse  der  x  macht.  Dieser  Cosinus  ist  aber  gleich  — ,, 

also  i^  die  Kraft  von  m  auf  M  nach  der  Bichtung  der  Achse  der 

mx  .  m'x' 

X  gleich  -^ ,  und  eben  so  ist  auch   -^ —  die  Kraft  von  m^  auf  M 

nach  derselben  Bichtung  zerlegt ,  und  so  fort  für  alle  übrigen 
Körper  des  Systems«  Wir  haben  daher  für  alle  auf  den  Central- 
Körper  nach  der  Bichtung  der  Achse  der  x  wirkenden  Kräfte  den 
Ausdruck 
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für  Welchen  wir  der  Kürze  wegen  i\  -j-  setzen  wollen. 

Ganz  eben  so  wird  die  Wirkung  aller  Körper  m ,  m\  m^^. , , 
auf  M  nach  der  Richtung  der  Achse  der  y  zerlegt ,  gleich  2 .  — ^, 

und  endlich  nach  der  Richtung  der  Achse  der  z  zerlegt  gleich 

mz 
2 .  —  seyn.   Wir  erhalten  daher  für  die  Bewegung  des  Central  - 

Körpers  durch  die  Wirkung  aller  andern  Körper   des   Svstemf 
nach  der  letzten  Gleichung  des  ^.  2.  II 

i  d*X        '^.    mx 

i  df»  r.5 

?  d»Y  _  2^  ^y 


o  = 


dt*  r* 

\  d«Z       5.   m^ 

dt*  r» 


h  Wir  wollen  nun  eben  so  die  Bewegung  eines  der  anderen 
^    Körper  des  Systems  z«  B.  die  des  m  suchen^ 

n  Die  Wii'kung  des  Körpers  M  auf  m  ist —  also  nach  der 

■     Achse  der  x  zerlegt , r-  ,  das  iiegatiye  Zeichen ,  weil  diese 

^    Wirkung  der  des  Körpers  m  auf  M  (oder  der  Wirkung  — ,  die 

ifi    wir  als  positiv  angenommen  haben)  in  ihrer  Richtung  eine  ent- 
gegengesetzte Lage  hat. 
't  üra  die  Wirkung  des  Körpers  m'  auf  m  zu  finden  ,  bemerken 

,    wir,  dafs  die  Distanz  dieser  beyden  Körper  gleich 

a    J/^x'  — x)*  +(>' — y)*+(z' — ^y  «nd  daher  der  Cosinus  des  Win- 
ist   jkels  dieser  Distanz  mit  der  Achse  der  x  gleich 

4  x' — X 

e  s/(x'-^x)« +(y'— y)«  +(z'— z)»*        '       . 

sodafs  man  für  die  Wirkung  des  m^  auf  m  parallel  mit  der  Achse 
der  X  hat 

l  [  (x'-x)«  +  cjf-jy  +  (rj-zy  ] ' 

Eben  so  ist  die  Wirkung  von  m^'  auf  m  gleich 


58 

[(x//_x)«  +(y"~y)»  +  (z'/-z)»]* 

und  so  fort  für  alle  übrigen  Körper ,   so  dafs  man  für  die  erste 
Gleichung  der  Bewegung  des  Körpers  m  erhält 

d«(X+x)       Mx_ m/  (x^—x) ]_ 

dt^         +^        [Cx'-x)«+(y/-y)«+Cz/-z)^]* 

m^'  (x//_x) 


« •  • 


[(x--x)»+(y-— y)»  +(z--z)«]* 

d*X 
SuBstituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  j-^  den  oben  gefunde 

nen  Werth 

mx        m'x        m^'x^' 

i^3      T  f/s     +  jJi^Ts         r  •  *  ■ 

so  erhält  man 

d*x                     X          m'x'        m''x'' 
o  =5^+(M+m)-;  ^-^^jj-^  —^ h 

m'(x' — x) 

[(x'— x)«  +  (y'-y) '  +  (z'— z) »]» 

in"(x"— x) 

8 


^ 


•    •    • 


[(x/z—x)» + (y"— y)  •  +  (z"— z) »]' 

Um  diesen  Ausdruck   einfacher   zu-  machen,    wollen    wir    eine 
Hülfsgröfse  R  so  annehmen  ,  dafs  man  hat 

m'  m" 

R  =  —  (xx'+ yy'+zzO+p;5- (xx"+yy"+ zz'O  4- . . . . 


;-  «  •  » 


V^(x'— x)' +(y'— y)>(+z'— 2)« 

V'Cx"— x)*  +(y'/— y)»  +(z"— z)« 
so  erhält  man 

dR\ 

Zwey  ähnliche  Gleichungen  wird  man  erhalten,  wenn  man  dasselbe 
Verfahren  auch  in  Beziehung  auf  die  Achsen  der  y  und  der  « 
wiederholt,  oder  einfacher,  wenn  man  blofs  in  dem  letzten 
Ausdrucke  dieGröfse  x  in  y  und  in  z  verwandelt»  Wir  haben  also 
für  die  ralative  Bewegung  des  Körpers  m  durch  die  Wirkung 
aller  übrigen  Körper  des  Systems  die  drey  Gleichungen 


dt»        ^  \»       \dx 
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o  =  i^  +  (M  +  m) 

dt* 


Verwandelt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  m  r  x  y  z 
in  m'  r'  x'  y'  z';  m"  r"  x''  y''  z"  u.  s.  f.  und  umgekehrt,  so 
erhält  man  die  Gleichungen  der  Bewegung  der  Körper  m',  m''u,  f. 
um  den  Central -Körper  31. 

II.  Man  kann  diesen  Gleiphungen  noch  auf  folgende  Art  eine 
einfachere  Gestalt  gehen : 

_       ^        M  +  m  . 

Sey  Q  =  — -I-—  _  l\  80  ist 


so 


tl     f 


und  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  auch  für 

Substituirt  man  sie  in  den  vorhergehenden  Gleichungen ,  so  ist 

III.  Sind  aufser  dem  Central  -  Körper  M  nur  zwey  Körper 
m  und  m'  _zu  betrachten  ,  und  sucht  man  die  Bewegung  von  m 
um  M ,  so  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  i^  folgende 
über 

tl'x  -  /nir  I       \  X     ,   m'x'       m'(x^ — x) 

o  =  +  (M  4-  m)  —  + —  — i : 

dt«        ^     ^     ^^r^^r'^  A^ 

dt»  ^  r^^r'^  A' 

o  =  il^  +  (M+m)  ^  ^l^_m/(z/-z) 


dt» 


j.|3 


A 


6a 

W»  r*    Ä  X«  4-  y«  -f-  ^* 

A»  =  (x'— x)»  +  (y'— y)«  +  (?'—«)•  wt. 

ly«  Ist  endlich  aufser  dem  Körper  M  nur  ein  einsiger  m 
übrig,  und  sucht  man  die  Bewegung  von  m  umM,  so  hat  man 

d'x  X 

d»y  y 

o  =  5^  +  (M  +  m)i5 

d«z  ^  z    I 

•wo  r*  =  X*  4~  y*  +  *'*  ^**' 

5.5. 

Man  kann  in  allen  vorhergehenden  Gleichungen  statt  des 
techtwinklichten  Coordinaten  x  y  z  auch  andere  einfuhren  ,  "wo- 
durch ihre  Integration  oft  sehr  erleichtert  wird.  Dazu  dient  fol- 
gende Methode ,  welche  zugleich  den  Yortheil  hat ,  den  neuen 
Gleichungen  die  möglichst  einfache  Form  zu  geben. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  besteht  ixach  dem 
Vorhergehenden  aus  zwey  wesentlich  von  einander  verschiedenen 
Theilen ,  von  welchen  der  erste 


Vdt*  ^  dt«      ^         df       J 


m 


nnd  der  andere  S  (X3x  4-  Y^  +  ZÄs)  m  ist,  und  statt  dem 
letzten  kann  man  auchS(P^p-}-Qiq+RÄ»-f-««0™  setzen,  wenn 
P ,  Q ,  R ,  ♦ , . .  die  nach  den  Richtungen  p  q  r  • . .  wirkenden  Kräfte 
bezeichnen. 

Es  sey  nun  A  irgend  eine  Function  von  x,  y,  z  und  dx,  dy,  dz. 
Wenn  man  dieVVerlhe  von  x  y  und  z  durch  andere  veränderliche 
Gröfsen  «  |2  <y  ausdrückt,  so  wird  auch  A  als  eine  Function  von 
u  ß  <Y  "öd  Au  dß  dcy  zu  betrachten  seyn,  und  das  vollständige 
Differential  vonA  in  Beziehung  auf  die  Characteristik  ^  wird  seyni 

Es  ist  aber^  wenn  man  nach  demAusdruckey*udtsut— /t  du  integrirt 

/^^  ti  •  ' 

j^  ödx  ocjer  vrs(S  dasselbe  ist 

pSA   ,K  ^A,  5'A     ^ 


6x 

und  leben  td 

Substituirt  man  diese  Werthe  iii  der  Tothergehenden  Gleichung  ^ 
so  gibt  der  erste  Theil  derselben 


yf  ..+/^.y+/^. 


—.  h—/d.  iL.  Sy-fi.  £L 
Ux'        ''       Sdy  -^      Sdz 


und  der  xwejte 

^  ^da      ^  <äfd/ö  •  "^  ~  i^d«y    ^ 

JDa  aber  beyde  Theile  einander  gleich  seyii  niüssen ,  uiid  die  Glie- 
der unter  dem  Integralzeichen  ganz  heterogene  Gröfsen  von  je- 
nen sind,  'welche  diese  Integralzeichen  nicht  enthalten,  so  müssen 
flie  Glieder  des  ersten  Theiles ,  welche  dieses  Zeichen  haben , 
zusanijniengenömmen  der  Summe  der  Glieder  des  zwejten  Thei- 
les ,  welche  unter  demselben  Zeichetn  stehen ,  gleich  seyii ,  öder 
man  hat  die  Gleichung  , 

\Sx  UxJ      ^\dy  HyJ   /^Uz  mJ 

Vd«        saJ        Uß       äd^J  ^    \Sf       Sd^y  " 

Es  sey  ?.  B.  der  besondere  Fall  A  =  J  (dx*  -j-  dy"  +  dz')  ge- 
geben. Da  A  kein  iy  z  enthält ,  so  ist 

£f  =  ££  =  *^  =  0  tind  *^  -'  dx   iLszdr  ~  =dz 
Sx      Sy      H  Jdx"      '^d^        ^'Sdz 

also  die  letzte  Gleichung 


6s 

'  '  \S»  Sau/ 

Daraus  folgt  also ,  dafs  man  den  Wertb  von  dem  gegebenen  Aus 
drucke 


m 


als  eine  Function  von  a  /8  <y  erhält,   wenn  man  blofs  den  "Wertl 
der  Gröfse 


H dTJ ) 


m 


als  Function  von  a  ß  cf  sucht.  Denn  nennt  manT  diese  Function. 
60  hat  man  sofort  für  den  yerlangten  YVerth  yon  dem  gegebenen 
Ausdrucke 

rdA-^)^^+rd/-T^_ii).ß+(^d/JL_ii)^ 

V       Ua       Sa/        ^\      öäß       &ß/     ^       V      5d7       öcy/    ^ 

Was  endlich  den  zweytenTheil  P  cSjp  -f-  Q  &i  +  R  dr  +  •  •  •  betrifft, 
so  läfst  er  sich  immer  leicht  auf  eine  Function  von  ci  ß  cy  bringen, 
weil  man  nur  die  Ausdrücke  der  Distanzen  p  ,  q ,  r  • , .  und  dei 
Kräfte  P  Q  R.,..*auf  diese  Functionen  bringen  darf.  Ist  diesei 
zweyteTheil  ein  vollständiges  Differential,  und  d/7=Pdp -J-Odij 

+  Rdr  +  «..al8oauchto==P^p +(^&[  +  R^r  +  .*^  so  hat  man. 
wenn  man  den  letzten  Ausdruck  durch  m  mulfiplicirt ,  und  die 
Suiüme  für  alle  Körper  des  Systems  nimmt 

S  (P^p  4- Q^^q  +  RÄ' +  ,.•)!»  =  S3^/7m  =  ^.  SJTm 

nv^eil  das  Zeichen  S  von  dem  Zeichen  ^  unabhängig  i«t.  Man  suchi 
daher  blofs  denWerth  der  Gröfse  SJZm  in  Functionen  von  ußc^ 
heifät  dann  Y  dieser  Werth  von  S  I/m ,  so  ist 

Av        dVc-      I    dV  .n    ,   d\\ 
da  dp  d^ 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  geht  in  folgende 
über: 

\       bd»       ba        da/         '    \       Sdß        dß^  6ßy     ^ 
A-(d    ilL  — 11  +  *^^« 
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wo  T 


_  «  /dx«  +  dyM-dz' 


=  s(^ 


2  dt« 


) 


m 


dlT  =  Pdp  +  Qdq  +  Rdr  und  V  =  S./Jm  ist 

L  Um  das  Vorhergehende  auf  einige  besondere  Fälle  anzu- 
trenden ,  wollen  wir  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Kör- 
pers suchen,  auf  welchen  eine  yeränderliche Kraft  S  in  der  Rich- 
tung r  =  J/x*4-y'  +  z»  wirkt.  Nach  g.  2.  II  sind  diese  Glei- 
chungen in  Beziehung  auf  die  rechtwinkUchten  Coordinaten  x  y  z 

^  _  d»x  _  Si 
dt'  r~ 

dt«  t 


o  = 


d«Z 
dt«" 


Es  sey  nun  S  dcfr  Winkel  derDistänÄ  r  des'  Körpers  von  dein  Mit- 
telpunkte der  Kraft  mit  der  Projection  dieser  Distanz  inderEben6 
der  xy  und  v  der  Winkel  dieser  Projeption  mit  der  Achse  der  x. 
Man  suche  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  Beziehiing  auf  di^ 
Coordinaten  r  ^  und  v 

Es  ist    X  =  r  Cos  S  Cos  v 


Mso  in  §.  4* 


y  =;  r  Cös  S  Sin  p 
js  =:  r  Sin  ^ 


T  = 


r»(dv«Cös«S-j-d3*)  +  dr» 


und  V=/Sdr 


2  dt« 
Man  hat  daher 

6T  r  ÖT'         är 

—  =  S    —  =  —        =o 
6r  '  6v    ~~  iv 


also  die  gesuchten  Gleichungen 


'^'l'--!'-Cäv'Coa'»+dä')  +  S  =  o 


dt 
d 


•( 


dt 
r"  iv  Cos»  9 


dt 


9 


)  = 


,    /r«  d^\  '^  dv« 

Würde  der  Körper  nach  zwey  festen  Punkten  gezogen,  nach  den 
ersten  von  der  Kraft  S  in  der  Richtung  der  r,  und  nach  der  zwey- 
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ten  von  der  Kraft  S^  in  der  Richtung  der  r^  to  würde  T  denyo- 
rigen  Werth  behalten,  und  V  =y  8  di'  +yS'dr'  feeyn  ,  und  man 
würde,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  zu  er- 
halten ,  blofs  der  ersten  dier  drej  vorhergehenden  Gleichungen 

S'dr'  S'dr'  .  8' dr' 

die  Grölse  — z —  i  der  zweyten  — :;; — ,  der  dritten  -r= hinzüp 

dr  -^  av  dS' 

fügen;  woraus  man  zugleich  sieht,  wie  man  auch  fül:  lüehr  als 
zwfey  Kräfte  yerfahren-solL 

II*  ^uf  eine  ähnliche  Art  lassen  sich  auth  die  allgemeinen 
Gleichungen  des  §.  4*  ^^  behandeln,  die  man  durch  folgende  ein- 
zelne ausd^'ücken  kann  : 

WO  die  Variationen  Sx  ,  ^y  und  Sz  von  einander  unabhängig  sind. 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  dem   obien  gegebenen 
Ausdrucke ,  so  ist ,  wie  zuvor , 

.   _  r«  (dv«  Cos«  S  +  dSO  +  Jr* 

adt» 

igilso  behält  auch  - —  und  — =-  •  ♦  •  ♦  seine  obigen  Wierthe.    Die 

ör  Ädr  - 

Gröfse  dn  aber  i^t  gleich 

öder  du  ist  das  vollständige  Differential  von  O  in  Beziehung  auf 
X,  y  und  z.  Allein  das  vollständige  Differential  derselben  Gröfä« 
in  l!eziehung  auf  r  v  und  5  ist  eben  so 

ä«,  i..  'J  =  (E),  1  =  m)  .hd  'S  =  C!2) 

dr  Vdr/     ^v  Vdv/  63  Vd^y 

Substituirt  man  daher  diese  Werthe  von  T  und  V  und  ihre 
Differentialien  in  der  letzten  Gleichung  von  I  und  nimmt  die  Grös- 
sen ^r ,  ^y  uhd  ^^  als  von  einander  unabhängig  an ,  so  erhält  xnan 


d. 


V       dt«      /       vd»r/ 


^•(^)+'"'Sm»co.».f[:=(g) 
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IlL  Um  endlich  den  letzten  Gleichungen  noch  eine  andere 

für  die  Anwendung  bequeme  Gestalt  zu  geben ,  sey  u  =     c      ' 

und  s  =  ^ang  S ,  alsou  gleich  der  Einheit  diyidirt  durch  die  Pro- 
jection  des  Radius  Yectors  r  auf  diö  Ebene  der  ±y  und  s  gleich 
der  Tangente  der  Breite  von  m  über  derselben  coordinirten  Ebene. 
Diefs  Yoraüsgäsetzt  ist  die  zwejte  der  drejjr  let^t^n  Gleichungen  $ 

>f:enn  maii  die  durch  ~  multiplicirt 

— = ^       Vdr/     u« 

u«dt 

und  ihr  Integral ,  wenn  h  eine  Cdnstante  ist ; 

Midtiplicirt  man  aber  die  erste  jener  drey  Gleichungen  durch 
—  Cos  5,  und  die  dritte  durch  -  Sin  3,  so  gibt  die  Summe  bcy- 
der  Prodücie 

+  rd»  d  Sin  S  —  d»  r  CosS  +  2  drd3  Sin  S  +  rdS«  Cos  3 


u 


dt 


(§)'-¥ -m-"--^'-> 


Es  ist  aber  d .  —  =  dr  Co^  5  —  r  d  S  Sin  S  und  daher 

u 

d».-  =  — rd«5SinS  +  d*rCos£^  — adrdsSinS  — rd;^«CosS 
u  • 


also  auch  der  erste  Theil  der  Gleichung  (a)  gleich 

dv*  _  .  /    du 

^HdT 


"«  +^(;i^) 


hat  man 


Da  ferner  Q  eine  Function  von  r  v  ^  und,  von  v  s  ü  ist ,  so 
iian  für  das  vollständige  Differential  von  Q 
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also  ist 

und  über  die  fs 

ds«  Ji-unadu  =  ^-.JL^  +^i^!^ 
Cos»  3  r»Co»;&        rCos'd 

wodurch  die  vorhergehende  letzte  Gleichung  in  folgende   zwe]r 
übergeht: 


Vds/  Vdu/  tCos«3 


Vdr/  Vdu/     r»C< 


Cos» 
so  dafs  also  der  letzte  Theil  der  Gleichung  (a)  ist 

(m  smi  _  (m  Cos. = u«  f^) + US  rm 

\d»y     r  Vdr/  Vdu/   V      Vdsy 

Diese  Gleichung  (a)  ist  daher 

^ii. + d.  (J^j) = u.  rf2^  +  US  rm 

udt»  ^u»dt»y  Mu^  Nds  • 

Sey  der  Kürze  Mregen 


«=i/'"+'./^^'-^ 


80  gibt  die  Gleichung  (i)  * 

dt  =  — ^  als.ö  ist  — .:-—   =  Ku  dir  und 
Ku«  udt« 

i 

also  auch  die  letzte  Gleichung  (a) 

iv'  K»   Vdv/  Vu^dv/ 


Endlich  ist  noch  die  letzte  der  drey  Gleichungen  in  Ü 
r«d»j^4-  2rdrdd  +  r«dv»  Sin^rCos. 

'        d?^  " 


=® 
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Aber  Il£!£±flilii  =  K«  u«  lü  +  (^^QN    ds 

dt*  dv»        \dvy    dv 

r'dv«  SinSCosÄ 


lind  überdiefs 


dt 


=  K*u«.a 


(S) = ©  o + d?)  (I 


)  das  heifst 


US 


Substituirt  man  jene  Werthö  in  der  letzten  jeneir  dr^y  Gleichun« 
gen ,  so  ist 


-(§>*-^-(§> (« 


Sammelt  man  diq  Gleichungen  i ,  2  ^  3 ,  so  hat  man  für  die  ge-^ 
suchten  Ausdrücke 


(A) .  • .  dt  = 


äv 


u«K 


wo 


«*-*^'  +  ^X^)-n4ist 


f 


und  diese  drey  Gleichungen  bestimmen  ebenfalls  die  Bewegung 
des  Körpers  m  um  M*  Ih  ihnen  ist  das  Differential  äv  konstant 

1  1  s  ,  1     . 

und  X  =;   —  Cos  y ,  y  =  —  Sin  v,  z  =  —  so  Wie  x'  =  — •  Cos  v'  j 
u  '  -^         u  u  u' 

1  s^ 

y^  =   —  Sin  v\  z^  =— •  Hat  man  blofs  zwey  Körper  m  und  m^ 

hebst  dem   Central -Körper  M,    und  nimmt   man   die  Summa 
M  +  m  für  die  Einheit  der  Mafsen ,  so  ist 


Q=  i  _  "L  (xx>  +  yy^  +  Z2>) 
r  r'* 


m' 


+ 


V^  (x/_x)*  +  (y'-y)»  +  (z'-^z)' 


Eä 


6ö 

Das  letzte  Glied  dieses  Ausdruckes  ist 


y^r'*  +r* — 3  XX'— 2  yy' — 2  zz' 

also  auch,  wenn  mah  die  Distanz  r'  sehr  grofs  gegeu  r  annimmt, 
und  dieses  letzte  Glied  nach  den  negativen  Potenzen  von  r^  ent- 
wickelt , 

m'       m'(xx'  +  yy'-4"Zz' — jr*)         |  m'(xx''-|-yy'+2z' — Jr«) 
-7+ ' —  + 


r'  J./3  p/5 

m 

oder  wenn  man  für  x  x^  •  • «  die  angezeigten  yVerthe  substituirt , 

und  r  =  N/I+Il,  t'  =  v£i±Ii! setzt, 

u  u' 

u  m'u' 

r  |[UÜ/C0S(V-5~J;/)4.UU^SS'— f  U'«  (>+»')]*  (»  +  sa)tl'«  1 

l  "~  (l4-S/«)».Ü*  2(I-|-S'«)U«J 

Ist  8  SO  klein ,  dafs  man  es  ohne  merklichen  Ffehler  vernachlässi- 
gen kann ,  so  hat  man  den  einfachen  Ausdruck 

Qu  m'u'» 

=      ^         ,  +  m'uH — ~-^-  [i  +  3 Cos (2y— 2vO  —  qs^] 
1/7+ s«  4u«    *-     *  "^  ^  -* 

auf  welche  Gleichungen  T^ir  bey  der  Theorie!  des  Mondes  wieder 
zurückkommen  werden. 
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DRITTES   KAPITEL. 


Allgemeine  Gesetze  der  Belegung. 


J.  1- 

Oind  f ,  uj  ^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Körpers, 
dessen  ganze  Ma^se  durch  m  bezeichnet  wird ,  so  hat  man  nach 

Cap.  I 

m|  =  Sxdm, 

mü*=:  Sydm, 

mC=  Szdm, 
wo  das  Integralzeichen  S  sich  auf  die  Masse  des  ganzen  Körpers 
bezieht.  Differentiirt  man  diese  Gleichungj|pi  zweymahl     so  ist 

md^g       ^,       d«x    md«ü       ^,        d«y   md'^       .,        d«z 

=Sdm.-.r~*  -1 =  3dm*-:;-t,-i — ^  =  Sdm,  - — 

dt«  dt»  '  dt»  dt« '    dt«  dt« 

und  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  den  drej  yorletzten  Gleichun^ 
gen  des  Cap,  II  ^,  2.  substituirt , 

wid'l       ^„,       md*ü        ^     ,       nid*?       ^^, 
— — ^==SXdm,-r —  =  S Ydm ,  -Y-T^  =  S Zdm 
dt«        •      .  dt«  '    dt* 

woraus  folgt ,  da/s  wenn  der  Körper  durch  keinen  festen  Punkt 
zurückgehalten  wird ,  d.  h.  wenn  die  drey  letzten  Gleichungen 
des  Cap.  II  §.  2.  von  selbst  wegfallen,  dafs  dann  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  sich  so  im  Baume  bewegt,  als  ob  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  yereinigt  wäre ,  und  als  ob 
alle  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  unmittelbar  an  diesem 
Schwerpunkte  angebracht  wären.  Dasselbe  gilt  auch  von  einem 
Systeme  TOn  Körpern,  deren  Massen  m,  m',  m'^ . .  sind.  Ist  dann 
M  =  m  +  m'  4"  m"  +. . .  die  Summe  aller  dieser  Massen ,  und 
sind  wieder  |,  w,  ^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  gan- 
zen Systems ,  so  ist 

d"f  d«w  d«C 

M— 7  =  2Xm,  M-— =2Ym,  M  t-.  =  2Zm, 
dt«  dt*  dt« 

wo -5'X|n=  Xm +  X'm/  +  X"m/' +... 
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Ist  daher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Elemente  des  Hörpert, 
oder  ist  die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Massen  des.Sy- 
steraes  die  einzige  Kraft ,  >velche-  auf  den  Körper  oder  auf  das 
System  der  Körper  wirkt,  so  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
gleichförmig  und  geradlinicht.  Denn  da  in  diesem  Falle 
die  Gröfsen  X ,  Y ,  Z  yerschwinden ,  so  sind  jene  drey  vorher- 
gehenden Gleichungen 

md»S  md«ü  md'J 

und  deren  Integrale 

m  I  =  a  t  +  b ,  m  ü  =:  a^  +  b',  m  ^  =  a"t  +  b" 

wo  a ,  b ,  a^  . « •  dfe  Constanten  der  Integration  sind. 

Diese  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung  wird  der  Grund« 
satz  derErhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts 
genannt« 

Multiplicirt  man  von  denselben  drey  vorletzten  Gleichungen 
des  Gap.  U  §*  2.  die  erste  durch  y,  und  die  zweytc  durch  —  x, 
so  gibt  ihre  Summe  ^ 

und  eben  sp 

_,  ,       /'zd'x — xd«z  \ 

Sdm   (^ j^,_    +Zx-XzJ   =0 

/^Zd2y_yd<^«  ^         ^^ 

S  dm  (^ '^JT'-r  +  Zy-Yz J  =  p 

Tergl.  Cap«  11  §.  2.  die  drey  letzten  Glc^iphungen.  Integrirt  maa 
diese  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  dt ,  so  erhält  man 

Sdm  \^i— g^ — ^-J  4.  S./dm  (Yx-Xy)  dt  =  C 

^  _     /'zdx — xdzN 

Sdm  ^ ^^ J  +  S./dm  (Zx--Xz;  dt  =  C 

Sdm  ^12ZL_f^  ^  S ./dm  {Zy— Yz)  dt  =.  C 

wo  C ,  C',  C"  die  drey  Constanten  der  Integration  sind» 

Vyirken  keine  äufseren  Kräfte  auf  den  Körper ,  oder  auf  das 
System  der  unter  einander  auf  irgend  eine  Art  verbundenen  Köi"- 
per,  so  ist  X  =  T  =  Z  =  o.  Wirken  aber  auch  äufsere  Kräfte 
auf  dasselbe »  doch  nur  solche ,  die  sämmtlich  nach  dem  Anfangs- 
])unkte  der  Coordinaten  gerichtet  sind  y  so  ist 


7* 


X  _  X    X  _  X  y  _  7 

Y  ""  y'  Z  ""  z  '^^     Z  ""  z' 

In  dlesea  beyden  Fällen  sind  also  die  zweyten  Theile  der  drey 
yorIet2;teii  Glejichungen  gleich  Null ,  und  man  hat  daher 

8  dm  (y  dx— X  dy)  ==  C  dt 

S  dpi  (z  dx— X  dz)  ==  C'.dt 

S  dni^z  dy— y  dz)  =  C'.dt 

Es  sind  aber  ydx — xdy,  zdx — xdz,  zdy  —  ydz  die  auf  die 
Ebenen  der  xy,  xz,  yz  projicirten  doppelte^!*  Winkelflächen, 
welche  die  Ton  dem  Anfangspunkte  der  Coordin'aten  nach  den 
verschiedenen  Elementen  des  Körpers  oder  nach  den  verschie- 
denen Körpern  des  Systemes  gezogenen  Radien  in  der  Zeit  dt 
beschreiben«  Die  Summe  dieser  WinkeMächen ,  jede  mit  der 
Masse  ihres  Körpers  multiplicirt ,  ist  also  in  jenen  beyden 
Fällen  der  Zeit 'dt  proportionirt ,  in  welcher  diese  Winkel- 
ilächen  beschrielien  werden ;  diese  Winkelilächen  sind  selbst  in 
einer  endlichen  Zeit  t  dieser  Zeit  proportionirt,  und  diese  allge- 
meine Eigenschaft  der  Bewegung  heißst  der  Grundsatz  der 
Erhaltung  der  Flächen. 

5.  3. 
Nach  Cap.  IT  ^.  3.  Nro«  I  ist  die  allgemeine  Gleichung  der 
Bewegung  eines  Körpers 

^,      /d«x5x -4- d»y6y  +  d»  zöz         _         .    ^  S 

0=  SdmT  — i-JLZ: : hPöp  +  Q«q +J 

wo  P  ,  Q  •  ♦  •  die  äufsern  auf  den  Körper  wirkenden  Fräfte ,  und 
dm  das  Eleipcnt  der  Mafse  des  Körpers  bezeichnet«  Yerwan« 
delt  man  in  diesem  Ausdrucke  das  Zeichen  Sdm  in  Sm,  so  dafs 
Sm  ===  m  +  m'  -(-  m"  + . .  so  erhält  man  nach  Cap.  11  §•  2.  Nro.  II 
die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  eines  Systems  von  Kör- 
pern, deren  Massen  m,  m',  m". . .  sind. 

Man  kann  in  dieser  Gleichung  die  Zeichen  d  und  Zimmer  als 
gleichl)edeutend  annehmen ,  so  lang^  die  äufsern  Bedingungs- 
gleichungen XdL  ,  X^dL', .  •  •  der  Bewegung  nicht  die  Zeit  t  selbst 
enthalten.  Nimmt  man  iferner  an ,  jdafs  P  dp  -j-  Q  dq  +. .  =  d  TT , 
ein  vollständiges  Differential  ist,  was  immer  seyn  wird,' wenn  die 
Kräfte  P.,  Q..  blofse  Functionen  ihrer  Entfernungen  sind,  wie 
diefs  in  der  Natur  der  Fall  ist,  so  hat  man 

dxd'x  +  dyd'y  +  dzcl'z 


o  =  Sm  (  ZLJ  _iZ +  d  /7  ) 

^  dt»  / 

und  dessen  Integral 
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"ivo  A  eine  constante  Grofse,  und 


\/dx«  +dy«  -|-dz* 


dt 

bekanntlich  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet.  (Cap.  11 
5.  1.  Gleichung  (1)). 

Man  nennt  aber  in  derMechanih  dasProduct  der  Masse  eines 
Körpers  in  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers.  Die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  oder 
eines  Systemes  von  Körpern  hängt  $ilso  blofs  Yon  den  äufseren 
Kräften ,  und  keineswegs  von  der  Verbindung  der  Körper  unter 
einander  oder  von  den  kriimmen  Linien  ab ,  welche  diese  Kör- 
per beschreiben ,  und  wenn  keine  äuTsern  Kräfte  auf  das  System 
wirken,  seist  die  lebendige  Kraft  desselben  eine  constante  Gröfse« 
Diese  Eigenschaft  der  Bewegung  heifst  der  Grundsatz  der 
Erhaltung   derlebeniiigen  Kraft«. 

Wenn  man  von  den  allgemeinen  Gleichungen  (IV)  des 
Cäp.  II  die  erste  durch  dx ,  die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte 
durch'  dz  multiplicirt ,    so  ist  die  Summe  dieser  Froduete ,    da 

P  dx  +  Qdy  +  R  dz  :=  o  ist , 

dxd*x  +  dyd"y+dzd'z 

•     ; — ^^  =  Xdx  +  Tdy  +  Zdz 

dt«  I  j    I 

Ist  aber X  dx  -J-  Y  dy  +  Z  dz  =  d.ü  ein  vollständiges  Differential, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  vorhergehende  Gleichung  integrirt, 

dx«  +  dy»  +  dz» 

^ ^    ;^^ =A  +  2Ü, 

dt« 

wo  A  eine  beständige  Gröfse  ist ,  oder  wenn  v  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  bezeichnet  v*  =  Ä  +  aü«  Wirken  daher  keine 
äufsem  Kräfte  auf  den  Körper ,  so  ist  ü  =  o  und  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  desselben  ist  ^ine  constante  Gröfse ,  wie 
zuvor, 

I.  Wenn  keine  äufsern  Kräfte  auf  den  Körper  wirken ,  der 
sich  auf  der  Fläche  dL  =0  bewegen  soll,  so  ist  nachCap.II^.  a.I 

d»x       ^  /^dL>v  d«y  ^äh\  d«z  rdL\ 


dt«         vdx>''    "  dt»        \dyJ'    ""  dt»       Vdzy 

und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist  (ebendaselbst}  gleich 


VI 


dLV    ,     Z'dLN«    ,    /'.äL\» 

i 

Da  hier  keine  äufsern  Kräfte  wirken ,  so  ist ,  nach  dem  so  eben 
erklärten  Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  die 
Geschwindigkeit!/  des  Körpers  constant,  und  da  man  überhaupt 
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hat,  (Cap.  n  ^.  !•)  ds  =  vdt,  wo  ds  das  Element  des  von  dem 
Körper  beschriebenen  Bogens,  und  dt  das  immer  als  constant 
Torausgesetzte  Element  der  Zeit  bezeichnet,  so  ist,  auch  das 
Element  ds  des  beschriebenen  Bogens  selbst  constant.  Substitu- 
irt  man  aber  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  für  dt  seinen 

Werih  — ,  so  erhält  man 

(dLx        y^d'x         ^^^^  _  y'd»7         f^^^\  _  «''J'« 
S j  =="1^  '  ^  \Ä^J  ^  '"d^  '  ^  \lij  "  'ds~ 

und  daher  ist  auch  der  Drucl(  de^   Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche ,  auf  welcher  er  während  seiner  Bewegung  zu  bleiben    • 
gezwungen  ist,  gleich 


V« 


2^-\/(^'^)'+(d»y)'  +  (d«z)« 


Allein,  wenn  ds  constant  ist,  so  ist  bekanntlich  der  Krümmungs- 
halbmesser f  einer  jeden  Gurye  von  doppelter  Krümmung 

ds« 

?=     -  ■    v 

V(d«x)»+(d«y)»+(d«z)« 

woraus  daher  folgt,  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche  gleich 

oder  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  diridirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  ist,  welche  der  Körper 
auf  der  Fläche  beschreibt,  wenn  keine  äufserp  Kräfte  auf  ihn 
wirken.  Wirken  aber  auch  äufsere  Kräfte  auf  den  Körper,  so  wird 

man  zu  jenem  Drucke  —  noch  den  Theil  des  Druckes   addiren , 

welcher  aus  der  Wirkung  jener  Kräfte  entsteht« 

Bezeichnet,  wie  zuvor,  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers, 
oder  ist  . 

dx«+dy»  +  dz* 

V*  r= — 

dt* 
so  hat  man  nach  ^.  3« 

Sm  C —  *-[-  TT  j  =  A  ,  also  auch 

Sm  (vä^v  +  ^^/J)  =0 

Dadurch  geht  die  erste  Gleichung  des  g/S*  in  folgende  über : 
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^  dt'  ^ 

Es  ist  ikber 

d« x^x 4-  d« 7*y .+  d»  z^z  = 
d.(dx  Jx  +  dy^jr  +  dz  Jz)  —  dxd^x  —  dyd^  —  dzdJ'^ 

* 

Der  letzte  Theil  dieses  Ausdruckes  ist 

dxd^X  +  dyd^y  +  dzäSz,  =  dx*dx  +  dy*dy  +  izSä^ 

=  iJ(dx«  +  dy»  +dz») 

=  i*(t/«dt«)  =  i*(d8)« 

=:d8.Ws 
Also  ist  auch 

d"xÄx -j- d^y5y  +  d«z5z         d (dx Äx  +  dy 6y  +  dz 5z)        v*6.äs 

dt»  ""  dt'  dir 

und  dah^r  d^e  vorhergehende  Gl^icliung 

_      ,-    /dx6x  +  dy5y  +  dzözv        v^.Äds  ,  ^ 

^  dt«  J  ds 

oder  -wenn  man  alle  Glieder  durch  die  con staute  Grpfae  dt  =  — 

multiplicirt ,  und  bemerkt ,  dafs 

^(vds)  =  v^ds^-  dsJv  ist, 

(d.(dx6x  +  dyöy-l-dzöz)  ■  ,  ^N 

J^ '     -^^  "^    ' __  —  5  (vds)  J  =  o 

oder  endlich,  da  das  Zeichen  S  siqh  nur  auf  m,  aber  nicht  auf 
d  und  S  bezieht , 

d.Sm  (dxöx  +  dy^y-lr.dzöz)        .    «  i 

^ ! — -^  —  5«  Sm.yds  =  o 

dt 

Integrirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  d,  und  zeigt  man 
diese  Integration  durch y* an,  so  ist 

Sdm(dx^x  +  dy5y  +  dz5z)        .^^s^^^j^^c 

dt  ^ 

Da  aber  das  Zeichen /in  dem  letzten  Gliede  dieser  Gleichung 
nur  auf  die  Gröfse  t^  und  s,  und  keineswegs  auf  die  Zeichen  S  undj 
sich  beziehen  kann ,  so  ist 

/S.  Sm  •  v  ds  =  ^.  Sm .  fv  ds 

Setzt  man  also  voraus,  dafs  für  den  Anfangspunkt  des  Inte^ 
grals  /y  ds  scy  Jx  =  o  c=  ^y  =  ^z ,  so  wird  auch  die  Constante  C 
gleich  Null  scyn ,  oder  man  wird  haben 


\ 


i,.Sm,yvds  ?=s 
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S  dm  ( Jx  ^x  +  dy  6y -^  da  6z) 


dt'         . 

Setzt  man  endlieh  noch  yoraus ,  dafs  auch  füc  den  Endpunkt  ie^ 
Integrals /y ds  die  Gröfsen  ^x,   Sy^  Sz^   verschwinden,    so  ist 

^        S.  Sm./i'ds  =  o 

das  heifst :  die  Variation  der  Gröfse  Sm.yvds  ist  für  diesen  Fall 
gleich  Null,  also  diese  Gröfse  selbst  ein  Gröfstes  oder  ein  Klein, 
stes. 

Wenn  daher  die  Körper  eines  Systems  yon  inperen  Kräften, 
oder  auch  yon  solchen  äufseren  Kräften .  die  blofse  Functionen 
ihrer  Entfernungen  sind,  getrieben  werden ,  so  verhalten  sich  die 
Curven,  welche  yon  diesen  Körpern  beschrieben  Wjerden,  und 
die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  sie  beschrieben  werben, 
immer  so,  dafs  die  Summe  der  Producte  jeder  Masse ,  mullipli- 
cirt  in  das  Integi*aiyVds  ein  Maximum  oder  einMininfum  ist,  yor- 
ausgesetzt,  dafs  man  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curve  als 
gegeben ,  also  die  Variationen  der  Coordinaten  für  diese  beyden  ' 
äufserhten  Funkte  als  Null  betrachtet.  Diese  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Bewegung  heifst  d^v  Ol^^^^s^tz /der  kleinsten 
Wirkung, 

I.  Dieser  Grund^a^  ist  ^ekv  ^l^.^^em,  und  er  enthält  di^ 
gesammte  Theorie  der  Bewegung,  wie  man  leicht  auf  folgend^ 
Art  zeigen  kann. 

Da,  wie  bereits  erinnert  wurd^,  d[as  Zeichen  i  von y und  S 
unabhängig  ist ,  so  ist  '  * 

^.Sm/vd*  =  Sm.A^Ci'ds)  =  gm/'Cds^Y  +  v^Ms)  =  91 
Der  erste  Theil  dieses  Ausdruckes  ist 

Sm/dsi^v=  Smfvdv.ät  t=/dt.Sm.vdp 
Aber  nach  $•  3.  isf    Sv^ii^ä  2A -«*  2.Sl7m,  wo 

d/7=5  Pdp+  Q4q  + 
also  ist     Sm.vSv  =  r-  SSUm  =^  —  S(P dp  4-  Q  dq  -|-) .  m 
Der  z^weyt^  Theil  jenes  Ausdruckes  ist  Sm  fv$ds  ,  oder 

^      ^    /dxd6x4-dydÄy4-dzdaz\ 
8m>( — ;=    • 


=:Sn./ 


dx  dbx  +  dy  d5y  +  dz  dÄz 


dt 
»dxdfix       die*  .-    ,    dx 


._         />axdox       üx  *  y.T    T    **^  I. 

^''^V -3F-=Tt**^~"-^'^''^'  dt'  ''•'•^' 

also  der  zweyte  Theil 

^      r/d*x         .    d«y  d«a  .   \ 
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und  daher^  die  ganze  erste  Gleichung ,  wenn  man  die  Zeichen 
S  und/yersetzt,  ^ 

welches  die  oben  gegebene  allgemeine  Gleichung  der  Bewe- 
gung ist. 

5.  5. 

Sind  also  X,  T,  Z  die  Kräfte,  welche  parallel  mit  den  Ach- 
sen der  x^  y^  z  auf  einen  Punkt  wirhen,  der  gezwungen  ist ,  auf 
einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  und  nimint  man  an,  dafs  die 
Gröfsen ,  ^x,  ij^  iz  schon  dieser  Fläche  angehören,  so  hat 
man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Bewegung  des'  Punktes 
auf  der  Fläche :  ' 

Wirken  aber  keine  Kräfte  auf  den  JKörper,  sondefn  bewegt  er 
sich  blofs  durch  einen  ersten  augenblicklichen  Stofs ,  so  geht  die 
Torige  Gleichung  in  folgende  über 

o  =  d^x.^xH- d«y.Jy+d«z,5z. 

Nach  dem  Grui^dsatze  der  kleinsten  Wirkung  (^.  40  aber  ist, 
wenn  keine  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  oder  wenn  v  constant 
ist,  die  Ton  dem  Körper  auf  der  gegebenen  Fläche  beschriebene* 
Curve  die  kürzeste,  die  man  auf  dieser  Fläche  zwischen  den 
beyden  Endpunkten  des  Weges  des  Körpers  ziehen  kann.  Also 
ist  auch  die  letzte  Gleichung ,  yerbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche ,  die  gesuchte  Gleichung  der  kürzesten  Curve, 
die  auf  der  Fläche  zwischen  jenen  Endpunkten  gezogen  werden 
kann«     - 

Es  sey  daher  u  :=  o  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche,  'wo 
u  eine  Function  von  x.  y  z  ist ,  so  ist  auch 

,u  =  (|)..+(ip  .,+(!)..  =  » 

Eliroinirt  man  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen  die  Gröfse  ^x, 
so  erhält  map 

Ke)  ^•'-  Q  ^■'] ''+  ((£) "-  O  "¥- 

und  da  Sy  und  iz  Ton  einander  unabhängig  sind,  so  hat  man 

(S)  ^■- C7)  ^-^ = " 

(s)  ^— (£)  ^^ = » 
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also  auch 


(; 


•C£)+Kl)=t''CS)+-=»-"« 


w)9lt:hes  did  gesuchten  Gleichungen  der  kürzesten  Linie  auf  der 
gegebenen  Fläche  sind. 

L  Man  kann  diese  Gleichungen  noch  durch  eine  andere  Be- 
trachtung finden ,  die  ebenfalls  der  Mechanik  angehöH. 

Ist  wie  zuvor,  u  =  o  die  Gleichung  der  Fläche,  so  ist  die 
Gleichung  der  diese  Fläcl^e  tangirenden  Ebene 

du\    :    ..  /'du^  ,^       /'dd 

Die  kürzeste  Linie,  welche  auf  dieser  Fläche  zwischen  zwej  ge- 
gebenen Punkten  gezogen  werden  kann  ^  wird  die  seyn ,  welche» 
ein  auf  dieser  Fläche  zwischen  jenen  Endpunkten  frey  ge- 
spannter Fäden  beschreibt,  d,  h*  eiti  so  gespannter  Faden, 
dessen  Elemente  alle  im  Gleichgewichte,  in  Buhe  auf  der  Fläche 
liegen.  Dieses  Gleichgewicht  wirdaber  nur  dann  Stritt  haben,  wenii 
der  Druck,  der  aus  der  Spannung  des  Fadens  auf  die  Fläche  ent- 
steht, in  allen  Punkten  des  Fadens  senkrecht  auf  die  Fläche ,  oder 
in  der  Bichtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Flächb  liegt* 
Die  gesuchte  kürzeste  Linie  v^ird  also  die  Eigenschaft  haben,  dafd 
ihre  Krümmungshalbmesser  alle  senkrecht  auf  die  Fläche  sind*  Sey 

X  -|-  A y  +  Bz  =  o  ;.*.......  (a) 

die  Gleichung  der  Ebcfne  des  Hrümmungskreiäes  der  gesuchten 
Curye,  so  hat  man  auch' 

dx  +  A  dy  -|-  B  dz  =  o 

Ad«y  -f^Bd'zrs  o 

woraus  man  liir  A  und  B  die  Wllrthe  erhält 

drd»z  dxd^y 

A== ^  B=  — 


dzd^y  —  dyd'z  dzd'y — dyd'i 

Da  aber  ndcih  dem  Vorhergehenden  die  berührende  Ebene  und 
die  Ebene  des  Krümmungskreises  auf.  einander  senkrecht  stehen 
müssen,  so  werden  sich  die  Ebenen  (i)  und  (2)  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  welche  Bedingung  durch  folgende  Gleichung 
ausgedrückt  wird 


S+-Q  + 


Vdxy  Vdyy   *       \dzj 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Differential  der  Glei- 
chuhg  (i)  öder  mit 

(du>v  .      _    ^düN  »      _    /'du' 


'S''*+Cd^)^y+Cdi)^^  = 
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80  erhält  man 

öäbr  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  A  und  B  sob 
stituirt  und  die  Gleichung  durch 

ds*  =(äx*  4-  dy«  +  dz«)* 
diVidirt 

« 

dx«d«z  +  dy«d*z  — dydzd»y /'duN 

di»  ^^y^ 

dx*d«y  +  dz' d«y — dydzd'z /'düN   ^ 

ds»  \dzj^ 

Da  aber 

dyd*y+ dz  d«z 

d's  =5,— für  dx  =  Const*  ist,  so  hat  man- 

ds 

•         *  # 

jg       (ds  d'z  —  dzd*8)ds         dx«d'z  +  dy«  d*z  —  dydzd'y 

*  ds  ""  dsV  ds* 

iind  eben  so 

dy       dx*d»y  +  dz«d»y-^dydzd«z 

d»  j-*"*  

ds  dgs 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 

Für  die  gesuchte  kürzeste  Curve  auf  der  gegebenen  Fläche  ,  \ne 
zuvor. 


iV-«M«P 


VIERTES    KAPITEL. 


Bewegung  Isines  K6i*p(ers  von  gegeÜisnöf  Gestalt* 


d« 


Wir  haben  bereits  im  zweyten  Capitel  §.  2,  III  die  Glei- 
chungen für  die  fortschreitende  sowohl,  als  für  die  drehende 
Bewegung  eines  Körpers  von  irgend  einer  Gestalt  gegeben.  Die 
Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes  fordert  aber  noc£^  eine  nähere 
Betrachtung  dieseb  Gleichungen,  besonders  der  letzten.  Setzt 
man  der  Kürze  we^en 

N  =  8/(Tx  — Xy)dt.dm 

N/=  SZ-CZx  — Xz)dt.dm 

N'/  =  S/(Zy  —  Y  z)  dt. dm 

iö  geheil  die  drey  letzten  jener  Gleichungen ,  wenn  mah  sie  in 
Beziehung  auf  dt  integrirt  9  in  folgende  über 


S(xdy-ydi)~=N 

dm 
8  (x  J4— jj  dx)  j-  =  N' 


dt 
dm 


S(ydz— 2dy)-j^ 


-  =s  N" 


0) 


und  diese  Gleicbangen  enthalten  die  Theorie  der  Rotation  der 
Körper. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen  ^  dafs  ein  Körper ,  dessen 
Oberfläche  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  recht  winklichten 
Coordinaten  x,  y,  z,  gegeben  ist,  blofs  durch  die  Wirkung 
eines  augenblicklichen  Stofses  sich  um  die  Achse  der  z  drehe, 
ohne  dafs  sonst  äufsere  Kräfte  auf  ihn  wirken.  Heifst  dann  v  die 
Rotationsgeschwindigkeit  irgend  eines  seiner  Elemente  dm ,  des- 
sen Entfernung  yon  der  Achse  der  z  gleich  r  ist ,  so  ist  die  wahre 
Geschwindigkeit  dieses  Elements  y  =  r  •  u 


/ 
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Wenn  aber  ein  Pnnkt gezwungen  ist,  während  seiner  Bewe- 
gung auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben ,  so  übt  er  gegen 
diesre  Fläche  einen  Druck  oder  eine  Kraft  aus,  welche  nach 
Tap.  Ill  §.  3.  I  gleich  ist  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit 
dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  der  yon  dem  Funkte 
beschriebenen Curve,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  wird ,  keine 
äijfseren  Kräfte  auf  den  Körper  wirken.  Da'  aber  diese  Curve 
4  hier ,  wo  wir  die  Bptation  um  eine  Achs^  betrachten ,  ein  Kreis 
des  Halbmessers  r  ist,  so  ist  die  Kraft, 'welche  das  Element  dm 
senkrecht  auf  die  Pieripherie  des  von  ihm  beschriebenen  Kreises 

,«           .,                                                       V*  dm 
d^  h.  senkrecht  auf  die  Rotationsachse  der  z  ausübt j  gleich  -, 

V 

oder  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  i^=  -der  Kürze  we- 
gen gleich  der  Einheit  annimmt ,  gleich  v  dm.  Diese  Kraft  nach 
der  Richtung  der  r  gibt ,  wenn  man  sie  nach  den  Richtungen  der 
Achsen  der  x,  und  y  zerlegt,  und  wenn  man  a  den  W^inkel 
nennt ,  wlE^lchen  r  mit  der  Achse  der  x  bildet ,  die  Kraft 

dX  =  rdm  Cos«  nach  X,  und 
fl  Y  =  r  dm.Sina  nach  y 

Dder  da  t  ^  r  Cos  ce,  und  y  =  r  Sin  a  isti,  so  hat  man  dX  =  xdm, 
und  d  Y  =  y  dm«  Diese  Kräfte  d  X  ,  und  d  Y  entspringen  also 
blöfs  aus  der  Rotation  des  Körpers  um  die  Achse  der  z,  und 
die  erste  derselben  strebt  die  Achse  der  z  um  ihren  Anfangspunkt 
nacb  der  Richtung  der  x  mit  einem  Momente  zu  drehen, 
welches  dem  Produkte  dieser  Kraft  in  ihre  Entfernung  von  dem 
Anfangspunkte  gleich  ist  (Cap.  I  §.  8.),  das  heifst;  mit  demMo* 
mentezdX.  Eben  so  ist  das  Moment  der  zwejten  Kraft,  um  die 
Achse  der  z  nach  der  Richtung  cer  f  zu  drehen,  gleich  z  dY. 

Also  auch  dann,  wenn  keine  äufseren  Kräfte  auf  den  Körper 
wirken,  wird  die  Achse  der  z  doch  durch  die  blöfsen,  aus  der 
Rotation  entstehenden  Schwungkräfte  von  jedem  Elemente  dm 
des  Körpers  den  Druck  zdX  =  xzdm  nach  der  Richtung  der  x, 
und  den  Druck  z  dY  =  yzdm  nach  der  Kiahtuftg«  der  y  leiden, 
und  daher  wird  der  aus  der  Rotation  entsteheiide  Druck  des  gan- 
zen Körpers  auf  die  Achse  der  z  sejn 

/x  z  dm  nach  x  ,  und  fy  z  dm  nach  y 

Wenn  daher  diese  Achse  der  z*  durch  die  Kotation  keinen  Drucb 
leiden  soll,  oder  wenn  der  Körper  um  diese  Achse  sich  f  rej 
drehen  soll,  ohne  diese  Achse,  auch  wenn  sie  nicht  unterstützt 
ist,  selbst  zu  bewegen,  so  müssen  diese  beyden  Kräfte yxz dm 
und /yzdm,  jede  für  sich,  gleich  Null  sejn.  Eben  so  wird  auch 
die  Achse  der  y  keinen  Druck,  leiden  ,  wenn /xy  dm  .=  o  und 
/yzdm  =s  o  ist,  und  die  Achse  der  x,  wenn /xy  dm  =&  o  und 
yxzdm  s=  o  ist. 


9i 

Mxm  nennt  eine  solche  Achse,  welche  durch  die  Rotation 
des  Körpers  um  sie  keinen  Druck  leidet,  eine  fr  eye  Achse» 
Ein  Körper  wird  sich  also  um  jede  seiner  drej  Coordinaienach* 
een  x,  y,  z  frej  drehen  können,  oder  jede  dieser  drey  Achsen 
wird  eine  freye  Achse  seyn ,  wenn  man  hat 

/xydm  =  o,/xzdm  =  o,/yzdm  =  o 

'  I.  Ein  Körper,  der  um  eine  solche  freye  Achse  rotirt,  ohne  4af* 
äufsere  Kräfte  auf  ihn  wirken,  setzt  seine  Rotation  um  diese  freye 
Achse  mit  der  einmahl  erhaltenen  Winkelgeschwindigkeit  unver- 
ändert fort,  und  dje  Achse  bleibt  unbeweglich,  gleichsam  als  . 
wenn  sie  befestigt  wäre,  ohne  däfs  eine  Kraft,  sie  zu  halten,, 
erfordert  wird.  So  sind  z.  ß,  die  drey  conjugirten.  Durchmes- 
ser a ,  b  9  c  eines  homogenen  Ellipsoids  zugleich  die  drey  frejen 
Achsen  desselben.  Denn  nimmt  man  diese  Durchmesser  für  die 
Achsen  der  x,  y,  z,  so  fällt  der  Anfangspunkt  dieser  Coordina- 
ten  in  den  Mittelpunkt  des  Körpers,  welcher  zugleich  der  Schweiz 
punkt  desselben  ist,  und  man  hat  für  dde  Gleichung  seiner  Ober- 
iiäche  ^  /  2 

a*  t«i«  +  a»c»y»  +  t^c'x*  =  a«  b"c" 

Jede  der  drey  coordinirten  Ebenen  der  xy ,  xz ,  und  yz  theilt 
diesen  Köl'per  in  zwey  gleiche  und  ähnliche  Hälften.  Betrachtet  man 
also  z.  B.  irgend  ein  Element  dm  des  Körpers  über  der  Ebene 
der  xy ,  zu  welchem  die  drey  Coordinaten  x^  y ,  z  gehören ,  so 
wird  es  immer  ein  anderes ,  jenem  an  Masse  gleiches  Element 
unter  der  Ebene  xy  geben  ,  dessen  Coordinaten  x,  y  ,  und  —  z 
sind,  so  dafs  die  Difi'erenzialien  xzdm,  und  yz  dm,  welche  zu 
diesen  beyden  Elementen  gehören,  für  die  erste  xzdm  und 
—  xzdm,  und  für  die  zweyte  yzdm,  und—  yzdm  seyn  wer- 
den, wo  daher  jedes  der  bejden  Integralien /x  z  dm  und/yz  dn^ 
die  Summe  einer  unendlichen  Anzahl  von  Diffcrentialien  ist ,  die 
sich  gegenseitig  paarweise  aufheben ,  so  dafs  also  diese  beydeq 
Integraiien  y'xzdm  und  yy  z  dm,  und  eben  so  auch /xydm  für 
diesen  Körper  immer  gleich  Null  sejn  werden,  wenn  nur  die 
Achsen  der  x,  y ,  z  den  Durchmessern  a,  b^  c  parallel  sind, 
und  bey4e  sich  in  dem  Mittelpunkte  oder  dem  Schwerpunkte  des 
Körpers  schneiden« 

■  *  .'■     ■  «        •  ,     ' 

^  Es  sey  die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  Körpers  durch 
drey  willkührliche  senkrechte  Coordinaten  x ,  y ,  z  gegeben , 
die  sich  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  durchschneiden.  Mau 
suche  die  Lage  der  freyen Rotationsachse  des  Körpers  gegen  jene 
drey  gegebenen  Coordinatenachsen  der  x ,  y  ,  z. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zue.rst  die  drey  senkrechten 
Coordinaten  X,  y,  z  auf  drey  andere  ebenfalls  unter  sich  senk- 
rechte Coordinaten  x',  y%  z'  bringen ,'  die  denselben  Anfangi- 
punkt  haben,   und  so  liegen,  dafs 'die  neue  Ebene   x'y'  gegen 

111.  F 
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die  vorige  Ebene  der  xy  unter  dem  Winhel  5  geneigt  sey ,  und 
dafs  die  Durchschnittslinie  dieser  beyden  Ebenen  mit  der  Achse 
der  X  den  Winkel  vj/ ,  und  mit  der  Achse  der  x'  den  Winhel  p 
bilde.  Dieses  yorausgesetzt,  hat  man  bekanntlich  die  Gleichungen 

X  =  x'  (Cos  S  Sin  4»  Sin  j&  +  Cos  yp  Cos  p) 
+  y'  (Cos  »  Sin  4»  Cos  j&  —  Cos  v|/  Sin  p) 
•+■  z'     Sin  ^  Sin  t)/ 

y  =  X'  (Cos  S  Cos  4/  Sin  p  —  Sin  %)y  Cos  p) 
+  y/  (Cos  S  Cos+  Cos  ^  +  Sin  4  Sin  py 
4-  z'    Sin  »  Cos  4 

z  =  —  x'  Sin  S  Sin  f> 
—  y'  Sin  S  Cos^ 
•+■  z'  Cosd 

oder  umgekehrt ,  wenn  man  diese  Werthe  Ton  x ,  y ,  z  nadi 
der  Ordnung  durch  die  Coefficienten  yon  x',  von  y'  und  Ton  z' 
multiplicirt ,  und  diese  drey  Produkte  addirt 

x'  =  X  (Cos  ^  Sin  4  Sin  p  +  Cos  4  Cos  p) 
+  y  (Cos  »  Cos  4/  Sin  j&  —  Sin  4  Cos  fi) 

—  z    Sin  3  Sin  p 

y*  r=  X  (CosS  Sin  4/ Cos  ^  —  Cos  4  Sin  p) 
+  y  (CosS  Cos 4'  Cos  9  -t-  Sin  4^  Sin  p) 

—  z    Sin  3  Cos  p 

2/  =ti  X  Sin  S  Sin  4/ 
+  y  Sin  S  Cos  4/ 
+  z  Cos  3 

Man  erhält  diese  Gleichungen  am  einfachsten  auf  folgende  Art: 

Gehen  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  andere  |,  u,  ^  über ,  -wo 
{  u  in  derselben  Ebene  mit  xy  liegt,  und  wo  die  Achsen  der  $ 
und  X  unter  einander  den  Winkel  4  bilden  ,  so  ist 

X  =  I  Co»  4^  +  '^  Sin  4^       oder        f  =  x  Cos  4'  —  y  Sin  4* 
y  =  u  Cos  4^  •"  I  Sin  4^  «  =  X  Sin  4^  +  7  Cos  4^ 

Gehen  aber  diese  Coordinaten  |,  u,  ^  in  andere  |^  v'^  2'  über, 
•wo  die  Ebene  der  |'ü'  mit  der  Ebene  der|u  den  Winkel  3  bildet, 
und  wo  die  Durchschnittslinie  dieser  beyden  Ebenen  zugleich  die 
Achse  der  |  und  der  i^  ist  9  so  hat  man 
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1  =  1'  oder       {'  =  § 

tf  s  V'  Cos  5  4-  J/  Sin  3  ü'  =  u  Cos  3  —  ^  Sin  2r 

^  =  ^z  Co8^  —  ü'  Sin  d  J'  =  ü  Sin  3  +  ^  Cos  S 

Gehen  endlich  die  Coordinaten  |',  ü'^  ^',  in  andere  x',  y',  z'  über, 
•wo  x^y'  in  derselben  Ebene  mit  f'u'  liegt ,  und  wo  die  Achsen  der 
^'  und  1^  unter  einander  den  Winkel  9  bilden ,  so  ist ,  wid  zuyoir 

|/  =  i'  Cos  ^  —  y'  Sin  9      oder      x'  =  ü'  Sin  p  -f-  i^'  Cos  }^ 

ci/  =5  y'  Cos  (j)  +  x'  Sin  ^  y/  =a  u'  Cos  ^  —  S'  Siil  jEl 

^'  =  z'  z'  =  J' 

£limiuirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  S,  Oj  ^  und 
1^,  v',  ^''  50  erhält  man  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  ^wischen 
X  y  z  und  x'  y'  z'«^ 

I;  Stellt  man  die  drey  ersten  dieser  Gleichungen  durch 

X  =  a  x'  +  b  y'  + .  c  z' 
y  ==  a'x'  •+■  b'y'  +  c'  z' 
z  =  a"x'  +  B"y'  +  c  'z' 

Tor ,  so  sind  die  drey  letzten 

x'  =  ax  +  a'y  +  a"  z 
y'  =  bx  +  b'y  +  b''  z 
z'  =  ex  +  c'y  +  c"  z 

Man  sieht  leicht ,   dafs  diese  Gröfsen  a  b  c  resp.  die  Cosinus  de*]? 
Winkel  sind, -welche  die  Achse  der  x,  mit  den  Achsen  derx',  y',  z'  ' 
bildet,  so  wie  a^b'c'  die  Cosinus  der  Winkel  der  y  mit  x',  y',  z', 
und  endlich  a"  b"  c''  die  Cosinus  der  Winkfei  der  z  mit  x',  y',  z^ 
sind. . 

Da  sich  aber ,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben ,  die  Gröfsen 
x',  y',  z'  durch  x  y  z  blofs  mittelst  drey  Gröfsen  p  ^  und  3  be- 
stimmen lassen ,  so  mufs  es  zwischen  den  neun  Gröfsen  a  b  c 
a'  b'  c'  a"  b"  c",  welche  dieselbe  Bestimmilng  ausdrücken,  sechs 
Bedingungsgleichungen  geben,  wodurch  sie  wieder  auf  d:re7 
Ton  einander  unabhängige  Gröfsen  zurückgeführt  werden.  Man 
erhält  diese  sechs  Bedingüngsgleichungen  ,  wenn  man  die  Tor- 
hergehenden  Werthe  von  x ,  y ,   z  in  der  Gleichung 

X«  4-  y«  4.  z*  a  x'«  +  y'*  +  z'» 

■  _  j 

substituirtj'  und'die  Factoren  von  x'«  y'"  z'*^  x'  y',  x'  z'  und 
y^  z'  einander  gleich  setzt  ,^  So  dafs  man  hat 

a*  +  a'«  +  a"»  ss  1  ab  +  a'b'  +  a''b''  c=  o 

b«  -pb'»  +  b^'»  s=  1  ac  +  a'c'  4-  a''c>'  =  o 

e«  4-  c'»  +  c^"«  =  i  bc  4-  b'c'  4-  b"c''  =  o 

F  2 
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aa'  +  bb'  +  c«'  '- 
aa'/+bb"+  oo"i 
a'a"+b'b"+c'c": 


o 
o 


«^    -I-.  b*  +  C«    =    1 

a'«  +  b'«  +  c''=  1 
a''"-j-b''*+c"»=  I 

II«  Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  dafs 
eine  Ebene  durch  die  gesuchte  freye  Rotationsachse  und  durch 
die  Achse  der  z  die  gegebene  Ebene  derxj  in  einer  Linie  schnei- 
det, welche  letzte  mit  der  Rotationsachse  den  Winkel  v}/ ,  und 
mit  der  Abscisscnachse  der  x  den  Winkel  9  bilde.  Da  diese  Cbene 
durch  die  Rotationsachse  und  durch  die  Achse  der  z^  welche  wir 
für  die  Ebene  der  neuen  x^y*  annehmen  wollen,  auf  der  Ebene 
der  xy  senkrecht  steht ,  so  ist  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
3=  90®,  und  man  erhält  daher  für  die  neuen  Coordinaten  -SL^j^tf 
die  Auailrücke 

'      x'  =     (x  Cos  vj/  —  y  Sin  v|/)  Cos  p  —  2  Siü  p 

y'  =  • — (x  Cos  4'  ^"  y  S^ß  ^)  Sin  p  -^  z  Cos  p 

z'  =       X  Sin  4^  +  7  Cos  v}/ 

Wenn  aber  die  neue  Achse  der  x'  zugleich  eine  freye  Achse  sejn 
soll ,  so  muis  nach  dem  Vorhergehenden  /x'  y'  din  =  o  und 
yx'  z'  dm  =  o  seyn.  Da  übrigens  dieselbe  Achse  auch  durch  den 
%Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  soll,  so  ist  (nach  Cap.  1  fi.  10. Ij 
auch./y'dm  =s  o,  und /z' dm  =  o 

Setzt  man  aber  der^Kür^e  wegen 

/x*  dm  =.  a  und  yxydm  =  d 

y*y»  ddi  =  b  /xzdm  =ä=  e. 

Jz^  dm  =  c  JyzAixi  -ssi  i 

so  gibt  die  erste  jener  Bedingungsgleichungen ,  odet* ,  so  giM 
die  Gleichiingyx'y'dm  =  o,  wenn  man  in  ihr  die  vofherg^hen- 
den  Werthe  von  x'  und  y'  substitilirt, 

2  f  Sin\J/ — 2  e  Cos  vi/ 
tg  2  9  =:  : — P- ; 

'  a  Cos "  Nf' +  b  Sin'  vj/ — c — 2  d  Sin  \J/  Cö^  vj^ 

lind  eben  so  gibt  »die  zweyte/x'z'dm  =  o 

d  (Cos»  vj/— Sin « vj/)  +  (a— b)  Sin  4/ Cos  1^ 

Tg  9  =s  ■ ^ 

e  Sin  >)/  •+■  f  Cos  vj/ 

Substituirt  m«n  diesen  Werth   von  tg  9  in  der  Gleichung 


2  tg^ 


9  so  erhält  man  zwey  Ausdrücke  für  tg  2  ^ ,  und 


wenn  man  diese  beyden  Ausdrücke  von  tg2j&  einander  gleich 
setzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  blofs  die  unbe 
kannte Gröfse  tg  v}/  vorkömmt,  und  die,  wie  man  leicht  sieht, 
für  tg  >|/  des  dritten  Grades  ist.  Da  aber  eine  Gleichung  des 
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dritten  Grades  immer   wenigstens  eine  mögliche  Wurzel  hat, 
•o  hat  auch  jeder  Körper  immer  wenigstens  eine  freye  Achse« 

Um  zu  finden ,  ob  er  deren  noch  mehrere  hat ,  nehme  man 
die  eben  gefundene  freye  Achse  zur  Abscissenachse  der  x  an^ 
wodui;ch /xy  dm  = /xzdm  =  o,  also  d  =  e  =  o  wird.  Wird 
dann  die  andere  freye  Achse ,  wie  vorhin ,  durch  die  Winkel  f 
und  ^  bestimmt ,  so  erhält  man ,  wie  zuvor ,  für  tg  a  p  die  Glei- 
chungen 

(a  Co3*  v|/  +  b  Sin'  vj;  —  c)tg29—  2f  Sin  \}/  =  o  und 
(f  tg  9  4*  (b  —  a)  Sin  vf/)  *  Cos  %|y  =a  o 

und  da  die  letzte  Gleichung  den  Factor  Cos  yp  enthält ,  lo  ift 
^  BS  <jo  I  also-  die  erste  Gleichung 

2  f 
tff  2  9  =r    -r — — 
^      ^  b— C 

und  da.tg  99  einen  doppelten  Werth  hat,  so  gibt  die  letzte 
Gleichung  auch  einen  doppelten  Werth  von  js^,  oder  von  ^. 
Ist  nähmlich  der  erste  dieser  Werthe  von  9  gleich  p%  so  ist  der 
Äweyle  gleich  90  +  9'. 

Man  erhält  also  noch  zwey  andere  freye  Achsen,  die  wegen 
des  rechten  Winkels  '^  alle  bevde  in  die  Ebene  der  y'z'  fallen, 
so  ,  dals  also  jeder  Körper  immer  drey  freye  Achsen  hat,  die 
sich  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  senkrecht  durchschneiden. 

So  ist  z.  B.  bey  allen  Körpern ,  die  durch  Umdrehung  einer 
Curve  um  eine  gerade  Linie  entstanden  sind ,  diese  gerade  Linie 
eine  freye  Achse  des  Körpers,  weil  es  in  jedem  auf  dieser  Achse 
senkrechten  Schnitte  des  Körpers  ,  in  gleichen  Entfernungen  von 
der  Achse ,  auch  zwey  gleiche  Elemente  gibt ,  deren  Schwung- 
kräfte oder  deren  Pressungen  auf  die  Achse  einander  aufhe- 
ben. Die  beyden  andern  freyen  Achsen  liegen  in  dem  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden,  auf  der  Rotationsachse  senkrechten 
Schnitte ,  oder  sie  sind  die  Durchmesser  dieser  kreisförmigen 
Schnitte,  und  da  diese  Durchmesser  sich  unter  einander  durch 
nichts  unterscheiden,  so  sind  sie  insgesaramt  freye  Achsen,  so 
wie  endlich  für  die  Kugel  alle  ihre  Durchmesser  zugleich  freye 
Achsen  sind  (^.  1.  I) 

5. 3. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  (I)  des  §.  1.  wlotler  vor- 
nehmen, und  die  drey  Coordinaten  x ,  y,  z  derselben  aufdrcy 
andere  x',  y',  z' bringen,  welche  letzteren  mit  den  drey  freyeij 
Achsen  d'es  Körpers  zusammenfallen  sollen.  Zu  diesem  Zwecke 
werden  wir  in  den  Gleichungen  (1)  für  x,  y,  z  ihre  Werthe  in 
X*  y'  z'  aus  den  drey  ersten  (ileichungen  in  ^.  3.  substituiren. 

Bey  dieser  Substituüon  werden  wir  also  auch,  da  die  Achsen 
der  x'  y'  t'  zugleick  die  heycu  Achsen  des  Körpers  sind ,  naili 


ß6      * 

dem  Vorhergehendenyx'y'  dm  ==  o  ,y*x'  z'  dm  =  o ,  /y'z'  dm  =  o 
setzen*  Ferpey  wollen  wir  der  Kürze  wegen  annehmen 

y^y/9  -j.  2/8)  dm  =  A     und    pdt  =  d^  —  dv}/  Cos  5 

jr(x'*  +  z'*)dm  =  B  qdt  =  d^/  Sin  S  Sin  9  —  d^.Cos^ 

y  (x'*  +  y/*)  dm  Ä  C  r  dt  =  d\|/  Sin  S  Cos  y  +  d5  Sin  9 

d3  . 

also  auch      —  =  r  Sin  9  —  q  Cos  9 

dv|/     . 

^ —  Sin  d  =  r  Cos  9  rf-i  q  Sin  9 

d9 

^.SinS  =  (r  Cos  9  +  qSin9)  CosS+pSin)^ 

Führt  man  nun  die  angezeigte  Substitution  aus ,  so  erhält  man : 

A q  Sin  S  Sin  9  +  Br  Sin  S  Cos  9  —  Cp  Cos  S  ==  —  N 

(Aq  Cos  S  Sin  9  +  Br  Cos  3  Cos  9  +  Cp  Sin  S)  Cos  vj/ 

+  (Br  Sin  9— Aq  Cos  9)  Sin  4^  =— N' 

(Aq  Cos  S  Sin  9  +  Br  Cos  5  Cos  9  +  Cp  Sin  3)  Sin  yp 

4-  (Br  Sin  9—  A  q  Cos  9)  Cos  v}/  =:  —  N'' 

Wenn  man  diese  drey  Gleichungen  differentiirt ,  und  nach  der 
Differentiation  den  Winkel  \|/  =  o  setzt,  was  erlaubt  ist,  da  man 
die  Lage  der  x  in  der  Ebene  der  xj  willkybrlich  annehmen  kann, 
so  erhält  man ,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

B  r  Cos  9  +  A  q  Sin  9  ?=  P ,  und 
B  r  Sin  9  —  A  q  Cos  9  =  0  setzt 

dS.P  CosS+  SinS.dP  — d.Cp  Cos  S  =  —  dN 

dv)/,Q  —  d5.P  Sin  S+  Cos  5r.dP  +  d.Cp  Sin  S  ==  —  dN' 

d.Q  —  dvJ/.P  Cos  3— Cp  dv}/.Sin3  =  —  dN'/ 

oder  auch ,  wenn  man  die  erste  dieser  drey  Gleichungen  durch 
Cos  S ,  und  die  zweyte  durch  Sin  5  multiplicirt ,  und  die  Diffe- 
renz dieser  Produkte  nimmt 

C  dp  4.  (B-r A)  qr  dt  ==  dN  Cos  S-dN'  Sin  S 

und  eben  so 

Adq+(C— B)pr  dt=-(dN  Sin5+dN'Cos  S)Sin  9+dN''Cos' 

Bdr  +(A-C)pq  dt=—(dN  SinS-J-dN'Cos  3)Cos  9-dN"Sin  9J 

und  diese  Gleichungen  sind,  wie  wir  später  sehen  werden,  sehr 
geschickt,  die  Botation  der  Körper  zu  bestimmen,  wenn  diese, 
wie  es  bej  den  Körpern  des  Himmels  der  Fall  ist,  nahe  um  eine 
freye  Achse  statt  liat* 

Die  in  dem  Vorhergehenden  eingeführten  drey  Gröfsen  p,   q,r 
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9ind  vorzüglich  defswegen  merkwürdig ,  weil  sie  es  sind ,  wel- 
ehe  die  Lage  der  Rotationsachse  des  Körpers  für  jeden  Augen- 
blick bestimme^*  Man  hat  i^ämlich  für  die  Punkte  ,  die  in  der 
Rotationsachse  liegen ,  die  drey  Gleichungen ,  dx  =  o  ,  dy  =  o 
und  dz  =  o*  Differentiirt  man  daher  die  duroh  die  drey  ersten 
Gleichungen  des  S. 2,  gegebenen Werthe  von  x,  y,  z  in  Bezie« 
hung  auf  i^,  9  und  vp  und  setzt  wieder  nach  der  Diffe|:entiation  '4/cso, 
s»  gehen  diese  drey  Gleichungen  dx  =  o,  dy  =  9,  dz  ss  o  nach 

der  Ordnung  in  folgende  über : 

« 

o=x'(dv)/CosdSin9 — d9Sin9)-f-y^C^4^Cos^Cos9**^9Co8  9) 

4-  z'  dvj/  Sii>  d • • .  (i) 

=  x'  (d^  Cos  3  Cos  9> — d3  Sin  »  Sin  9— rdvji  Cos  9) 

-|-y '(dvj/  Sin  9— d9  Cos  3  Sin  9— d^  Sin  d  Cos  9) + z'd3  Cos  3 . . .  (2) 

0  =  x'  (d3  Cos  3  Sin  9  +  d9  Sin  St  Cosi  9) 

-f  y'(d3  Cos  3  Cos  9— d9  Sin  S  Sin  9)  +  z'43  Sin  S  • , .  •  (3) 

Combinirt  man  aber  diese  drey  Gleichungen  auf  folgende  Art 

—  (1)  Sin  9  +  (2)  Cos  3  Cos  9  +  (3)  Sin  3  Cos  9,  und 

(i)Cos9  +  (2)  CosS  Sin  9  -J-  (3)  Sin  d  Sin  9,    und  endlich 
+  (2)Siii$  —  (3)Co83 

so  erhalt  man  nach  der  Ordnungjder  drey  Gleichungen 

o  s=s  px' — q  z'  1 
o  =  py'— r  z'  K4) 
o  =  qy/— rx'J 

von  welchen  jede  eine  Folge  der  beyden  andern  isU  Diese  letz- 
ten Gleichungen  gehören  abier  für  eine  gerade  Linie ,  nähmlich 
für  die  gerade  Linie,  welche  während  der  Rotation  des  Körpers 
in  jedem  Augenblick  in  Ruhe' bleibt,  d*  h.  sie  gehören  für  die 
Rotationsachse ,  und  wenn  diese  Rotationsachse  mit  den  Achsen 
der  x'  y'  z'  nach  der  Ordnung  die  Winkel  %j  fx^  v  macht ,  so 
hat  man 


CosA.:^ — ^  z:>CQaft= —  — ^  Cosygs  — ^ 

Kp'+q'+r*  \/p'+q'+r'  x/p'+q'+r'' 

Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit  der  Rotation  des  Körpers 
um  diese  Achse  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Punkt  der  Achse  der  a^ 
betrachten,  der  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  um  eine 
Gröfse  entfernt  ist ,  die  wir  für  die  'Einheit  annehmen  wollen. 
Für  diesen  Punkt  ist  also  x'  =  o ,  y'  =  o  und  z^  =s  1 ,  also  die 
drey  ersten  Gleichungen  des  ^.  2* 

X  =  Sin  S  Sin  \J/ ,    y  =  Sin  S  Cos  vj> ,   z  =  Cos  3 

Die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes ,  parallel  mit  den  drey  Coor- 


SS 

dihaten  t^  J  z  zerlegt,  ist  daher,  -^,   '—^  und  --,   oder  wenn 

man  wieder  nach  der  Differentiation  \|/  =  o  setzt 

d^  .   di»  dd 

VT-  Sin  S,   ^-  Cos  S  lind  —  -r-  Sin  3 

dt  dt  dt 

und  daher  ist  auch  die  eigentliche  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 


^^dx»  H-dy«  +  dz»  _  \/dS«  +  dv)/»  Sin»  Sr  _     r-, 
dt  dt 


r* 


Da  man  aber  die  absolute  Geschwindigkeit  eines  Punktes  erhält, 
der  sich  ura  irgend  eine  Achse  bewegt,  wenn  man  die  Winkelge- 
schwindigkeit desselben  mit  seiner  Entfernung  von  dieser  Achse 
multiplicirt ,  und  da  hier  diese  Entfernung  gleich  Sin  v  ist ,  so 
ir.t  die  Winkelgeschwindigkeit  d«  dieses  Punktes  ^  also  auch  die 
des  Körpers  selbst 

^  Sin  V 
oder  da  nach  dem  Vorhergehendem 


=V 


Sin,.==l/       ^'+'*' 


p«+q»+r» 

ist,    so  hat  man   für  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit    dci 
Körpers 


d«=  j/p«-j-qa+r« 

also  auch 

p  =  d^^.  Cqs  V 

q  =  du /Cos  X,  und 

r  =  d  y .  Cos  ft 

Die  Lage  der  Rotationsachse,  so  wie  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Körpers  für  Jeden  Augenblick  hängt  daher,  wie  die  vorher- 
gehenden Gleichungen  zeigen,  Ton  den  Groi'sen  p,  q,  r  ab, 
und  man  sieht  zugleich ,  dafs  auch  die  rotirende  Bewescung  eines 
Körpers,  so  wie  die  progressive  sich  in  drey  andere  Drehungen 
um  drey  unter  isinander  senkrechte  Rotationsachsen  auflösen  läfst 

l.  In  dem  Yorhcrgehenden  sind  die  Achsen  der  x,  y,  z 
ihrer  Lage  nach  willkührliche ,  aber  im  Räume  fixe  länien , 
während  die  Achsen  der  x'  y'  z',  die  denselben  Anfangspunkt 
haben,  in  dem  Körper  fix,  also  mit  dem  Körper  beweglich 
sind,  und  die  mit  ihnen  parallelen  Coordinaten  x'  v'  z'  bestim- 
men die  La^e  eines  Elementes  des  Körpers  gegen  den  Anfangs- 
punkt. Die  Cöordinatc^i  x  y  z  sind  also ,  so  wie  die  Gröfsen  ab« 
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9i'  b'  c^..«  (§  9.  I)  iu  jedem  Augenblicke  dieselbe  n  für  alle 
Elemente  des  Körpers ,  aber  sie  andern  sich  mit  jedem  Ai7gen- 
blicke,  oder  sie  sind  Functionen  der  Zeit,  während  im  Gegentheile 
die  Gröfsen  x'  y"  z'  sich  nur  bej  dem  Uebergange  von  einem 
Elemente  des  Körpers  zu  einem  andern  Elemente  sich  ändern  ^ 
aber  für  dasselbe  Element  immer  dieselben  Werthe  haben  |  also 
TOn  der  Zeit  unabhängig  sind* 

Differe^ntiirt  man  daher,  diesem  gemäfs,  die  drey  (in  §•  9«  l) 
für  Y,  y,  und  z  gegebenen  Werthe  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t^ 
so  erhält  man 

dx  da  db     .  de 

dt  dt   T^f     dt   ^        dt 

Aj  AaI  db'  de' 

-di  =  '''  dT  +  y'-dt  +  ^'Tt 

dz  da"  db"  ,         de" 

Tt^'^'-dr+y' dT+^'-dT   • 

_   _.        ,_      ,  dx     dy     dz     _       ,         -        .    v         4 

und  diese.  Wfcrtne  yon-rp,  -^  ,  -r-   drücken  für   leden   Aueen- 

dt'    dt'    dt  ^  ^ 

blick  die  nach  der  Richtung  der  Achsen  der  x ,  y ,  z  zerlegten 
Geschwindigkeiten  des  Elementes  aus,  dessen  Coordinaten  x'y'z' 
sind*.  Will  man  daher  diejenigen  Punkte  des  Körpers  kennen, 
die  in  jedem  Augenblicke'  in  Buhe  sind,  oder  keine  Geschwin- 
digkeit haben  9  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Glei- 
chungen 

x'  da  +  y'  db  +  z'  de  =0*1 

x' da'-J- y' db'+ z' de' =  o  1(5) 

X'  da^/+  >'  db/'+  z'  dc''=  q  J 

Setzen  wir  der  Kürze  uregen 

pdt  =  bda  +  b'da'  +  b/'da'/  1 

qdt  =  cdb  +  c'db'  +  c'Mb/',  und  J>(6)  '      • 

—  rdt  =  cda  +  c'da'  +  c'^da"  J 

so  hat  man ,  vermöge  der  in  §•  2.  I  gegebenen  Bedingungsg1e|- 
chungen  zwischen  den  Gröfsen  a  b  c  •  •  •  •  auch  folgende  Ausdrücke 

—  pdt  =  adb  +  aMb'+  a''db" 

—  qdt  =  bdc+b'dc'  +  b'/dc" 
rdt  =  a'dc  -f"  a'dc'-|-  a"dc''' 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (5)  nach  der  Ordnung  durch 
c,  c',  c'',  so  erhält  man  für  die  Summe  diesfer  Produkte  (da' nach 

f.,2.  I..  c*  +  c'« -j- c"«  =  1  also  cdc  +  c'dc'+c''dc''s=o  ist; 
die  Gleichung 
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qy  —  rx'  =  o 

Multiplicirt  man  dieselben  Gleichungen  naeb  der  Ordn|ing  d 
b)  b^  V^  sp  erhält  maij 

P?l'  —  qz'  =  p 

und  endlich  eben  so ,  wenn  inan  sie  durch  a  a^  ^^^  multiplicix 

,rz' — py'  =  o 

und  da  diese  drey  Gleichungen  mit  den  bereits  oben  erlialti 
Gleichungen  (4)  identisch  sind  ,  so  sind  auch  die  in  (6)  anger 
menen  Werthe  yon  p,  q»  r  identisch  mit  jenen,'  welclie 
im  Anfange  des  §•  3  angenommen  haben,  wie  maii  sich  auchlc 
durch  eine  unmittelbare  Yergleichung  überzeugen  kann ,  y 
man  in  (6)  die  oben  durch  9%)/ und  3  gegebenen  Wprthe 
ab  c •  • .  substituirt« 

II«  Zwischen  diesen  O^^öfsen  a  b  c  r-«.  und  p  q  r  gibt  esi 
einige  merkv^ürdigq  Relationen,^  welche,  wir  hier  kurz  anze 
wollen» 

Es  war  rdt  =  ade  +  aMc'  +  a''dc'' 

--r.qdt  =  bdc  +  b'dc'  -j- b"dc'^        * 

o  =  c  de  -f-  C  de'  4"  c"  de'' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen   nach   der  Ordnung    di 
a  ,  b ,  c  so  findet  man  de  ==  (ar  — bq)  dt. 

Multiplicirt  man  sie  aber  durch  a'  b^  c'  und  dann  di 
a"  b''  c",  so  erhält  man 

de'  =»  ($1' r — ^b'q)dt,     und 

de"  ==  (a''r  — b"q)dt 

Behandelt  man  eben  so  dip  Gleichungen 

qdt  =  cdb  4-  cMb'-f  c"  db" 

— p  dt  =  a  db  +  a'  db'  +  a"  db'' 

o  =  bdb  +  b'db'  +  b"db'/     • 
so  erhält  m^n 

/      d  b   =  (c  q  —  a  p)  dt 

.  d  b'  r=  (c'  q  —  a'  p)  dt 

dh"=  (c''q  — a"p)  dt 

Behaudell  man  endlich  ebe^  so  die  Gleichungen 

p  dt  =  bda  +  b'da'  +  1>"  ^^'' 
—  r  dt  =  c  da  +  c'  da'  -f-  c"  da" 
o  =:  a  da  -|-  a'  da'  +  a''  da" 
so  erhalt  man 

d  a^  =  (b  p — c  r)  dt 

d  a'=  (b'p  — c'r)dt 
d  a"=  (b"p  — c"r)dt 
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Endlich  hat  man  noch 

q  da  -4-  r  db  "-fr-  p  de  =  0 

»qda'+  rdb'-|"  pdc'  =  o 

qda"+rdb"+pdc''s=  o 

Man  nennt  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse ,  die  Summe  der  Produkte  aller  Ele- 
mente des  Körpers  in  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  Ton  dieser 
Achse.  Die  in  ^«  3.  mit  A,  B,  C  bezeichneten Gröfsen  sind  also 
die  Momente  der  Trägheit  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die 
Achsen  der  x'  j'  z^ 

Sey  eben  so  C^  da^  Moment  der  Trägheit  desselben  Körpers 

in  Beziehung  auf  die  Achse  der  z,  so  Jst  C  =  /(x«  +  y*)  dm» 

I      Substituirt  man  in  diesem  'Ausdrucke  die  Werthe  von  x  und  y , 

>     welche  wir  in  den  zwey  ersten  Gleichungen  §•  2*  gegeben  haben, 

und  bemerkt  man ,  dafs 

/x^y'dm  =/x'z/dm  =:yy'z^dm  =  o 

ist ,  so  erhält  man 

C  =  A  Sin«  S  Sin«  9  +  B  Sin«  S  Cos«  9  +  0  Cos«  3 

^     Sind  aber  aßcy  die  Winkel ,  welche  die  Achs^  der  z  mit  den 
Achsen  dor  x'  j'  z*  bildet ,  so  ist  bekanntlich 

Cos  u  =  Sin  ^  Sin  9 

Cos  ß  =  Sin  S  Cos  9  und 

Cos.<y  =s  Cos  S, 
also  ist  auch 

C  =  A  Cos*  a  +  B  Cos«  ß+  C  Cos»  cy 

Wenn  man  daher  die  Momente  der  Trägheit  in  Beziehung*  auf 
die  freyen  Achsen  des  Körpers  durch  die  Quadrate  der  Cosinus 
der  Winkel  multiplicirt ,  welche  diese  freyen  Ach$en  mit  irgend 
einer  andern  neuen,  ebenfalls  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Achse  bilden ,  so  ist  die  Summe  dieser  drey  Produkte  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Beziehung  auf  diese  neue  Achse.  Da  die 
Gröfsen  A ,  B  ,  C  ihrer  Natur  nach  immer  positiv  sind ,  so  mufs, 
wie  die  letzte  Gleichung  zeigt ,  C  kleiner  seyn  als  die  gröfste 
der  drey  Gröfsen  A,  B,  C,  und  gröfser  als  die  kleinste  dieser 
drey  Gröfsen ,  so  dafs  daher  das  gröfste  und  kleinste  Moment 
eines  Körpers  der  freyen  Achse  desselben  zugehört.  Ist  nämlich 
z.  H.  A  das  gröfste  von  den  drey  Momenten  A,  B,  C,  so  läfst 
sich  die  letzte  Gleichung ,  wenn  man  in  ihr 

Cos'  cc  =  1  —  Cos«  ß  —  Cos«  7 
setzt,  auch  so  ausdrücken 

C/  =  A  —  (A  —  B)  Cos«  ß— (A^C)  Cos«  y 
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und  üa  hier  (A  —  B)  und  (A  —  C),  so  wie  Cos^  ß  und  Cos*  <y 
immer  positive  Gröfsen  sind,  so  ist  auch  immer  C  <  A*  Ut 
aber  C  das  kleinste  der  drej  Momente  A,  B,  C,  so  ist  C'=iC 
^  (A  — C)  Cos»  «  +  (B  — C)  Cos"  ß  und  daher  auch  immer 
C'>  C 

I.  Sind  für  einen  Körper  die  beyden  Momente  der  Trägheit 
A  und  B  einander  gleich ,  so  gibt  die  yorhergehende  Gleichung 

C/ =.A  Sin«  <y  +  C  Cos«  <)f 

also  C^  unabhängig  yon  den  Winkeln  a  und  ß«  Nimmt  man  also 
an,  dafs  <^  ein  rechter  Winkel  ist,  d«  h.  dafs  die  Achse  der  z 
senkrecht  auf  der  Achse  der  z^  steht ,  so  ist  C^  =  A ,  oder  die 
Momente  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  alle  Achsen,  die  in 
der  Ebene  der  x^y*  liegen ,  sind  unter  einander  gleich ,  und  alle 
diese  Achsen  sind  freye  Achsen,  wie  dieses  der  Fall  mit  den 
durch  K  otation  einer  Curve  entstandenen  Körpern  ist  (^«  2.). 
Hätte  man  endlich  A  =  B  =  C,  so  wäre  auch  allgemein  C'  =  A, 
oder  dann  sind  alle  Achsen  des  Körpers,  die  in  irgend  einer 
Bichtung  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehen,  zugleich  freje 
Achsen,  wie  dieses  z.  B.  mit  der  Kugel  der  Fall  ist« 

IL  Kennt  man  das  Moment  der  Trägheit  eines  Korpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse,  die  durcH  seinen  Schwerpunht  geh^, 
so  kann  man  daraus  leicht  auch  das  Moment  der  Trägheit  für 
jqde  andere  der  ersteren  parallelen  Achse  finden* 

Sey  z  B.  die  erste  gegebene  Achse  die  der  z ,  die  also  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  der  zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  seyn  soll.  Die  zweyte  der  ersten  parallele  Achse  soll  die 
Ebene  xy  in  dem  Punkte  x  =  a ,  y  =  ß  schneiden.  Sey  a  die 
Distanz  des  Schwerpunktes  von  dieser  zweyten  Achse ,  also  a«  =«* 
+  |3*,  Sey  ferner  r  die  Distanz  eines  Elementes  dm  des  Körpers 
von  der  ersten ,  und  r'  von  der  zweyten  Achse  ,  also 

r«  =  x'  +y'  und 

r  »  =3  (x  —  «)*  +  (y  —  ß)^,  also  auch 
r'»  ^  x«+y«  +a'^  +ß»  —  ?  («  X  +ß.y) 
=  r"+a»  —  2(ax-j-ßy) 

Multiplicirt  man  den  letzten  Ausdruck  durch  dm,  und  integrirt, 
so  ist 

fr'^  dm  =  /r»  dm  +  8i*/dm  —  2a/x  dm  —  2  ß  ry  dm 

Da  aber  der  Voraussetzung   gemäfs ,   der  Schwerpunkt    in   der 
«Achse  der  z  liegt,  so  ist  (Cap.  I  ^.  lo*  II) 

/x  dm  =  /y  dm  =  o 

ferner  ist  /dm  =  m  die  Masse  des  ganzen  Körpers  , 

also  auch      /r'**  dm  =3  /r»  dm  +  a'  • »" 

Mfin  erhält  also  das  gesuchte  Moment,  wenn  man  zu  dem  gege- 
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henen  Momente  die  Masse  des  Körpers,  multiplicirt  in  das  Qua« 
drat  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Achse 
addirt.  So  ist  für  die  Kugel ^  deren  Halbmesser  ä  ist,  wie  wir 
bald  sehen  werden , 

fr^  am  2*  — —- ,  und  nl  =    — :: —  ,  also  ist  auch  das  Moment  der 

Kugel  für  eine  Achse,  welche  die  Oberfläche  der  Kugel  tangirt^ 
gleich 

»7ra5     ^    /jjra«         28        . 

i5    ^      3  »5 

Nennt  man  überhaupt  mh*  das  Moment yr' dm  für  eine  durth 
den  Schwerpunkt  de^  Körpers  gehende  Achse,  so  hat  man 

/r/»dm  =  m(k*+a") 

imd  da  k'  seiher  Natur  nach  immer  positiv  sejn  mufs  ,  so  sieht 
man,  dafs  das  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  in  Beziehung 
auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  immer  kleiner 
ist,  k\s  das  in  Beziehung  auf  jede  andere  mit  jener  parallelen 
Achse,  und  dafs  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  Körpers 
in  Beziehung  auf  solche  Achsen,  die  gleich  weit  von  dem  Schwer- 
punkte  entfernt ,  und  unter  einander  parallel  sind ,  auch  alle 
unter  einander  gleich  seyn  müssen* 

§•  6. 

•    Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  zuerst  die  Momente  der 
Trägheit  einiger  Körper  für  besondere  Fälle  zu  bestimmen  suchen* 

I.  Man  suche  die  Momente  der  Trägheit  eines  rechtwinklich- 
ten  Parallelepipedums^ 

Sind  a  b  c  die  Längen  der  drey  Seiten  desselben,  die  mit 
den  Achsen  der  x  7  z  parallel  sind,  so  ist  das  Vollem  des  Kör- 
pers gleich  abc,  und  diesem  Ausdrucke  ist  auch  die  Masse  m  des 
Körpers  proportional,  wenn  die  Dichte  desselben  in  allen  seinen 
Theilen  dieselbe  ist.  Das  Moment  d«r  Trägheit  in  Bezieliung  auf 
die  Achse  der  z  ist  /(x«  +  y«)  dm  oder  fff{x^  -j"  7*)  ^^  ^7  ^z. 
Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  iü  Beziehung  auf  z ,  von 
2J  =  o  bis  z  =  c,  so  hat  man*  c  .ff(x*  +  y«)  dx  dy ;  integrirt 
man  diese  Gröfse  in  Beziehung  auf  y  Ton  y  =  o  bw  y  =  b ,  so  ist 

^  1    b«\  ,  ,  » 

c«y{  bx'  -J-  r-    )  dx3  integrirt  man  endlich  auch  diese  Gröfse 

(a»b      ab«\ 
~ü — 1 — üT  J^ 

also  ist  das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse 
der  2  gleich  -^  (a'  +  «')  =  ^  (a'  +  b") ,  und  eben  so  in  Be- 
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Ziehung  auf  y  gleich  --  (^^  +c*) ,  und  endlich  in  Beziehung  auf 

3 

m 
X  gleich  —  (h*-|-c"),  vnd  diese  Achten  der  z  y  x  gehen  hier 

durch  denßcheitel  eines  der  acht  Winkerfles  Körpers;  gehen  sie 
aber  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  der  zugleich  sein  Mit- 
telpunkt ist,  und  sind  sie,  so  wie  zuvor,  den  drey  Seitenflächen 
des  Farallelepipedums  parallel ,  so  hat  man  für  die  Momente  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse  dei*  z  ^  y  und  x  die  Aus- 
drücke 

7^  (a' +!>«);-  (a»  +  c«)  und  —  (b«+c«). 

i 

Für  den  Würfel ,  dessen  Seile  gleich  a  ist ,  hat  man  d[aher  in 
dem  ersten  Falle  das  Moment  der  Trägheil  für  jede  der  drey 

Achsen  «j*  a*m,  und  in  dem  ^weyteti  Falle  —  a^io. 

IL  Man  suche  die  Momente  der  Trägheit  eines  senkrechten 
Cylifaders  mit  kreisförmiger  Basis* 

Sey  2  a  die  Höhe  des  Cylinders  ,  und  c  der  Halbmesser  der 
Basis,  also  m  =  2  7rac'.  Ist  der  Anfang  der  Coordinaten  der 
Mittelpunkt  der  Achse  2  a  des  Cylinders  ,  in  welcher  auch  die 
Achse  der  x  liegt ,  während  die  Ebene  xy  mit  der  Ebene  der  Ba- 
sis paralliel  ist ,  so  hat  man  erstens /x'  dm  =yx»  dxdydz.  lute- 
grirt  man  diesen  Ausdruck  in  Beziehurg  auf  z ,  und  setzt  nach 
der  Integratioii 

z  =  [/'c* — y*  ,  so  ist  yx«  dm  =/x»  dx./dy  J/c» — y«l 


Es  ist  aberydy  J/^c*— y«  yon  y  =  o  bis  y  =  c  Tiermahl  genom- 
men gleich y^  dy  \/ö* — y'  =  ^c«  ,  also  ist/x«  dfn  =:  3rc»yx»dx 

oder  «rc"   /      x"dx  =  I  3rc«a'=  -— - 

Eben  äö  istjzweytens 
yy2  dm  =  /dx/y«dy  j/ca-^y«.  Aböl' 


ITC*  J 


y'dy  \/c»— y^  =  •-r',' welches  yiermahl  genommen  gibt 


*c*    >,*    _  mc 


fy^Am  =  — -  /    dx  rs^orc^ars 
Drittens  endlich  ist 


% 


fz^  dm  =if6.T,fz*  dz  y'c" — z* ,  oder  weiin  man  diesen  Ausdruck 
wie  den  Vorhergehenden  behandelt 


fz^  im  = 
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4 

Es  ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  des  Gylinders  in  Beziehung 

auf  diejenige  Achse,   ii'elche  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis 

senkrecht  auf  dieseiberigeht ,    oder  in  Beziehung  auf  die  Achse 

mc* 
der  i  gleichy(y*  +  z*)  dm  = 5  auf  die  Achse  der  y  aber 

(a«       c«\ 
•5 — h  7"y »  ^Jid  anf  die  Achse  der  z  end- 

(a"         c«\ 
—  +  — - ) .   Dife  beyden  letzten  sini} 

also  gleich.     Ueberhaupt  sind  die  Momente  in  Beziehung  auf 

alle  Durchmesser  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 

teu  mit  der  Basis  paralellen  Kreises  einander  gleich,    da  man 

^        ,  a  f       _  a  /yz  dm 

nach  g«  a.  hat  te  a  9  =  r öd6r  tg  a  9  =s  — r-r =r-  •   Eft 

^  °     ^         b — c  ^     ^       yy«dm— ;/z"dm 

ist  aber^  da  man  für  jedes  Element  -i-  J^  dm  über  der  ^bene 
det  xjr  ein  ähhlicbes  —  yz  dm  unter  dieser  Ebene  hat,  /yzdm=o, 
und  da  überdiefs  nach  dem  Vorhergehenden  yy '  dm  =±  /z'^  dm 

ist ,    so  hat  man  tg  a  9  =:    —  oder  der  Winkel  f  bleibt  unbe- 

stimmt« 

IIL  Man  suche  das  Moment  der  Trägheit  einer  Kugel  inBe- 
eiehung  auf  einen  ihrer  Durchmesser. 

Ist  a  der  üalbmessei  der  Hügel;  so  ist  ihr  Volüm  oder  ihre 

Masse  m  =ä   — r — 9  und  ihr  [Moment  der  Trägheit  in  Beziehung 

o 

auf  die  Achse  der  x  gleich  /(y»  ^z^)äm^  Es  sey  r«  =  y«  -f-^' 

und  y  =  r  Cos  9 ,  z  =  r  Siil  9  ,  so  ist  dm  =  r  dr  d9  dx  und  daher 

y'r"  dm  =y'r*drd9dx  :?=  ä^ryr^drdx,   weil  yd9   =   a  ir   ist« 

Man  hat  aber 

3ir/r3  dr  dx  =  * /r*  dx  =  — /(a«— 1»)"  dx 


_  (a*  X-  -3-  +  ^; 


a 


?^immt  man  diesen  Ausdruck  voll  x  =  a  bis  x  ==  —  a ,  so  erhält 
man  für  das  gesuchte  Moment 

yr«  dm  =  y*(y«  +  z')dm  =  —  a^.sr  =  —  a»m 

ty.  Man  suöhe  das  Moment  der  Trägheit  einer  Kügelschale 
von  gegebener  Dicke  in  Beziehung  auf  irgend  eine  durch  den 
Mittelpunkt  der  Schale  gehende  Achse, 


m 


y6 

Ista  der  Halbmesser  der  äufseren,  und  h  der  inneren  Gränze 
der  Schale,  also  (a  —  b)  ihre  gegebene  Dicke,  so  ist  ihre  Masse 

Für  eine  Kugel  des  Halbmessers  a  ist  nach  III  das  Moment 
der  Trägheit  gleich         a'.sir,  und  füt*  eine  Kugel  des  Halbmei- 

ö 

sers  b  ist  das  Moment —r  h^.x,  also  ist  das  gesuchte  Moment  der 

gegebenen  Schale  gleich 

8    .  ,     ,  ..  .        3      a^— b5 

2      a^+a^b  +  a«b«4-ab>+b- 
'^  ö*  a«  +  ab  +  b* 

ist  die  Dicke  der  Schale  unendlich  klein ,  also  a  =s  b ,   so  ist  dai 

Moment  der  blofsen  Oberfläche  einer  Kugel  gleich  7^  a^  nt 

V.  Man  suche  das  Moment  der  Trägheit  derjenigen  Körper, 
welche  durch  Umdrehung  einer  Curve  um  eine  geradlinichte  Achse  j 
entstehen ,  in  Beziehung  auf  diese  Achse. 

Aus  irgend  einem  Punkte  dieser  Rotationsachse ,  ^vf eiche  zn«! 
gleich  die  Achse  der  x  seyn  soll ,  denke  man  sich  mit  dem  Halb- 
messer r  und  r-f-dr  zwey Kreise  gezogen,  so  ist  die  ringförmige 
Fläche,   welche  zwischen  den  Peripherien  dieser  zwey  Kreise 
enthalten  ist,  gleich  (r -|-  dr)'*  x  —  r»3r  =  2;rrdr,  wenn  mao 
die  zweyten  Differentialien  Yon  dr  yernachlässiget.  Multiplicirt 
man  diese  Jb  lache  durch  dx ,  so  erhält  man  für  den  körperlichen 
Inhalt  des  so  entstehenden  Binges  2  ^rrdrdx.  Da  alle  Funkte  diV| 
ses  Binges  yon  der  Botaiionsachse  um  die  Gröfse  r  entfernt  sind, 
so  i^t   das   Moment  des    Binges   in  ifeziehuhg  auf  diese  Achse | 
=  //'2^.r3  dr  dx.  Ist  aber  die  Gleichung  der  rotirenden    Curve 
zwischen  den  Abscissen  x  und  den  darauf  senkrechten  Coordina* 
ten  y  gegeben,  so  wird  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  yon 
r  =  o  bis  r  =  y  integriren  ,    so    dal's  man  für  das  gesuchte  Mo-I 

ment  des  ganzen  Körpers  den  Ausdruck  -^  fy^  dx    erhält,    wo- 

durch  also  die  Bestimmung  des  Motnönts  solcher  Körper  auf  eine 
einzige  Integration  zurückgeführt  wird, 

Exempel  A,  Für  den  Kreis,  dessen  Halbmesser  a  ist, 
bat  man  y"  =  2ax  —  x*,  also  das  gesuchte  JMoment  eines  Kugel- 
Stückes,  zu  welchem  die  Abscisse  x  yom  Scheitel  genommen  gehört 
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Tür   die   ganise   Kugel   ist  x   =s   2a^   also  ihr  Moment 

wie  zuvor. 

Exempel  B.  Ist  die  rotirende  Curve  eine  Gerade ,  und 
ihre  Gleichung  y  =  ax  -^  b ,  so  ist  das  Moment  des  so  entste- 
henden K  e  g  e  1  s  gleich 

^/(ax  +  b)-  äx  =  -r^  (ax  +b)'. 

Nimmt  man  diesen  Ausdruck  Ton  x  =  —  —  (d.  h#  yon  y  =  o) 

a 

'  bis  X  =  h ,  so  ist  das  Moment  des  Kegels ,   dessen  Höhe  h  ist , 

gleich  — -  (ah  -f-  b)*.    Nimmt  man   aber  jenen  Ausdruck  yon 

X  =:  o  bis  X  =  h ,    so  erhält  man  für  das  Moment  des  abge- 
stumpften Kegels,  dessen  Höhe  h  ist ,  den  Ausdruck 


lO.a 


[(ah  +  b)5— bs] 


s 

Ist  endlich  a  =  o ,    oder  ist  die  rotirende  Gerade   parallel  zur 

Rotationsachse  ,    so  erhält   inän  das  Moment  eines  Cyliuders  , 

«b*  h 
dessen  Höhe  h  und  Halbmessdr  der  Basis  b  ist,   gleich    ■     .    ■ 

"Wie  in  II, 

YL  Man  suche  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  EUip- 
soids ,  in  Beziehung  auf  seine  drey  durch  seinen  Mittelpunkt 
gehenden  Achsen  a  b  c.  Sind  diese  Achsen  zugleich  die  Coordi- 
tenachsen  der  ^  j  z,  so  hat  man  für  die  Gleichung  der  Oberflä- 
che des  Ellipsoid&r 

ä«  b*  z»  +  a»  c«  y'  +  b«  c*  i»  =a»'b«  c» 

»  '    .  ■ 

Das^  Moment  der  Trägheit  dieses  Körpers  in  Beziehung  auf  die 
Achse  der  z  ist  C  =: /J'f{\^  +  y')  dxdydz.    Integrirt  man  die* 
»    6en  Ausdi'uck  zuerst  in  Beziehung^auf  z ,  so  ist 

.  C  =//(x*  +  y ")  z  •  dx  dy  +  Const!. 

Di'e  zwey  äufsersten  Werthe  von  z  sind  aber 


V  a»       b»  \  &'       b* 

also  auch  jenes  Integral  zwischen  diesen  zwey  Werthen  yon  z 
genommen 

C  =  ^ie(x«  +  y)  -v/j'-^_yl;  die ay,  oder 


III. 


ä 


98 


Setzt  man  der  Kürze  wegen  r'  =  b*  —  — j— »  so  ist  der  erste 
Theil  des  yorhergehenden  Ausdruclis 


X*      .     . 2C 


Um  die  Gränzen  des  Integrals 

^ -  , y 

Jdy  |/r^— r  =  »  y  \/r'— y'  +  i  r«  Are.  tg 


zu  finden,  hat  man  für  den  Schnitt  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 

der  xy  die  Gleichung 

b»x» 
a'y^'+b^x*  =  a»b',  oder  y'  =b' — oder  endlich  y*=r', 

a 

so  dafs  diese  Gränzen  y  =:  -4-  r  und  y  =  —  r  sind  ,   und  m» 


r«ar 


also  hat  ydy  \/r" — y*   =  --   *  Es  ist  daher  der  erste  Theil  der 
Gleichung  (i) 

^/r«x«dx=^/(a«-xOx«dx, 
jj  a  X  * 

und  dessen  Integral  yon  x  =  a  bis  x  =  —  a  gleich  —  a'  bc.fi 

Ganz  eben  so  findet  man  für  den  zweyteti  Theil  der  Gleichung  (i) 
den  Ausdruck  —  acb^«  ^,  und  daher  das  Moment  der  Trägheit 

des  ganzen  Ellipsoids 

in  Beziehung  auf  die  Achs  der  z*  •••  —  abc.^(a'>-|~'b")=sC 

.  ♦  .  j ♦.♦••♦•  y  ..♦  «-^ ab c.'jffa«  +  c*)  =B 

<..,..*.«x.*..JLabc.ir(b«  -|-c*)=A 


Das  Volum  oder  die  Masse  des  ganzen  Ellipsoids  ist  aber 
/TTdx  dy  dz  r=r  jlI^  ab  c  =  m ,  also  auch 


99 


C=s  "  (a'  +  b») 

g        V  I  / 

0 

Setzt  man  a  =  b  =  c,  so  erhält  man  für  die  Kugel ,  deren  Halb- 
messer gleich  a  ist,  das  Moment  det  Trägheit  in  Beziehung  auf 
jeden  ihrer  Durchmesser  gleich 

— -,  a^  =s  T-'ma",  wie  zuvor* 

Setzt  man  aber  nur  a  =  b ,  so  erhält  man  für  das  Sphäroid, 
-welches  durch  die  Umdrehung  einer  Elipse  um  ihre  kleine  Achse 

c  entstanden  ist ,  C  =  ^  a"  m ,  und  Ä  =  A  =  —  (a*  +  e«)  m , 

wo  m  :^  —  a^  0«  ist.  Das  Moment  C  in  Beziehung  auf  die  kleine 
o 

Achse  C  ist  also  das  gröfste,  und  das  Moment  A  =  B  in  Beziehung 

auf  diegrofse  Achse  oder  auf  irgend  einen  Halbmesser  des  Aequa- 

tors  ist  das  kleinste  aller  Momente  des  Sphäroids* 

DieseGröfsenj!/"/(x«+y2)dm,  ///(x«+z')dm^  //7(y"  +  z')  dm 

also ,  welche  wir  in  dem  Vorhergehenden  für  mehrere  Körper 
bestimmt  haben ,  und  welche  die  Momente  der  Trägheit  dieser 
Körper  gegen  die  Kotationsachse  derselben  ausdrücken,  sind 
ihrer  Natur  nach  nicht  als  veränderliche  und  unbestimmte  Gröfsen 
zu  betrachten,  sQndern  sie  stellen  solche  Integralien  vor,  die 
sich  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  erstrecken,  und  daher 
gewisse  bestimmte  und  für  jeden  gegebenen  Körper  constante 
Werthe  haben  ^  Werthe,  die  blofs  von  dör.  Gestalt  und  von  der 
Dichte  des  Körpers,  aber  nicht  von  seinem  Orte  im  Räume  ab- 
'  hängen,  ^  ^ 

5*  7- 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  dafs  auf  eine  körperliche  Masse 
m,  die  um  eine  fixe!  horizontale  Achse  beweglich  ist,  blofs  die 
constante  Kraft  g  der  Schwere  in  einer  vertikalen  Richtung  wirke, 
und  die  Rotation  dieses  Körpers  um  jene  Achse  bestimmen. 

Man  denke  sich  eine  auf  die  Rotationsachse  senkrechte  und  ^ 
durch  denSchwerpunktA  desKörpers  gehendeEbene^Sey  a  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  dem  Punkte  O  ,  in  welchem  die 
Rotationsachse  jene  vertikale  Ebene  trifft ,  und  S  der  während 
der  Bewegung  des  Körpers  veränderliche  Winkel ,  welcher  die 
Entfernung  AO  =:  a  mit  der  durch  *d^  Punkt  O  gezogenen  ver- 
tikalen Linie  bildet,  so  ist  (^«  i.)  das  Moment  jedes  Elementes , 
den  Körper  um  die  fixe  Achse  zu  drehen ,  gleich  x  =  am  ^in  ä. 

Ga 


lOO 


Da  aber  die  Kraft  gdt ,  welche  den  Körper  in  jedem  Av^enblicke 
in  Bewegung  setzt,  der  Aenderung  der  Winkelgesch'windigkeit 
b  des  Körpers  proportional  &eyn  muTs'i  so  ist  gdt  =  kd}||  wo 
h  eine  constante  Gröfse  ist.  ^ 

Jedes  Element  dm  des  Körpers  ,  dessen  Entfernung  yon  der 
Rotationsachse  gleich  r  ist,  wii*kt  mit  der  Kraft  -  v.*-  ,    «uid  ikr 


Moment  ist  daher 


dm 


,   und   da  die  Summe  aller  dSesei^  A(^| 


mente  dem  Momente  x  des  ganzen  Körpers  gleich   seyn  mnls, 
so  ist  -r-^fr^dm.  =  Xy  oder  wenn  man   den  yorh ergehende! 


Werth  von  h 


gdt 
dlj 


du 


g^i 


d^  . 


suBstituirt,  -r—  =  -7-7-7—,  oder   endlich, 

dt         yr"am' 


da  15  = ^  ist ,    wenn'  man  voraussetzt ,   dafs  der  Winkel  i\ 

tit  ' 

während  der  Bewegung  abnimmt ,  so  ist 

dt'  jr*Am 

In  diesem  Ausdrucke  ist/r*  dm  das  Moment  des  Körpers  in  Be-j 
ziefatmg  auf  die^ilotationsachse  oder  auf  den  Punkt  O.  Nennt  iiui| 
aber  mk^  das  Moment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  andere! 
der  Yorigen  parallele,  und  durch  den  Schwerpunkt  A  gehende  Achse,! 
so  ist(j.  5.)y.r^  dm  =  m  (k^  -f-  a»),  also  aueh  da  x  ss  am  Sin5iii| 

d«3.'  agSinS^ 

dt»  a«+k» 

Multiplicirf  man  diese  Gleichung  durch  sd5,  ntid  iiitegrirt',sökl| 

dS»         sag  CosS 


dt' 


+  Const. 


ds 

Ist  —  =  o  für  ;*  ==  a,  das  heifst,  fängt  die  BewegiUig 

Körpers«  aus   der  Ruhe  dann  an ,   wenn  der  Winfiel   der  Lioi^ 
AO  =  a  mit  der  durch  O  gellenden  Vertikale  gleich  a  ht, 
hat  man 

d5«^  3  äff 

di7  =  iFqrra  (C^^  ^-c^*  «> 

dd     . 
und  dieser  Werth-  yon  —  brückt  die  Geschwindigkeit  des  Kt 

pers  für  jeden  Werth  des  Winkels  5  aus.  Man  sieht  daraas,  däfsi 
Körper,  wenn  er  ursprünglich  in  Ruhe  ist,  nur  dann  immer  in  Buk! 
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bleijben  iprir^i  wepn  d  =  o  ist,  d,  h,  wenn  sein  Schwerpunkt 
A  Ui  der  durch  O  gehenden  Yerticale  ist,  oder  mit  andern  Wor- 
ten ,  wenn  sein  Schwerpunkt  den  tiefsten  oder  den  höchsten  Ort 
einnimmt.  Geht  aber  die  Rotationsachse  durch  den  Schwerpunkt 
A  selbst ,  so  ist  A  O  =  a  =  o ,  und  der  Körper  wird  d^her  ent- 
wedjer  immer  in  Ruhu  bleiben  ^  oder  wenn  er  sich  bewegt ,  um 
diese  neue  Achse  immer  gleichförmig  rotiren* 

I.  Man  bemerke^  dafs  dem  Torhergehendpm  Ausdrucke  ge- 

mäfs  der  Körper  um  die  Achse  inO  nicht  so  rotirt,  als  ob  seine 

.ganze  Masse  in  dem  Schwerpunkt  vereinigt  wäre,  wie  dieses  wohl 

hcj  der  progressiven  Bewegung' der  Fall  ist;   denn  dann  wäre 

das  Moment  des  K(^rpers  in  Beziehung  auf  die'  Aclise  durch  A 

d*»             gSin^ 
gleich  mk'  =0,  also  auch  -ttt  =*^  -• ">   aUo    seind  Ge- 

schwindigl^it  gröfser  ^U  um  die  Aehse  durch  O. 

II»  Es  kann  aber  einen  andern  Punkt  B  in  der  verlängerten 
Tjinie  OA  geben,  welcher,  wenn  in  ihm  die  g^nze  Masse  des 
Körpers  vereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  die  feste  Achse  durch 
.0  schwingen  würde,  wie  der  vorhin  betrachtete  Körper  selbst* 
Nennt  man  1  die  Entferni^ng  O  B  dieses  Punktes  B  von  dem  fe- 
sten Punkte  O,  so  wird  man ,  um  die  Bewegung  dieses  Punktes 
um  die  Achse  durch  O  zu  erhalten,  in  der  vorhergehenden;  Glei- 
chung a  =  1 ,  und  k  =  o  setzen ,  wodurch  man  erhält 

wovon  das  Integral  ist 

äF  =  X  (Cos  S-C08  «) 

wenn  wieder  d9  =  o  für  S  =  a  ist.   Diese  letzte  Gleichung  ent- 

&ält  also  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  B ,    der  durch 

^inen  uubiegsamen  und  nicht  schweren  Faden  der  Länge  1  an  der 

horizontalen  Achse  durch  O  befestigt  ist,  d.  h«  sie   enthält  die 

I Bewegung  eines  einfachen  Pendels.   Vergleicht  man  diese 

dS« 
p  bcyden  Ausdrücke  von  -t"^,  so  sieht  njan,   dafs  die  Bewegung 

des  einfachen  Pendels  mit  jener  des  Körpers  oder  mit  jener  des 
jEasammengesetzten  Pendels  dieselbe  seyn'wird,  wenn  man 
hat 

«g  3aff         ^      ,  k« 

'       ,     ="   "3   ,  ,   ■  oder  l  =  a  +  — 
1  a^+k^  a 

i' 
TVcnn  also  ein  Körper,  dessen  Schwerpunkt  in  A  ist,  um  cin^ 

jfeMe  horizontale  Achse  durch  O   schwingt ,   so  kann  man  in  der 

tH'^rlängerten  Linie  O  A  =  a  immer  einen  Punkt  B  angeben  ,  der 
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ganz  eben  so  um  jene  Achse  schwingt ,  als  ob  die  ganze  Massic  des 
Körpers  in  diesem  Punkte  B  vereinigt  wäre.  Nennt  man  nähm- 
lich  1  die  Entfernung  B  O  dieses  Punktes  B  Ton  der  Aclue  durch 

O ,  so  ist 

k« 

1  =:  aH 

•     a 

wo  a  die  Entfernung  OA  des  Schwerpunkts  des  Körpers  yonderi 
Achse,  und  wo  mk'  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  b 
Beziehung  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  A  gehende  ,  mit  der 
vorigen  parallele  Achse  bezeichnet.  Diese  Gröfte  1  ist  also  die 
Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine  Schwingungen  un 
die  feste  Achse  durch  O  mit  dem  Körper  in  gleichen  Zeiten  toM 
lendet,  wenn  der  Winkel  c»  im  Anfange  der  Bewegung  für  bejde 
derselbe  ist*  Man  nennt  den  Punkt  B  den  Mittel  punkt  den 
Schwungs.  Der  Mittelpunkt  des  Schwungs  eines  Körpers  ist 
daher  derjenige  Funkt  desselben,  der,  wenn  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  eine  feste 
horizontale  Achse  schwingen  würde,  wie  der  Körper  selbst,  und 
dieser  Punkt  liegt  in  der  Verlängerung  der  Geraden,  welche  diiitl| 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  senkrecht  auf  die  feste  Achse  gehl 
und  seine  Entfernung  von  dieser  Achse  ist  gleich  der  Länge  defl 
einfachen  Pendels ,  welches  mit  dem  ganzen  Körper  gleichzeitig] 
und  gleich  grofse  Schwingungen  macht. 

•  k"      . 

111«  Der  gefundene  Ausdruck  für  1  =  a  -f-  —  zeigt  zugleidj 

a 

dafs,  wenn  der  Körper  um  eine  feste  horizontale  Achse  ,  weit 
durch  den  Schwingungsmittelpunkt  R  geht ,  schwingt ,    dafs 
der  vorhergehende  Aufliängepunkt  Ö  der  Mittelpunkt  der  nei 
Schwingungen  seyn  wird,  d.  h.  dafs  in  jedem  Körper  der  Ai  " 
gepunkt  und  der  Schwingungsmittelpunkt  reciproc  sind, 
dafs  die  Schwingungen  des  Körpers  um  jeden  dieser  zi^eyFutiA 
gleichzeitig  seyh  werden.  Denn  geht  die  neue  Schwinguiigsacl 
durch  B ,  so  sey  a^  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  ' 
scr  neuen  Achse ,  und  1^  die  Entfernung  des  neuen  Schnringuoj 
mittelpunktes  von  derselben  neuen  Achse ,  so  ist  nach  der  ol 
gegebenen  Gleichung 

k« 

1/  =  a'  +  — 
^  a' 

k'  ,     k« 

Es  ist  aber  a'  =  1  —  a  =  — ^,  also  auch  — -  =  a  ,     also   aucli. 

a    '  a' 

k*  li'l 

wenn  man  diese  Werthe  von  a'  und  —  in  der  Gleichung  l's=a'-f^| 

k* 
substituirt,  V  := Ua,    das  heilst,    es  ist  1^  rs  L   Auf  diestl 


/  io3 

I    Bemerkung  gründet  sich  bekanntlich  das  unveränderliche  Pendel 
,.    des  Cap\  Kater« 

;  5.8. 

Eine  Kugel  des  Halbmessers  r  sey  durch  einen  nicht  schwe- 
ren Faden  an  eine  .durch  O  gehende  fixe  horizontale  Achse  be- 
,    festigt.  Sey  die  Distanz  des  Mittelpunktes  A  der  Kugel ,  der  zu- 
•    gleich  ihr  Schwerpunkt  ist,  von  dem  Aufhängepunkte  O  der  Achse 
V    A  O  =  a.  Man  suche  die  Länge  O  B  =  1  des  einfachen  Pendels , 
if    welcly^s  mit  jener  Kugel  gleich  grofse  Schwingungen  in  dersel- 
I    ben  Zeit  macht. 

l    •  '  3 

,  Nach  ^«  6«  III  ist  das  Moment  der  Kugel  k'  m  =  -r  r'm,  also 

k^  =  ~-r*,  also  ist  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels 

1^  r» 


1  =  a  + 


5a 


and  dieses  1  ist  zugleich  die  Entfei^iung  des  Mittelpunktes  B  der 

Schwingung  der  Kugel  von  dem  Aufhängepunkte  O. 

Wir  werden   weiter  unten  sehen,  dafs  dfe  Länge  L   eines 

einfachen  Pendels ,  j^elches  seinen  ganzen  Bogen  zu  beyden  Sei- 

"^  'ten  der  durch  O  gehendöi\  Vertikale  in  t  Secunden  zi^^rücklegt, 

^  t?   . 

gleich  L  =  g*  —  ist,   wo  «  =  3,i4i59  und  g  ±=  80,1027  Par. 

f  Fufs  ist,  vorausgesetzt,  dafs  dieser  Bogen  nur  sehr  klein  ist, 
und  nur  solche  kleine  Bogen  wollen  wir  hier  betrachten,  da  sie 

*  zu  den  hierher  gehörenden  Versuchen  völlig  hinreichend  und  zu- 
gleich  sehr  bequem  sind.   "Wenn  ialso  das  einfache  Pendel  jeden 

*""  seiner  Bogen,  oder  jede  Schwingung  in  einer  Secunde  mittlerer 

^  Zeit  zurücklegen  spll,  so  ist  für  t  =  1 ,  die  Länge  des  einfa- 

g 
rl  eben  Secundenpendels  L  = -^.  Jene  Kugel  oder  unser  zu- 

^  sammengesetztes  Pendel  wird  daher  seine  Schwingungen  eben- 
-     falls  in  einer  Secunde  vollenden ,  wenn  man  hat, 

(c!  ar»  fir 

a  +  -r—  =  ^-  ' 

5  a  TT* 

worauf  man  für  die  Länge  des  Fadens  erhält 


a 


aar«  —    y   4ir*  5 


L  Wäre  der  Faden  selbst  ein  Körper  z.  B*  ein  Cylinder,* 

_.  und  ^  der  Halbmesser  seiner  kreisförmigen  Basis ,  so  wie  b  seine 

liänge  zwischen  dem  Aufhängepunkte  O  bis  zu   der  Peripherie 

der  Kugel,  und  endlich  fi  seine  Masse,  oder  sein  Gewicht,    so 

^  ist  das  Moment  dieses  Cylinders  in  Beziehung  auf  eine  horizontale , 


io4 

durch  ihren  mittleren  Punkt  C  gebende  Achse  (nach^.  6  II)  gleich 

'0^  +  9; 

also  auch  in  Beziehung  auf  die  Botationsachse  durch  O  (nach 
5.  5»  II)  gleich 

Ist  aber ,  wie  zuyor ,  r  der  Halbmesser  der  Kugel  9  und  m  ihre 
Masse,  so  ist  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  eine  ho- 

rizontale  durch  ihren  Mittelpunkt  D  gehende  Achse  gleich  --  mr", 

also  auch  in  Beziehung  auf  die  Botationsachse  durch  O  gleich 

^mr«  +  m.OD» 

Es  ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  beyder  Korper  zusam« 
men ,  oder  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Systemes  in  Be- 
ziehung auf  die  Botationsachse  durch  O  gleich 

^  ^  +  £1)  +/üt.OC«  +  imr«  +m.OD« 
oder  da  OC  =  —  die  halbe  Länge  des  Cylinders,  und  OD=b-f-riit 

>  (^1+C+^l)  +m  ("!.  r«  +  (b  +  r)»  ) 
\i2       4        4-/  \5  y 

und  dieses  ist  die  Gröfse,  welche  wir  in  J.  7. 11  durch  ma*  +inh*  be- 
zeichnet haben,  so  wie  das  dort  gebrauchte  m  a  hier  fi  •  OC  -{-  m  •  OD 

=  fÄ*  —  4"™(^  +  0  ***•  ^*  ^^^  ^^^^  a  .a .  O« 

I  ma*  +  mk« 

ma 
also  ist  auch 


1  = 


(^■+9 +"('■•+ ""•+5-) 


/x .  —  +  m  (b  +  r) 


für  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  diesem  Systeme 
dieselben  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  macht«  Setzt  man  b 
diesem  Ausdrucke  b  =  a  —  r,  und  u  =  o,  so  erhält  man 

J   =  a  -fr  "z — »  wie  zuvor 
0 ,  a 


ip5 


Für  b  =s  o  versch>irmclet  ßuch  f ,  und  ^s  ist  I  =s  -r 


i^ür  r  s=  ö  ist  auch  m  =  o,  also  hat  man  für  eine  blofse  cjlindrische, 
n  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängte  Stange 

2  b         ^« 
3    ^ab 

Um  die  Oscillationen  eines  Körpers  zu  bestimmen  %  der  sich 
e  h  r  n  a  h  e*um  eine^seiner  frejen  Achsen  dreht,  wenn  keine  au- 
sem  Kräfte  auf  ihn  wirken,  so  hat  man  nach  demYorhergehenden 

daN  =  N'  =  N^^=oist, 
dp  ^  »      qrdt  =  o; 

C— B 

dq  +  tl_     pr^l^rs  fl 

)reht  sich  also  der  Körper  sehr  nahe  um  die  freye  Achse  der  z', 
0  sind  q  und  r  sehr  kleine  Gröfscn,  deren  Producte  und  Quadrate 
lan  yernachlässigen  kann,  also  ist  auch  nach  der  ersten  dpr 
orhergehenden  Gleichungen  dp  =  o ,  oder  p  eine  constante 
Irröfse.  Es  bleiben  al^o  nur  die  zwey  letzten  jener  Gleichungen 
brig,  deren  Integrale  die  Form  haben 

q  =  M  Sin  (nt  +  m)  und  1 
r  Ä  M/Cos(nt+  m)  J^^^ 


.0  M,  M'  m  und  n  constante  Gröfsen  sind,  und  wo  i^an  hat 


fC— A)IC— B)        ^ 
— ^  und 


AB 


M'  ==  —  M 


^  A(C-A) 
V  B(C— B) 


Kese  Ausdrücke  zeigen ,  dafs  die  Gröfsen  n  und  M^  nur  dann 
lögliche  oder  reelle  Gröfsen  sind ,  wenn  das  Moment  C  der 
Vagheit  in  Beziehung  auf  die  eigentliche  Rotationsachse  entv/e- 
er  das  gröfste  oder  das  kleinste  der  drej  Momente  A ,  B  ,  C 
it  (J.  5.)-  In  diesem  Falle  sind  also  die  Gröfsen  q  und  r  in  der 
'hat  die  Sinus  und  Cosinus  von  Winlseln ,  die  mit  der  Zeit  zu- 
ehmen,  imd  die  Veränderungen  der  Rotation  sind  daher  alle 
ur  periodisch  und  in  bestimmte  Gränzen  eingeschlossen  ,  oder 
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die  Rotationsachse  macht  nur  kleine  Oscillationen  um  ihre  ur- 
sprüngliche Lage,  welche  letzte  durch  die  Gleichun^jen  qz^MSinm, 
und  r  =  M^  Cos  m  gegehen  ist«  Da  die  Gröfsen  q'  und  r  nach 
der  Voraussetzung  ursprünglich  nur  kleine  Werthe  haben,  so 
sind  auch  M  und  M^  nur  kleine  Gröfsen ,  so  wie  also  auch  q  und  r 
immer  nur  klein  bleiben ,  oder  die  wahre  Rotationsachse  wird 
immer  nur  sehr  kleine  Schwankungen  um  die  freje  Achse  der 
z'  machen.  —  Ist  aber  (C  —  A)  (C  —  ß)  negativ ,  oder  ist  C 
zwischen  den  beyden  Momenten  A  und  B,  so  ist  n  im  imaginär, 
und  der  Sinus  und  Cosinus  von  (nt  -f-  m)  verwandelt  sich  in 
Exponentialgröfsen ,  die  nicht  mehr  wie  jene  perit>di8ch  sind, 
sondern  die  ohne  ^nde  mit  der  Zeit  wachsen  könnenf  Wenn  also 
der  Körper  sich  nahe  um  die  freye  Achse  dreht.«  deren  Träg- 
heitsmoment C  in  Beziehung  auf  seine  Gröfse  zwischen  die  bej- 
den  andern  A  und  B  fällt,  so  kann  schon  die  geringste  Störung 
die  Rotation  über  alle  Gränzen  hinäusänd^rn ,  während  in  dem 
ersten  Falle,  woC  entweder  das  gröfste  oder  das  kleinste  dieser 
drcy  Momente  ist,  geringe  Störungen  auch  nur  geringe  in  en^ 
Gränzen  eingeschlossene ,  und  blolse  periodisch  wiederkehrende 
Aeuderungen  hervorbringen  können.  Da  bey  der  Sonne ,  den 
Planeten  und  den  Satelliten  unseres  Systems  diese  Stabilität 
der  Rotation  den  Beobachtungen  geinäfs  Statt  hat,  so  drehen 
sich  alle  diese  Körper  sehr  nahe  um  diejenige  ihrer  freyen  Ach- 
sen ,  für  welche  das  Moment  der  Trägheit  ein  Gröfstcs  oder  ein 
Kleinstes  ist,  wahrscheinlich  ein  Gröfstcs,  weil  wegßn  der  durch 
die  Potation  erzeugten  Abplattung  die  Ttotationsaehse  Jileinerist, 
als  der  Durchmesser  des  Aequators,  also  auch  das  Moment  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Rotationsachse  gröfser  ist  aU  auf 
den  Durchmesser  des  Aequators. 

Um  nun ,  nach  dieser  Digression ,  die  Lage  der  drey  freyen 
Achsen  des  Körpers  im  Baume  zu  bestimmen,  wollen  -wir  yoraos' 
setzen,  das  die  dritte  freye  Achse  der  z'  sehr  nahe  mit  der  Achse 
der  z  zusammenfällt,  so  dafs  also  S  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel 
^  ist ,  dessen  Quadrat  wir  yernachlässigen  können.  Setzt  man  also 
8  =  Sin  3  Sin  <p .  und  u  =  Sin  S^  Cos  9 ,  so  geben  die  Wertbe 
von  p ,  q ,  r  im  Anfange  des  §,  3» 

p  dt  =  d  9  —  dvf/ 
qdt  =  sd\|/  —  d;^  Cos  9 
r  dt  =  u  d\|/  +  ASf  Sin  9 

oder  da  d  s  =  dS  Sin  9  -{-  u  d^  und  du  =  d3  Cos  9  —  s  d9  ist, 

pdt  =  d9 — dvf/ 

q  dt  =  s  (d9 — pdt)  —  d:^  Cos  9 

r  dt  =:  u  (d9 — pdt)  +  dd  Sin  9 

Wir  haben  daher : 
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i  ■  JvJ;  =s   d^  —  pdt 

t  ds 


b 


-  =  r  +  pa 


1  dl  =  -^--P^ 

«f  \)/  s=  9  —  pt  — 


uiid  davon  sind  die^lntegralien 


s 


s=  9  —  pt  —  a  V 

=  ßSin(pt+<y)~iL^j 


u  =ßCos(pt  +  y)— ^ 

"WO  c£,  ß»  V  constante  Gröfsen  bezeichnen«  Durch  die  Gleichun- 
gen (i)  und  (2)  ist  die  Aufgabe  vollständig  aufgelöfst;,  denn  jene 
geben  die  Werthe  von  q  und  r  als  Functionen  von  t ,  und  von 
diesen  geben  die  beyden  letzten  die  Werthe  von  s  und  u ,  also 
^auch  von  5  und  f  als  Functionen  von  t ,  und  wenn  so  9  bekannt 
ist ,  so  ist  es  auch  vp  durch  die  erste  der  Gleichungen  (!2).  Die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  aber  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden b  =  [/^*  +  q'  +  r»y  oder  einfacher  w  =  p,  wenn 
man  die  Quadrate  von  q  und  r  vernachlässigt»  Diese  Geschwin- 
digkeit ist  also  nahe  constant* 

Wenn  man  für  den  Anfang  der  Rotation  genau  q  =  o  und 
r=::ohat,  das  heifst,  wenn  die  wahre  Rotationsachse  mit  der 
dritten  freyen  Achse  genau  zusammenfällt ,  so  ist  in  dem  Vor- 
hergehenden auch  M  =  M'  =  o ,  oder',  die  GrÖfsen  q  und  r  sind 
immer  gleich  Null,  und  die  Rotationsachse  fällt  immer  mit  der 
.  dritten  freyen.  Achse  zusammen.  Wenn  also  ein  Körper  anfängt, 
sich  um  eine  seiner  freyen  Achsen  zu  drehen ,  so  wird  er  sich 
immer  um  dieselbe  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  drehen , 
wenn  keine  äussern  Kräfte  seine  Rotation  stören,  und  diese  Ei- 
genschaft kommt  blofs  den  freyen  Achsen  zu;  denn  wenn  die 
Rotationsachse  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  unveränderlich  ist, 
so  hat  man  dp  7=  o ,  dq  =  o,  dr  =  o ,  und  dann  gehen  diedrey 
ersten  Gleichungen  des  ^«  9«  in  folgende  über 

B— A  C— B      .  A— C 

-^.rq  =  o,    -^.  rp  =  0,  -^  .  pq  =  o 

Sind  also  die  Gröfsen  A,  B,  C  ungleich,  so  folgt  ans  diesen  drey 
Gleichungen,  dafs  zwey  von  den  drey  Gröfsen  p»  qj  r  gleich 
]\uli  seyn  müssen,  d.  h.  dafs  die  Rotationsachse  mit  einer  der 
drey  freyen  Achsen  zusammenfallen  mufs.  Sind  aber  zwey  die- 
ser Gröfsen  A,  B,  C  z.  B.  die  zwey  ersten  einander  gleich,  so 
gehen   die  drey  vorhergehenden  Gleichuiigen  in  folgende  zwey 


>.o8 

über,  pr  s=  o,  unci  qp  c=s  p^  so  dafs  aUp  beycLen  ftchon  dureh 
die  Yorau^setzTing  p  =  u  g,enug  gescl^iefat ,  wo  dann  die  Rota- 
tionsachse in  der  Ebene  der  x'  y^  liegt  ^  in  welcher  alle  Durch- 
messer freye  Achsen  sind.  (^.  5.)  Ist  endlich  A  =  B=  C  ,  so  ge- 
schieht den  drey  vorhergehenden  Gleichungen  immer  genug,  wel- 
ches auch  die  Werthe  yon  p ,  q  und  r  seyn  mögen,  und  in  diesem 
FaUe  sind  auch  (^.  5.)  alle  Durchmesser  des  Körpisr$  zugleich 
freye  Achsen.  Daraus  folgt  also,  dafs  blofs  die  drey  fr^j^^  Ac)i^ 
Ben  des  Körpers  zugleich  unveränderliche  Rotationsachsen  8|nd, 
und  dafs  unter  ihnen  nur  die  zwey ,  deren  Trägheitsmomente  ein 
Gröfstes  und  ein  Kleinstes  sind,  eine  stabile  Rotation  geben, 
während  die  drittp  auch  nur  durch  4i6  geringste  Störung  die  Ro- 
tation schon  sehr  merklich  ändern  kann« 

Nii)[)mt  man  an ,  dafs  ein  ursprünglicher  Stofs ,  d^Bssßn  Qich- 

tupg  picht  durch  den  Mittelpunkt  ging,  die  tägliche  sowohl  als  die 

jährliche  Rewegung  des  Planeten  hervorgebracht  habe,  und  ista 

.  die  Entfernung  der  Ricfitung  dieses  Stofses  von  deqi  Mittelpunkte 

des  Planeten ,  r  sein  Halbmesser  und  \^  die  Winkelgesphwipdig- 

keit  seiner  Rotation ,  so  ist ,  wenn  man  die  Schwere  g  für  die 

adt 
Einheit  annimmt,  nach  (J,  7.)  dtf  =s  >;  ^       ♦    Die  Geschwindij^* 

keit  aber ,  mit  welcher  sich  der  Planet  um  die  Sonne   bewegt, 

dt 
ist  gleich  —  ,  wo  m  die  Masse  des  Planeten  bezeichnet«    also 
"  m  '  '   . 

auch  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  jährlichen  Rewegung  gleich 

—TT  >  wenn  R  die  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne  be- 

zeichnet.  Diese  beyden  Winkelgeschwindigkeiten ,    die    tägliche 

und  die  jährliche  verhalten  sich  also,  wie  ^.  ,  , .    zu  -^-zr-.  Ist  aber 
'  J^^(\m  mR 

t  der  Sterntag  und  T  die  siderische  Revolution  dps  Planeten,  so 
verhol t^  sic5  jene  beyden  Geschwindigkeiten  auch  wie  T  zu  t, 
also  ist 

_     T      /r^dn» 
^  ~  m^'       t 

Für  eine  Kugel  des  Halbmessers  r  ist  aber  das  Moment  der  Trag- 

2  3    Tr 

heij;  (§•  (»•  III)  gleich /r'  dm  =  --mr ,   also  ist  auch  a  =  — .  — — 

p  .  d      t  •  tl 

und  dieses  ist  die  Distanz  a  d^s  Mittelpunktes  des  Planeten  von 
der  Richtung  des  Stofses ,   welcher  die  doppelte  Bewegung  des  < 
Planeten  um  die  Sonne  und  um  sich  selbst  hervorgebracht  hat. 


lOg 


T 


Für  die  Erde  ist  -  =  366,256,  und  ^   c=  Sin  8"  6,    oder 
fr  =  o  ,  000041694«  also  a  =  o ,    0061  Erdhalbmesser. 

Für  Jupiter  ist  —  =  10476,  —  =.0,  000087,  also  ^=.6^,  365 

Halbmesser  des  Jupiter ,  also  a  für  Jupiter  viel  gröfser  als  für 
'  die  Erde ,  daher  sich  auch  jener  viel  schneller  um  »eine  Achse 
bcv^egt,  als  diese* 

T  f 

Für  den  Mond  der  Erde  ist  —  sa  1 ,  und  ^s-  =  o ,  oo453 , 

t  MX 

also  a  ==  o,  0018 

T«  Sej  c  und  y  die  Winkelgesch'windigkeit  eines  Planeten 
während  einer  Secunde  in  seiner  jährlichen  und  täglichen  Bewe- 
gung. Denkt  man  sich  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  dem  ihr 
nächsten  Punkte  der  Oberfläche  des  Planeten  durch  eine  gerade 
und  unbiegsame  Linie  verbunden ,  so  wird  jeder  Punkt  dieser 
Linie ,  dessen  Entfernung  von  dem  Planeten  z.  B.  gleich  x.  ist , 
durch  die  Botation  des  Planeten  in  einer  Secunde  den  Bogen  ^x  , 
und  durch  die  Revolution  des  Planeten  in  derselben  Zeit  den  Bo- 
gen Bc  beschreiben ,  und  diese  beyden  Bewegungen  werden  in 
en't gegengesetzten  Bichtungen  Vor  sich  gehen.  Um  daher 
den  Punkt  jener  Linie  zu  finden  ,  für  '»V'elchen  jene  bejden  Bewe- 
gungen- einander  gleich  sind ,  hat  man  cyx  ==.  Bc ,  oder  x  =s  —  , 

dafs  heilest,    der  Punkt,   welcher  von  der  der  Sonne   nächsten 

Hc 
Oberfläche  des  Planeten  um  diese  Entfernung  x  =  -^ —  absteht , 

wird  in  jedem'Augenblioke  während  der  doppelten  Bewegung  des 
Planeten  in  Ruhe  bleiben,  weil  füt*  ihn  die  beyden  -entgegen- 
gesetzten Bewegungen  des  Planeten  sich  aufheben.  Es  war  sibet 

2    Tr  ,         c  t    . 

R  =  T.  —  ,  und  da  überdieft  -   =  =r  ist ,    so   hat  man    auch 
D    t.a  7         T 

2    r 
5    a 

Für  die  Ei^de-ist  a  =  o,  0061 ,  undrs  1,  alsö'x  sz.  ^  '   ' 

0(0,006 1) 

=  65,6  Erdhalbmesser«  Für  den  Mond  ist  eben  so  x  =  221  Mond- 
halbmesser,  oder  nahe  60  Erdhalbmesser,  so  dafs  also  jener  Punkt 
nahe  in  den  Mittelpunkt  der  Erde  fällt« 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Bewegung  wollen  wir  nun  zu  den  Anwendungen  der- 
selben auf  besondere  Fälle  übergehen ,  und  mit  den  einfachsten 
derselben,  mit  der  Bewegung  in  geraden  Linien  den  Anfang  machen« 
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FÜNFTES   KAPITEL. 


Bewegung  in   geraden   Linien. 


J-is  ist ,  wie  man  aus  dem  Yorhergehenclen  sieht  j  nicht  schwer, 
für  jeden  besondem  Fall,  die  Gleichungen  der  Bewegung  au  fii- 
den^  Allein  diese  Gleichungen  sind  Diü'erenzialgleichungen  der 
£wajten  Ordnung ,  und  ihre  Integration  biethet  oft  Schwierigkei- 
ten dar.  Wir  wollen  von  den  einfachsten  Fällen  anfangen,  und 
2uerst  die  Bewegung  in  geraden  Linien  betrachten. 

Wenn  keine  inneren  thätigen  Kräfte ,  sondern  nur  eine  ei- 
nen Augenblick  wirkende  Kraft  den  Körper  nach  der  ßichtnog 
der  X  bewegt,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung 
(Capi  11 )  Gleichung  III  oder  IIP)  in  folgende  einfache  über 

d*x     ^ 

— -  =  o  weU  X  =  Y=Z=y5=z=^=Jl'=  o  ist. 

dt»  ^ 

Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  gibt 

dx 

dt 

für  die  Geschwindigkeit ,  und  das  zweyte  Integral  gibt 

X  n=  at  4-  h 

für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Raum.  Da  die  Geschwindig- 
keit a  constant  ist,  so  ist  die  Bewegung  gl eichförm  i  g,  oder 
der  Raum  yerhält  sich  wie  die  Zeit.  DieGröise  b  ist  der  vor  dem 
Anfange  der  Zeit  t  zurückgelegte  Raum.  Für  einen  andern  Kör- 
per, der  sich  ebenfalls  gleichförmig  bewegt,  ist 

X'  =  a't  +  b' 

«lind  um  die  Zeit  zu  finden ,  wenn  sich  beyde  Körper  begegnen, 
wird  man  in  den  J)eyden  letzten  Gleichungen  x  =  x.'  setzen ,  wo- 
durch man  für  diese  Zeit  erhält 

b'— b 

t  =  : 

a — a' 


1 1 1 


s 


n 


Auf  einen  Korper  ivirke  eine  immer  thätige ,  aber  constante 
Kraft  g  nach  der  Richtung  der  x,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung 
seiner  Bewegung 

d«x  _ 

dt»    ■"  S       ' 

,lt'eil  X  =s  g  und  Tf=Z=:jr  =  z=:0  ist. 
Das  erste  Integral  dieser  Gleichung^  ist 

dx  ^ 

und  das  zweyte 

x  =  igt»  -j-  at  +  b 

"WO  a  und  b 'constante  Gröfsen  sind.  Die  Gröfse  a  ist  die  anfang- 
.    liehe  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  im  Anfange  der  Zeit  t  hatte, 
SO  wie  b  der  im  Anfange  der  Zeit  t  bereits  zurückgelegte  Raum  ist* 
Bewegt  sich  also  der  Körper  aus  derRuhe^  so  ist  a  =  b  3=  o,  und 

man  hat 

dx 
V  ^  ^  =  gt 

!>fiir  die  Geschwindigkeit,  und 

«  ■  X  5=  - — 

für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Raum*  Die  GeSchivindigheit 
■*ist  also  der  Zeit  proportional ,  oder  sie  wächst  wie  die  Zeit,  oder 
die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  und  der  Raum 
Yerhält  sich  wie  das  Quadrat  der  Zeit.  Endlich  ist  noch 

Die  Kraft,  mit  weichet  unsere  Erde  alle  Körper  aufser  ihr  anzieht, 
oder  die  S  ch  w  e  r  e  ist  eigentlich  eine  veränderliche  Kraft ,  die 
sich,  wie  wir  unten  sehen  werden,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
^^Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  verhält.  Al- 
lein in  den  geringen  Entfernungen,  in  welche  wir  über  die  Ober- 
fläche der  Erde  kommen  können^  und  welche  gegen  den  Halb- 
l^esser  der  Erde  sehr  klein  sind ,  können  wir  die  Kraft  der  Erde 
•ehr  nahe  als  constant  und  gleich  g  annehmen.  Die  vorhergehen- 
ien  Ausdrücke   gehören  daher  für  den  Fall  der  Körper  auf  der 
Oberfläche  der  Erde ,  und  im  leeren  Räume ,  auch   sind  sie  den 
pcjiarüber  angestellten  Beobachtungen  vollkommen  gemäfs. 
Ml.         Nimmt  man  die  Secunde  für  die  Einheit  der  Zeit ,  so  reicht 
>s  hin ,  den  Raum  zu  kennen ,  welchen  ein  Körper  in  der  ersten 
i^cunde  seines  freyen  Falles  zurücklegt ,  um  alle  übrigen  Um- 
'tände  seiner  Bewegung  zu  erhalten.  Man  fand  durch   sehr  ge* 
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naue  Versuche ,  welche  unten  erklärt  werden  sollen  ,  dafs  dies 
Baum  für  den  Ort  der  Oberfläche  der  Erde  i  dessen  geograpl 
iTche  Breite  f  ist ,  sej 

^  g  =  iSjOQiSy  -J^  0.0O177  Sin*  f  Pariser  Fufs,  also  für  d 
Breite  9  =.  45° 

^  g  =.  i5«09  2SS  Pariser  Fufs, 

Aus  den  yorhergehenden  Gleichungen  Tasten  Äich  alle  hiehi 
gehörenden  Aufgaben  auflösen,  Ist  z.  B,  ein  Böi^p^r  clurch  d( 
Baum  von  x  Schuhen  gefallen ,  imd  man  sucht  die  Zeit ,  welcl 
er  dazu  brauchte,  so  ist  diese  Zeit 


-V- 


2X 

g 

und  die  äia  Ende  des  Falles  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

y  =  gt  =  l/'ogx 

d.  h;  mit  der  am  Ende  seines  Falles  erlangten  G^scIiV^ndigliei 
würde  er  in  gleichförmiger  Bewegung  in  jeder Secu!nde  do 
Baum  gt  zurücklegen. 

Für  Körper ,  welche  in  der  Bichtung  der  x ,  d.  h,  s^nkreck 
aufwärts  geworfen  werden ,  ist  g  negativ ,  also 

V  =  a  —  gt 

•     •    - 

die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit  t,  wenn  a  die  anfängKche  Gfr 
schwindigkeit  bezeichnet,  und 

X  =  at— i  gt« 

für  die  m  der  Zeit  t  erreichte  Höhe  x«  Der  Körper  wird  so  laoji 

steigen ,  bis  seine  Geschwindigkeit  Null  ist«  Die  Zeit  seines  $le^ 

gens  ist  daher 

a. 
t/  =  - 

g 

und  die  gröfslä  Höhe ,  die  er  erreicht ,  ist  ' 

a« 

x<  =   — 

2g 

Von  diesem  höchsten  Punkte  ii<rird  der  Körper  "Wieder  zu  biM 
anfangen ,    und  wenn   er  durch  die  gäiiz'e  Höhe  x^  gefallen  isti 
so  wird  er  die  Geschwindigkeit 

v'  z::  y/  2  gx'  =  a 

d.  h.  seine  anfängliche  Geschwindigkeit  habend  Um  daher  eioei 
Körpef^  auf  eine  gegebene  Höhe  zu'  bringen ,  muts  man  ihm  dii 
anfangliche  Geschwindigkeit  geben ,  welche  er  dorcli  den  F^" 
durch  dieselbe  Höhe  erhalten  würde* 


ii3 

ff.  3. 
1>Ä  aber  in  gröfsern  Entfernungen  über  der  Oberfläche  der 
Erde  9  die  Kraft  der  Erde  oder  die  Schwere,  nicht  mehr  alscon- 
Btant  angesehen  werden  kann ,  so  wollen  wir  nach  dem  Vorher- 
gehenden  annehmen ,  dafs  sich  diese  Kraft  X ,  welche  nach  der 
Tertikaien  Richtung  der  x  wirkt,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  yerhalte. 
Sej  r  der  Halbmesser  der  Erde ,  a  die  anfängliche  Entfernung 
des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde ,  und  g  die  Schwere 
auf  der  Oberfläche  derselben,  so  ist,  wenn  der  Körper  den  Baum 
X  zurückgelegt  hat 

Ca— X)« 

al  so 

d^x  g.r* 


dt»  (a— x) 


3 


Rlultiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  2dx,  so  ist  ihr  Integral, 
»renn  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  Null  ist 

dt*  a-  a — X 

ilso  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jeden  Werth  von  x  gleich 

V    a(a— x) 
Die  vorhergehende  Gleichung  gibt  zugleich 

dx   /  a  \i   ^^        a— X 

r  V  2gy       vi;;r=^ 

leren  Integi^l,  wenn  x  mit  t  zugleich  verschwindet, 

*  =  7  (^'  [|/^^=^+  !  Are.  Co»  ^"] 

lurch  welche  Gleichung  man  für  jeden  Werth  von  x  den  ihm 
Mitsprechenden  Werth  von  t,  oder  umgekehrt  erhält. 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  x  sehr  klein  gegen  a ,  und 
I  nahe  gleich  r  s^n ,  so  geben  sie 

V  =    y/j4  gX 

t  s=  'X/  —  wie  im  S.  2* 

V  g 

IH.  H 
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Verhält  sich  clie  anziehende  Kraft  X,  wie  die  Kütfeman; 
der  Körper  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  ein  Fall  der  für  alle  Kör- 
per im  Innern  der  Erde ,  in  tiefen  Bergwerken  etc.  statt  findet, 
so  hat  man ,  wenn  man  die  Bauzeichnung  yon  g  und   r  aus  ^.  3. 

beibehält 

d'x  _  g J[r— x) 

dt»  r 

also  wenn  der  Körper  auf  der  OberflSlche  der  Erde  in  Ruhe  war, 
oder  V  mit  x  zugleich  yerschwindet 


dx 

dt 


=  ^=  yf(r^-(r-x)») 


für  die  Geschwindigkeit ,  und  wenn  t  mit  x  rerschwindet 


=©* 


i   ^  r— X 

,     Are  Cos 

oder 


für  den  zurückgelegten  Raum«  Setzt  man  in  diesen  Formeln 


X  =  r — r  Cos  t  1  /  ^ 


X  =  r 
so  ist 

für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Mittelpunkte  der  Erde 
Ton  welchem  Punkte  er,  wenn  ihn  nichts  hindert,  bis  zu  demetV 
gegengesetzlen  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Erde  geho 
wird,  wo  X  =  2r  also'v  =  o  ist.  Seine  Geschwindigkeit  an  difr 
sem  Endpunkte  wird  also  Null  seyn,  wie  «ie  es  im  Anfange  dei 
Bewegung  war,  und  der  Körper  wird  daher  wieder  zu  dem  Mittet 
punkte  der  Erde  zurückgehen,  \on  da  zu  dem  Anfangspunkte  stä- 
gen,  und  so  eine  unendliche  Anzahl  vonOscillationen  ,"  alle  voi 
gleicher  Dauer,  yon  einem  Ende  des  Durchmessers  zum  anden 
machen.  ! 


mm 

Für  X  =  r  ist  die  Zeit  durch  den  Halbmesser  - 

2 


für  X  =s  2r  die  Zeit  einer  ganzen  Oscillalion  durch   den  Durd 

me«8er  gleich  nr  1  /  iL  oder  gleich  der  doppelten  Zeit  durd 

V    g 

den  Ilalbmesser ,  wo  ^  =  3fi4i5y26  .  .  •  • 

Auf  einem  in  dem  Punkte  A  ruhenden  Körper  wirke  ein« 


iiS 

Hraft ,  die  «ich  wie  die  n^*^  Potenz  der  Entfernung  derselben  yon 
dem  Korper  verhält.  Man  suche  die  Bewegung  des  Körpers. 

Ist  AC  =  a  die  ursprüngliche  Entfernung  des  Körpers  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Kraft,  und  hat  er  in  der  Zeit  t  deuTheil  AP=x 
der  Linie  AC  =  a  zurück  gelegt ,  so  ist  am  Ende  dieser  Zeit  die 
Entfernung  des  Körpers  von  der  Kraft ,  PC  =  a  —  x  und  daher 

d^x 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  2  dx  und  integrirt,  so  er- 
hält man 

dx*        ^  2  Ca — x)"+«        2(a*»  +  » — (a — x)"  +  ») 

dt«  n  +  1  n  -j-  I 

da  der  Yoraussetznng  gemäfs  die  anfängliche  Geschwindigkeit 

dx 
des  Körpers  Null  ist ,  oder  da  --i   mit  x  zugleich  verschwindet. 

dx     . 
Dieser  Werth   von  —  gibt   also  die  Geschwindigkeit  des 

Körpers  für  jeden  Punkt  AP  ==  x.  Ist  n  eine  positive  ungerade, 
also  (n  +  i)  eine  positive  gerade  Zahl,  so  geht  der  Körper,  wenn 
er  im  Mittelpunkte  C  der  Kraft ,  wo  x  =  a  ist ,  angekommen  ist , 
noch  über  C  hinaus  auf  die  der  A  entgegengesetzten  Seite  der 
geraden  Linie  AG ,  bis  auf  dieser  Seite  ebenfalls  seine  Entfer- 
nung CB  von  C  gleich  a ,  also 

X  =  AB  =  2a 

wird,  ivo  seine  Geschwindigkeit  verschwindet,  und  er  daher  wie- 
der aufwärts  nach  C  und  A  geht,  wo  seine  Geschwindigkeit  zum* 
zweytenmale  verschwindet ,  und  der  Körper  auf  diese  Art  seine 
Osciilationen  um  den  Punkt  C  in  der  geraden  Linie  AB  ohne  Ende 
fortsetzt« 

Für  den  besondern  Fall  n  =  —  1  hat  man 


d^-y  2iog^ 


also  ist  hier  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  G  unendlich  grofs, 

und  der  Körper  kann  nicht  über  C  hinaus  gehen ,  weil  für  x  >  a 

dx 
der  Werth  von  ^-  unmöglich  wird»  Die  Zeit  durch  AP  =  x  aber  ist 


r       dx 


a      ^      dz 


t  =  Const  +  ^j  y  ^^^  ^^  =  Cpnst  +  p^/^-Tj^ 


wo  z  =  ist. 

a — ^x 
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Die  Zeit  aber,  welche  Jer  Körper  brayeht,  den  Thetl  AP=  x 
«eines  Weges  zurückzulegen ,  ist 


JAx  v/n  +  I 
y/2  -(a"  + 1— (a— x)"  -f  «) 


ein  Ausdruck,    den  man  in  seiner   ganzen  Allgemeinheit  nicht 
anders ,  als  durch  Reihen  integiriren  kann. 

Geht  die  bisher  betrachtete  anziehende  Kraft  in  eine  abstos* 

',      d«x 
sende  über,  so  ist  -  ~  r=  —  (a— 'x)"  also  auch,  wenn   der  Kör- 
per anfanglich  im  Punkte  C  in  Ruhe  war: 

dx 1/2  (a — x>  +^» 

dt  ~ 


L  Bey  der  Auflösung  der  hieher  gehörenden  Difierential- 
gleichungen  ist  es  oft  nothwendig,  aufscr  dem  completten  Integrale, 
auch  das  particuläre  Integral  derselben  zu  suchen,  da  zuweileo 
nur  das  letzte  die  eigentliche  Auflösung  des  Problemes  enthalten 
kann.  Sucht m^n  z.B.  die  geradllmchte Bewegung  eines  Körpers, 
auf  welchen  eine  verzögernde  Kraft  wirkt ,  die  der  Quadratwiu> 
zel  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  hat  man  für  dieGleh] 
chung  der  Bewegung 

dv 
-  =  _aK. 

wo  V  die  Geschwindigkeit  und  a  eine  Constante  beseichnet«  Diese 
Gleichung  hat  zum  completten  Integrale 

wo  c  eine  Constante,  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  bezeich- 
net. Das  particuläre  Integral  jener  Gleichung  ist  aber  vr=::0.  Wen« 
daher  die,  anfängliche  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist,  so  mufs 
der  Köi*per  offenbar  immer  in  Ruhe  bleiben  ,  er  kann  sich  nicbt 
von  seinem  ursprünglichen  Orte  entfernen ,  und  in  diesem  Fall« 
ist  also  die  Auflösung  der  Aufgabe  durch  das  particuläre  Integral 
V  =  o,  nicht  aber  durch  das  complette  v  =  J  a*  t*  gegeben. 
Ist  die  anföngliche  Geschwindigkeit  nicht  Null ,  so  wird  der.Kör 
per  sich  allerdings  bewegen,  und  diese  Bewegung  wird  durch  die' 
Gleichung  v  =  (l/\»  —  i  at)»  richtig  dargestellt  werden,  aber 
nur  so  lauge,  bis  seine  immer  abnehmende  Geschwindigkeit  eni 

wird;  yon  diesem  Augen- 


Kc 


lieh  gleich  Null,  oder  bi<i  t  = 

blicke  an  wird  der  Körper  sich  nicht  mehr  bewegen ,  sondern  i« 


»«7 

Rulie  bleiben,  und  sein  Zustand  wird  ron  dieser  Zeit  aii  durch 
das  particuläre  Integral  y  =  o  dargestellt  werden* 

IT.  Sucht  man  die  geradlinichte  Bewegung  eines  Körpers, 
0uf  welchen  eine  Kraft  wirkt,  die  sich  wie  die  n*»  Potenz  der  Ent- 
fernung des  Körpers  von  dem  Mittelpunkte  dieser  Kraft  yerhält, 
so  Ist 

-T—    =  ax" 
dt^ 

wo  a  eine  Constante  bezeichnet,  die  positiv  ist,  wenn  die  Kraft 

abstofsend,  und  negativ,  wenn  sie  auf  den  Körper  anziehend  wirkt. 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  Gröfse  n  pqsitiy  und  kleiner  als 

die  Einheit  sej.  Das  erste  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist 

.dt      y  '^+r 

Ifrenn  im  Anfange  die  Bewegung  für  x  =  o  auch  die  Geschwindigkeit 

dx        .  , 

-,j,  gleich  Null  ist.  Integrirt  man  diesen  Ausdruck  noch  einmahl, 

unter  der  Voraussetzung ,  dafs  x  =  o  für  t  =  o  ist ,  so  hat  man 

t  =  -^.  lA(^+n)x^-^ 

lYO  der  Annahme  gemäfs  die  GrÖfse  (i  — n)  positiv  ist.  Allein  die. 

d'x 
gegebene  Gleichung  -r —  =  ax^  hat  auch  noch  das  particuläre  In- 

tegral  x  =  o,  und  eben  dieses  ist  es,  welches  unsere  Aufgabe 
auflöfst,  da  der  Körper  offenbar  in  seinem  anfänglichen  Orte 
verbleiben  mufs,  weil  in  diesem  Orte  die  Geschwindigteit  so- 
wohl ,  ab  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  gleich  Null  ist. 

Wäre  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nicht  Null ,  so  wurde 
'vi'enigs teils  für  einige  Zeit  nach  dem  Anfange  der  Bewegung  dieses 
Paradoxon  wegfallen.  Wäre  endlich  a  negativ,  so  wäre  t  vollends 
•eine  imaginäre  Zeit,  aus  welcher  sich  nichts  weiter  schliefsen  lälst. 

Das  Vorhergehende  setzte  die  Bewegung  der  Körper  im 
fteyen  Baume  voraus.  Allein  unsere  Versuche  werden  in  der 
Atm/isphäre ,  also  in  einem  widerstehenden  Mittel  gemacht. 
Man  nimmt  gewöhnlich  an,  dafs  sich  der  Widerstand  des  Mittels 
•wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  verhalle. 

Ist  ajso  y ,  die  Kraft  der  Erde ,  eine  constante  Gröfse ,  und 
ni  irgend  ein  Factor,  der  für  denselben  Körper  und  für  dasselbe 
Mittel  constant ,  aber  mit  der  Form  des  Körpers  und  der  Dichte 
de»  Mittels  veränderlich  ist,  so  hat  man  für  frey  fallende  Körper 


dt» 


^  g  —  mv*  oder 


dt        ® 
also  wenn  t  und  9  zugleich  verschwinden 

oder 

^ —         I/k  +  V  l/m  ^  ^ 

Kg  —  ^  K'«» 

wenn  log.nat«  e=:  i  isU  Diese  Gleichung  gibt  die  Gesehwindigkeü 
für  jede  Zeit.  Weiter  ist 

vdv 

dx  =  i'dt  =  r 

g — ro  v' 

also  wenn  v  und  x  zugleich  verschwinden 

—  a  mK  =  log  ^  I 1 (2) 

welche  Gleichung  den  Raum  für  jede  Geschwindigkeit,  also  auckf 
mit  der  Gleichung  (i)  für  jede  Zeit  gibt. 

Wenn  die  Zeit  sehr  grofs  ist,  so  gibt  die  Gleichung  (i) 
J/g  —  V  J/m  =  o  oder  v  =  »"l  /  S_ 

Y  ^ 

oder  die  Bewegung  der  fallenden  Körper  im  widerstehenden  Mit- 
tel nähert  sich  immer  mehr  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit 
constaüter  Geschwindigkeit. 

I.   Für  Körper ,    die  im  widerstehenden'  Mittel    senkrecht 
aufwärts  geworfen  werden,  ist 

dv 

dl   =-g-mv' 

also  wenn  a  die  anfängliche  Geschwindigkeit  ist : 


t  = 


I/gm 


f Are.  tg  a  1/ ü?  —  Are.  tg  v  "l/n}  | 


für  die   Gleichung  zwischen  Zeil  und  Geschwindigkeit.    Daraus 
folgt,    dafs  auch   dann,    wenn  die  anfängliche  Geschwindigkeit 
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a  unendlich  grofs  ist,  dißZeit  des  Aafsteigcns  eiues Körpers  doch 
fiur  endlich  und  gleich 

t  =  — :::i:;  ist. 
v/gm 

Ferner  ist 

,  ,  — vdv 

dx  =  |;dt  =  — ; 


^  +  m  v* 
also  vrenn  v  zu  a  für  x  =  o  ist 

1  g  +  ma» 

X  =s  log  ^—, 

2|p      ^  g  +  m  y» 

fipir  die  Gleichung  zwischen  Raum  und  Geschwindigkeit«  Die  gröfste 
Höhe  x%  auf  welche  sich  der  Körper  erheben  kann ,  ist ,  wenn 
m^ii  V  r=:  o  setzt 

also  diese  Höhe  im  Allgemeinen  desto  gröfser ,  je  kleiner  m  ist. 

n.  Wenn  der  Körper ,  nachdem  er  aus  seinem  anfanglichen 
Punkte  A  durch  die  Linie  AO  =  x  gefallen  ist,  mit  der  am  Ende 
seines  Falles  erhaltenen  Geschwindigkeit  wieder  von  dem  Punkte 
O  •  wie  Ton  einer  elastischen  Ebene  in  der  Linie  O  \  aufwärts 
'zurückgeworfen  wird ,  und  auf  diese  Art  seine  Reflexionen  in  O 
iinmer  wiederholt  werden ,  so  wird  man  diese  Rewegung  des 
Körpers  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Die  Geschwindigkeit,    welche  der  Körper  durch  den  Fall 
durch  i\p=  X  erhalten  hat,  ist  nach  der  Gleichung  (2)  gleich 


V 


L  (i_e-.-) 


TPO  log  nat  e  =  1  ist.  Mit  dieser  Geschwindigkeit  fängt  er  in  O 
.an  zu  steigen,  und  steigt  bis  A'.  Ist  OA.'  =  x',    so  ist  nach  der"* 
Gleichung  (3)  die  anfangliche  Geschwindigkeit ,    welche  ihn  bis 
zur  Höhe  OA'  =  x'  erheben  kann ,  auch  gleich 


V6.  rQzmx* j)  woraus  folgt 

l/|(«-e— ")  =  y  ^(e"""-  »)  also 

durch  den  FaW  durch  A'O  erhält  er  die  Geschwindigkeit 


1341 


und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindigkeit  bis  OA'/  =  xO  steigt 
so  ist 


Vh (hi^)  =  y  ^(e"""-0  woraus  folgt 

3—2  e-»»"» 


ß«  mx"  -- 


2 — e"*  '"* 
darcl^  den  Fall  durch  A''  O  erhält  er  die  Geschwindigkeit 

und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindigkeit  bis  A'"0  =  x'"  steigt, 

so  ist  .^«^_««__— — — — — . 

Vif  '""^"""^  Wl/lCe«"»"^-!)  woraus  folgt 
m\3 — 2e— "»V         y    m^ 

4 — 3  e— * "»» 

e»  "»*'"  =  5 u»  s.  u 

5—2  e — *  "** 

Es  ist  also  die  erste  Höhe  AO=x==  —  log  e*  "»* 

2m     ^ 

zweyte  .  .  •  A'0=x'=  —  log  (a — e""*"*J 

dritte  .  •  •  A''0=x^'=  —  lüg  (Z—ll ) 

am    ®  \  2 — e— » "**  y 

und  überhaupt  die  n*«  Höhe    x«»  =  -=-  loff  f  r r — : 1 

^  am     ^\(n— i;— (n — 2;o— ««»V 

Die  Geschwindigkeit ,  die  der  Körper  am  Ende  des  n^^  Fal- 
les hat,  ist  aber 


V    DJ  V  n — (n —  I )  e— » "»V 


und  die  Geschwindigkeit,  die  er  am  Ende  des  n^«"  Steigen«  hat, 
ist  gleich 


m  V(n — i)  —  (n — 2)e~»  »"v 


litt 

*  Aueh  hat  man 

X  +  x'  s=  —  lüg  (a  e« »« — i) 
•  am     "^  ■  ^ 

X  +  X' +  X"  =  ~  log  (3  e' ■»«— 3) . . . 

und  überhaupt 

X  +  x'  4*  -^"  +•  •  ••  =  — '  ^"^8  (i^e*"' — (n — i)) 

Ist  die  erste  Höhe  AO  =x  unendlich  grofs,  so  sind  die  folgenden 
Höhen  x^^  x'^.»**  doch  immernoch  endlich,  denn  dann  ist 

I    ,        •  I    _  1    - 

X'  = log  2  ,   X''  =5 log   I ,    X'"  = log  4  U.S.W. 

2m     **  2m     ^  2m     ^  ^ 

und  die  n*«  Höhe    x"  =s    -  -  log 

2m      ^  n — 1 

ni,  Wir  haben  bisher  i^rausgesetztjdafs  der  Widerstand  des 
Mittels,  in  welchem  sich  der  Körper  bewegt,  in  allen  seinen  Thei- 
len  derselbe  ist*  Diese  Voraussetzung  hat  aber  für  unsere  Atmos- 
phäre nicht  statt,  deren  Dichte,  also  auch  deren  Widerstand 
mit  der  Entfernung  von  der  Erde  behanntlich  abnimmt.  Sey  D^ 
die  Dichte  der  Atmosphäre  an  der  Oberfläche  der  Erde ,  und  D 
die  Dichte  derselben  in  der  Höhe  x  über  der  Erdoberfläche  Man 
suche  die  Geschwindigkeit  v  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen 
Körpers  für  jede  Höhe  x* 

Nach  Laplace  (M e c.  c & I.  Li y.  X)  ist 


D  es  D'*  e     7963 

Die  auf  einen  geworfenen  Körper  wirkende  Kraft  ist  aber  gleich 
g  +  MD  .v',  wo  M  eine  yon  der  Gestalt  des  Körpers ,  und  der 
Dichte  des  Mittels  abhängige  Constante  ist*  Setzt  man  der  Kürze 
wegen 

7^63  =  n  und  M  D^  =  m  , 

80  ist  also  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Körpers 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  dx,  so  hat  man 

(da  ^  =  57-  und  vdv  =  — 7-7—  ist) 
^  dt  dt* 


yd»»  +  g^x  +  mv^e    °  dx  SS  o 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch 

e""'  nin.o    n ,  gQ  erhält  man 

— L  — -  — — 

(vdv  +  v».me    "dx)  e— •"»•    "*  =  — g.e—*""*    ■  dx 

Das  Integral  des  ersten  Theiles  dieser  Gleichung  ist 

z 

4v».e— »""••    «,  und  für  den  zweyten  Theil  tann  man   so  ve^ 
fahren.   Setzt  man  das  Integral 

J  r-—  als  bekannt  voraus ,  und  bezeichnet  es  mit  f  (y)  so  sey 


«  » 


y  =  e^'* ,  also  dy  s=  ä  e."**'e*  dx  und  log  y  «  «.e' 

also  auch   P^  =/^e*\  dx  =  f.e*''*. 
«/  log  y     J 

Setzt  man  also  voraus ,  dafs  man  die  Funktion  f  (y) ,  die  gleich 

r^ -ist,  angeben  könne ,  so  ist 

Also  ist  auch  das  ganze  Integral  der  vorigen  Gleichung 

z  z 

2 gn. f  (e-^' ""••"" ^)   rsy.'e-''"^""" "^4- Consta 

DieConstante  der  Integration  wird  aber  so  bestimmt,  dafs  x  =o 
für  V  =  c  ^erscheint ,  wo  c  die  anfängliche  Geschwindigkeit  be- 
zeichnet, mit  welcher  der  Körper  geworfen  wurde*   Es  ist  daher 

V»  =  c».e"-"''^"^""^^  — 3  gn.e*  ""••""  "x 

und  durch  diese  Gleichung  wird  man  die  anfangliche  Geschwin- 
digkeit c  bestimmen  können,  die  nöthig  ist,  damit  der  Körper 
eine  gegebene  Höhe  h  erreichen  kann.  Soll  der  Körper  nicht  noch 
höher  steigen ,  so  ist  v  =  o  für  x  =  h ,  und  dieses  gibt 

c»  =  2  gn  .e' "".  If .  e""* ""  —  f.  e~'  """•'    "  J 

Nimmt  man  keine  Rücksicht  auf  die  Veränderung  der  Dichte  oder 
des  Widerstandes  der  Atmosphäre  ,  so  ist  n  unendlich  grufs,  und 
die  letzte  Gleichung  geht  in  folgende  über: 


133 


1             /          mc*\  & 

h—  —  log  (  I  H 1  oder  c»  =  2.  ^e"»^— i) 


g 
welches  wieder  die  Gleichung  (3)  ist. 

Wir  wollen  nun  eben  ^o,  die  Bewegung  eines  Körpers  suchen, 
auf  welchen  eine  constante  Kraft  g  in  der  senkrechten  Richtung 
der  z  wirkt ,  und  der  gezwungen  ist ,  sich  auf  einer  Ebene  zu 
l>ewegen.  Da  der  Körper,  wie  man  leicht  sieht,  auf  jener  Ebene 
eine  gerade  Linie  beschreiben  wird,  so  wollen  wir,  der  Kürze 
wegen j  die  Ebene  der  xz  in  jene  gerade  Linie  legen,  oder  die 
'  Bewegung  eines  Körpers  suchen ,  welcher  sich  unter  der  Wir- 
kung der  senkrechten  constauten  Kraft  g ,  in  dieser  geraden  Li« 
nie  bewegt, 

Sey  L=  o  =z  —  Ax  die  Gleichung  dieser  Linie ,  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Kör-' 
pers 

d«x  /d«z         \  .         .      V 

{  o  =  -^-«x+^j^-g;«2  +  3l(6z-A«x) 

welche  daher ,  da  die  Gröfsen  d  x ,  dz,  unter  einander  unabhän« 
gig  sind ,  folgenden  zwey  Gleichungen  gleichgeltend  ist : 

d«x 


•    Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  ^unbestimmte 
;    Gröfse  X,  so  erhält  man 

d«x    ,    Ad»z 
dF+'dF'-^S^o 

und  diese  Gleichung  verbunden  mit  der  gegebenen  L  =  o ,  reicht 
hin ,  die  Werthe  von  x  und  z  für  jede  ,Zeit  zu  bestimmen, 

.  Diese  Gleichung  ist  nämlich  auch ,  wenn  A  =  tg  a  ist 

p 

i  d*  z +d*x  Cotg.a  —  gdt*  =  o 

iE  • 

^    Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zweymal  so ,  dafs 

dx         dz  -  , 

-v   =  -T"  =  z  =  o  für  t  =  o ,  so  hat  man 

dt         dt 


dz  ^  dx  Cotg.  a  =  gt  dt     und 
z+  xColg.  a  =4  gf 


ä 
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und  diese  heydetx  letzten  Ausdrücl^e  ipi( 

dz  =  dx*  tg  a 
Terbunden  ,  geben  sofort 

^^  c        r»  ^^^  ^^®  Geschwindigkeit  des  Körpers 

—  =  gt.Mn  a  Cos  a        ^^  j^^  horizontalen  Richtung  der  x 

dz  für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  b 

'  j|.  ^  6*  ^^"'  *  der  yertikalen  Richtung  der  z  ,  und 

yjj^g    I    jJT  für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 

' =-^ ssgtSina  in  der  Richtung  seiner  Bahn« 

Die  Int^gralipn  der  drey  letzten  Gleichungen  gibt 

X  =:  {  gt*  «  Sin  a  Cos  a 

z  =  «ff  gt*  Sin*  et 

\/x*  +z*    =  J  gt«  Sin  a 

für  die  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Wege  in  der  Richtung:  der 
X I  der  z  und  in  der  Richtung  der  Bahn. 

Endlich  ist  noch  der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene 


VI 


dx/     "*"  VdzV    ""  Cos  a 


und  da  nach  den  bejden  ersten  Gleichungen 

X  =  g  Cos*  X 
ist ,  so  ist  der 

Druck  =  g  Cos  ci 

^ÜT  a  =  qo°  geben  di^se  Gleichungen  die  in  §.  2.  entwickelten 
Ausdrücke  für  den  freyenFall  der  Körper,  welche  letzteren  sicli 
auch  hier  unmittelbar  anwenden  lassen,  wenn  man  Toraussetzt« 
dafs  die  bewegende  Kraft  nicht  g nach  der  Richtung  der  z,  sondern 
g  Sin  u  nach  der  Richtung  der  schiefen  Ebene  ist. 

Zwey  Körper,  die  an  den  beyden  Enden  eines  unausdehnba* 
ren  Fadens  befestigt  sind,  und  sich  auf  zwey  Ebenen  bewegen, 
die  gegen  einander  unter  der  Gestalt  eines  Daches  zusammenge- 
fügt sind,  werden  von  der  constanten  Kraft  g  nach  einer  senk- 
rechten Richtung  bewegt.  Man  suche  ihre  Bewegung. 

Ist  m  die  Masse  des  ersten  Körpers ,  und  x  seine  yerändcr- 
liche  Entfernung  von  einem  willkührlichen  festeh  Punkte  der 
schiefen  Ebene,  1  die  Länge  der  schiefen  Ebene,  auf  welcher 
der  Körper  m  sich  bewegt ,  und  h  die  gemeinschaftliche  Höhe 
beyder  Ebenen,  so  ist  die  Kraft,  welche  ihn  nach  der  Richtung 
der  Ebene ,  oder  narch  der  Richtung  der  x  bewegt 
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Bezeichnen  m'  x^  I'  für  den  zwejten  Körper  ähnliche  Gröfsen , 
so  ist  die  Kraft ,  welche  ihn  nach  der  Richtung  seiner  Elbene , 
oder  nach  der  Richtung  der  x^  bewegt 

X/  =  ?-       • 
1' 

und  daher  die  Gleichung  der  Bewegung  beyder  Körper 

/ffh        d'a\  .  /gh        d«x'\ 

Vi  dt«/        ^         \1'  dt«y 

Da  aber  nach  det  Bedingung  der  Aufgabe 

5x  =  —  öx'  und  d**x  =  —  d^x' 
ist,  80  geht  die  rorhergehende  Gleichung  in' folgende  einfache  über 

=  Ag 


-^o  der  Kürze  wegen 


d% 


.  h  (tnl'— m'  1) 

A  = 


(m  +  m')  11' 

gesetzt  worden  i$t. 

Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx   . 

-=,.=  Agt  +  a 

% 
für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  m  nach  der  Richtung  seiner 
£bene ,   wenn   a  die   anfangliche  Geschwindigkeit  des   Körpers 
bezeichnet. 

Das  zweyte  Integral  derselben  Gleichung  ist 

x  =  igt*.A+  at  -J-  b 

wo  b  der  anfängliche  Werth  yon  x  ist. 

Die  beyden  Werthe  von  v  und  t  zeigen ,  dafs  die  Bewegung 
des  Körpers  m  der  eines  frey  fallenden  Körpers  ähnlich  ist,  wenn 
man  nur  in  ($.  a.)  Ag  statt  g  setzt. 

.  Die  Bewegung  des  andern  Körpers  m^  ist  aber  offenbar  die 
entgegengesetzte  des  Körpers  m,  Ist  die  anfängliche  Geschwin- 
digkeit a  gleich  Null,  und  hat  man  zugleich  ml'  =  m'l,  so  ist 
auch  A  gleich  Null ,  oder  bejde  Körper  sind  im  Gleichgewichte« 
Sie  sind  also  im  Gleichgewichte  wenn  die  Massen  (oder  die  Ge- ' 
"wichte)  der  beyden  Körper  sich  wie  die  Längen  ihrer  Ebenen  ver- 
halten, wie  diefs  auch  aus  Gap.  I,  ^«  9.  111  folgt. 

Sind  die  beyden  Ebenen  vertikal ,  so  sind  ihre  Längen  gleich 
ihrer  gemeinschaftlichen  Höbe,  oder  1  =a  P  =  h,  also 
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m  — m^ 


A=: 


in  -f-  m' 
Ist  daher  die  anfangliche  Geschwindigkeit  gleich  Null ,  so  ist 

V  =a    ; r  .  gt  und  X   =   z •  t  g^  +  *> 

oder  die  Bewegung  desto  langsiimer,  je  kleiner  die  Differen 
m  —  m'  gegen  die  Summe  m  -|-  m^  der  beydea  Massen  ist*  Diel 
ist  der  Fall,  wo  beyde  Gewichte  durch  einen  Faden  verbundei 
sind ,  der  über  eine  Rolle  geht« 

I«  Substituirt  man  statt  dem  Faden  mit  den  bejden  Gewichta 
eine  homogene ,  in  allen  ihren  Theileo  gleich  dicke  und  schwen 
Kette ,  so  sey  x  die  Länge  des  Theiles  der  Kette ,  der  auf  de 
ersten  Ebene  liegt,  also  c  —  x  der  andere  Theil,  Wenn  c  die  Längt 
der  ganzen  Kette  bezeichnet.  Diefs  yorausgesetzt  wird  man  die  top 
hergehenden  Gröfsen  m  in  x  und 

m'  in  c — X 

verwandeln,  und  so  für  die^  gesuchte  Gleichung  der  Bewegung  da 
Kette  erhalten 


oder  einfacher 

d«x 


dt» 
tvo  der  Kürze  wegen 


—  a«x  +  ß  =  o 


-'  =  -^(}+i')^niß  =  f7 


gesetzt  wurde. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

x=:    ^  +  ae^'  +  b.«-*' 


a 


^o  t  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  ^  und  Wo  a  unJb 
die  zwey  Constanten  der  Integration  sind. 

Damit  keine  Bewegung,  oder  damit  Gleichgewicht  statt  fini 
mufs  seyn 

a  =  b  =  o  oder 

ß  cl  ,  cl' 

X  s==  — --  =  - — ---  und  c —  X  = 


«»         1  +  1/  1  +  A' 

d.  h.  für  das  Gleichgewicht  sind  die  zwey  Theile  der  Kette  in« 
die  Längen  der  bejden  Flächen,  oder  die  beiden  Endpunkte  der 
Kette  sind  in  derselben  horizontalen  Linie« 


1  «7 


II.  Wäre  der  Korperm  durch  einen  Faden  an  einem  Cylindcr 
Ton  kreisförmiger  Basis  ,  dessen  Radius  r ,  und  m'  an  einem ,  an 
diesem  Gyiinder  doncentrisch  befestigten  R^de  des  Halbmessers 
r'  angebracht ,  so  hätte  man  für  die  Gleichung  der  Bewegung  bei- 
der Körper 

Da  femeb 

dx  ^  d^x  ^  äv 

"dt  ""  ^   ""  "dt 

ist  9  wenn  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  senkrechten  Richtung 
der  X  bezeichnet ,  so  ist 


m 


(s-Tt)*^+°"(s-xD*''  =  ° 


Da  endlich  die  zwey  Geschwindigkeiten  v  und  v 'in  ihren  Richtun- 
gen einander  entgegen  gesetzt  sind,  und  da  sie  sich,  nach  der 
Eigenschaft  der  Maschine  (des  Rades  an  der  Welle)  wie  dielialb^ 
messer  desf  Cylinders  und  des  Rades  verhalten ,  so  ist 

V  t 

V'  r'    , 

filso  auch 

bx  r      _  • 

- —  = ,  oder  r'  oi  =  —  r  ^x' 

bxf  r' 

oder  endlich 

r'  Av  +  r  Av'  s=.  o 

alfiO  ist  auch  die  Torhergehende  Gleichung  der  Bewegung 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

mr  —  m'  r' 
a  B  «   

mr»  +  m'  r'* 

t   '80  erhält  man  folgende  zwey  Gleichungen 

äv  =      Bgr  «dt 
dW  =:-^Bgr'«dt 

oder  beydc Körper  werden  wieder  so  bewegt,  als  ob  auf  den  er- 
sten die  Kraft  Br.g  und  auf  den  zweyten  die  Kraft  —  Br'.  g  in 
u     der' senkrechten  Richtung  der  Schwere  g  wirkte. 


m 


i 
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Man  hat  in  den  neuern  Zeiten  öfter  die  Meinung  geäufsert, 
flafs  die  Aerolithen  von  den  Vulkanen  des  Mondes  ausgeworfen 
werden.  Wir  wollen  die  anfängliche  Geschwindigkeit  suchen,  wel- 
che diese  Körper  haben  müssen ,  damit  sie  die  Attraktionssphäre 
'der  £rde  erreichen  können.  Der  gröfsernEinfachheit  M^egen  wollen 
wir  hier  ton  der  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde,  und  vonfder 
der  Erde  um  die  Sonne  abstrahiren,  oder  diese  bey den  Gestirne 
in  Buhe,  und  überdiefs  den  ursprünglichen  Wurf  der  Aerolitben 
gegen  die  Erde  gerichtet  annehmen,  so  dafs  man  also  die  gerad- 
linichte  Bewegung  eines  Körpers  zu  bestimmen  hat,  wrelcher  Ton 
z  w  e  7  Kräften  angezogen  wird ,  die  sich  wie  ^^erkehrt  das  Quh 
dt*at  ihrer  Entfernungen  von  dem  Körper  y erhalten« 

Sey  r  und  R  der  Halbmesser  des  Mondes  und  der  £rde;  iR 
die  Entfernung  des  Vulkans ,  oder  des  Punktes ,  wo  der  Steil 
ausgeworfen  wird ,  vom  Mittelpunkte  des  Mondes ,  b  R  die  Ent- 
fernung  der  Mittelpunkte  des  Mondes  und  der  Erde« 

Ist  /kl  die  Masse  des  Mondes,  jene  der  Erde  als  Einheit  an- 
genommen ,  und  g,  g'  die  Schwere  auf  der  Oberfläche  der  Erde, 
und  auf  jener  des  Mondes ,  so  ist 


g-6'  =  R^-rr^^^^s' 


^mR^ 


r 


■  ■ 

Ist  g=x  3o.2i6i6Fufs,  r  «3=  —  R  und  /*==  /.q  /  '  »oistg'  ssb.^SM 
Fufs,  oder  auf  der  Oberflache  des  Mondes  fallen  die  Körper  iii 
der  ersten  Sekunde  durch  ^  =  3./i662  Fufs 

2 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  Ton  g^  statc  r  überhaupt  die 
Gröfse  y  R ,  so  ist 

y2R*  ya 

die  Kraft  des  Mondes  auf  einen  Körper,  der  von  seinem  Mittel- 
punkte um  die  Gröfse  yR  entfernt  ist,  so  wie  die  Kraft  der  Erde 

auf  denselben  Körper  in  denselben  Augenblicke  gleich  --- — - — 

seyn  wird. 

Um  daher  die  Entfernung  y  eines  Körpers  Tom  Monde ,  ii 
Erdhalbmessern  zu  erhalten  ,  in  welcher  Entfernung  dieser  Bö^ 
per  Ton  dem  Monde  und  yon  der  Erde  gleich  stark  angezo- 
gen wird  i  hat  man 

SU,  e 

—r  es  .,  ■     ^  ■■  woraus  folgt 


12( 


II 
I 


■_"(-+ vT) 


1 


Setzt  man  b  ==  60  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  Mondes 
und  der  Erde ,  in  Erdhalbmessem  ausgedrüciit  ^  so  ist 

y  s  6.982358  =5  h  also 

h — y  =s  53.067642  Erdhalbmesser 

oder  jener  Punkt  der  gleichen  Anziehung  ist  von  demMonde  6.93 
und  Ton  der  Erde  53.07  Erdhalbmesser  entfernte 

Es  sey  nun  überhaupt  für  irgend  eine  Zeit  x  die  Entfernung 
des  Aerolithen  von  dem  Gipfel  des  Vulkans;  also  a  -|"  ^  seine  Ent- 
fernung yon  dem  Mittelpunkte  des  Mondes,  und  daher  b  —  (a+x) 
seihe  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  so  ist  die  Kraft, 
welche  auf  den  Aerolithen  wirkt  gleich 


(b— a— x)»         (a+x)» 
und  daher  die  Gleichung  seiner  Bewegung 

d«X  g  gfi 


dt«         (b— a— x)»         (a+x)« 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  2  dx  und  integrirf ,  so 
erhält  man 

dx*  2  ff  ffu  ^ 

•jTT  =  c — ^ h  -^  +  Const. 

dt*         b— a— X  ^  a+x  ^ 

dx 
für  die  Geschwindigkeit  1;  =  -^  des  Aerolithen  in  Halbmessern 

der  Erde  ausgedrückt ,    also  auch ,  wenn  x  =  o  für  v  =  C ,  wo 
C  die  anfangliche  Geschwindigkeit  bezeichnet, 


y» 


==  €•  +  2  g  R»  (-T — ^ r 7-5—:) 

'       V         \(h — a;(b — a — x)        a(a  +  x)/ 


und  V  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jede  Entfernung 
(a  +  x)  R  desselben  von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes.  In  dem 
Funkte ,  wo  die  Anziehungen  des  Mondes  und  der  Eiide  einander 
gleich  sind ,  ist  o£Fenbar  v  ==  o,  und  überdiefs  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

a+x=sh,  b  —  a— X  =  b  —  h  wo  h  c=  6.932358, 

daher  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  C',   mit  welchen  der 
IIL  1 
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Aerolith  aas  dem  Monde  geworfen  werden  mofs ,  um  jenen  Funkt 
der  gleichen  Anziehung  zu  erreichen 


I 

3 

Setzt  man  R  =  19617000  Par,  Fufs ,  und  a  =  r  =  —  ,    wodurcb 

man  dem  Krater  des  Vulkans  ein  der  Oberfläche  des  Mondes  an- 
nimmt, wie  diefs  bey  unserer  Erde  der  Fall  ist,  so  findet  man 

3g  U  '  2g  ^/^ 

log  r— -  =:  7.29773  ,   log   -2-_   =  7.07028 

D^^  a  Ä 

und  daher  mit  dem  yorhergehenden  Werthe  Ton  h 


C  =  \/7 1259967.21  —  2490f%4.57  =  8292.7  Pariser  Fufs' 

oder  diese  Geschwindigkeit  C^  mufs  der  Aerolith  in  der  ersteo 
Secunde  habep,  um  wenigstens  den  Punkt  der  gleichen  Attraktion 
zu  erreichen.  Eine  Kanonkugel  legt  in  der  ersten  Secunde  den 
Baum  von  nahe  i56oFufs  zurück,  also  mufs  der  Aerolith  aus  den 
Monde  mit  einer  nahe  fünfmal  gröfsern  Geschwindigkeit  au8g^ 
worfen  werden,  um  jenen  Punkt  zu  erreichen.  Ist  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  desselben  nur  etwas  gröfser,  so  wird  derKÖ^| 
per  in  die  Attraktionssphäre  der  Erde  gelangen,  und  daher  auf  sie 
stürzen.  Die  Möglichkeit  eines  solchen  Ursprunges  der  Aerolithei 
kann  also  nicht  gelängnet  werden  ,  da  die  Kraft,  mit  welcher  einl 
Yulkan  wirkt,  die  einer  Kanone  wohl  leicht  mehr  als  fünfmal  üI>e^ 
treffen  kann. 

Die  Zeit  endlich,  die  der  Körper  braucht ,  die  Entfernung 
a  -{"  ^  ^^^  ^^™  Mittelpunkte  des  Mondes  zurück  zulegen ,  ist 

dt  =    oder 

V 

Rdx 


=Iyf- 


+  2g  Rx  ^  (b— ^j  (b— a— x;        a  (a  +-  xy  / 

wo  CJ  nur  etwas  gröfser  als  8292,7  seyn  darf,  damit  a  +  x  >  k 
werden  kann.  Dieses  Integral  läfst  sich  nicht  in  einem  endlichen 
Ausdrucke,  sondern  nur  annähernd  durch  eine  Reihe  gehen.  Als 
eine  solche  Näherung  folgt  daraus ,  dafs  ein  Stein  ,  der  mit  der 
Geschwindigkeit  C^  =  8273,73  Fufs  von  dem  Monde  ausgeworfen 
wird  I  die  Erde  in  etwa  64  Stunden  erreichen  würde. 
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Andere  und  mehr  zusammengesetzte  Resultate  -würde  man 
erhallen,  wenn  man  auch  auf  die  Bewegung  des  Mondes  und  der 
Erde  Rücksicht  nehmen  wollte.  Wegen  der  ersten  dieser  Bewe- 
gungen hat  der  von  dem  Monde  ausgeworfene  Stein  auch  noch  eine 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  der  Tangente  der  Mondshahn, 
woraus  folgt,  dafs  alle  solche  Steine,  sobald  sie  sich  weit  genug 
Ton  dem  Monde  entfernt  haben ,  um  von  diesem  ungleich  weni- 
ger als  von  der  Erde  angezogen  zu  werden ,  einen  mehr  oder 
w^eniger  von  dem  Monde  gestörten  Kegelschnitt  um  die  Erde  be* 
schreiben  werden  ,  wie  im  folgenden  gezeigt  wird. 


I2 
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SECHSTES   KAPITEL. 


Bewegung   in   krnmmen  Linien,    wenn  Kräfte   irir 
ken,  deren  Richtungen  parallel  sind* 


xl.ii{  einen  Körper,  der  im  Anfange  seiner  Bewegung  einen  ao 
genblicklichen  Stofs  erhalten  hat,  wirke  eine  immerwährende 
beständige  Kraft  g,  deren  Richtung  mit  der  senkrechten  Aehsi 
der  z  parallel  ist*  Man  bestimme  die  Bewegung  des  Körpers. 

Da  die  Kräfte  X  und  Y  nach  den  Achsen  der  x  und  y  yer 
schwinden  ,  und  da  Z  =  —  g  ist ,  so  hat  man  für  die  allgemein! 
Gleichung  der  Bewegung 

d»x  d«y  /a«z    .   .   \ 

^=    dr^-*^+  d^-^3r+(5^+gJ  «z 

und  da  die  Bewegung  frej  ist ,  so  ist  diese  Gleichung  den  drej 
folgenden  gleichgeltend- 

d«x 
d«y 
d»z 

^=  dF  +  s 

Die  beyden  erstem  geben ,  wenn  man  sie  integrirt ,  da  dt  con 
siant  ist 

dx  =  At  dt 

dy  SS  Bt  dt 

wo  A  und  B  bestandige  GrÖfsen  sind.  Eliminirt  man  aus  diesei 
Gleichungen  die  Gröfse  t  dt ,  so  ist 

Ady  =  Bdx 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Da  also  die  Frojection  de 
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Bahn  des  Körpers  in  ier  Ebene  der  xy  eine  gerade  Linie  ist  ^  so 
ist  diese  Bahn   selbst  eine  ebene  Cufre.    Nimmt  man  für  die. 
Ebene  dieser  Carve  die  coordinirte Ebene  der  xz  an,  so  kty  S3  0| 
und  man  hat  für  die  Gleichung  der  Bewegung 

d*x 
dt»"  ^  ^ 

d»z 

'    dr^  +  6  =  ^ 

deren  Integrale  sind 

X  =  bt +  b', 

et« 
z  =  —  2 1-  et  +  c' 

wo  b ,  b',  c ,  c^  eonstante  Gröfsen  sind» 

Setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung,  und  zählt  man  auch  die  Zeit  t  yom  Anfange 
der  Bewegung ,  so  yersch windet  t  zugleich  mit  x  und  z,  und  man 
hat  b'  =  €'  =  o 

Nennt  man  a  die  anfangliche  Geschwindigkeit ,  mit  welcher 
der  Körper  durch  den  augenblicklichen  Slofs  geworfen  wurde , 
und  a  den  Winkel  der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der 
Achse  der  x ,  so  ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  nach  der  ho- 
rizontalen Richtung  der  x  gleich  a  Cos  a  und  nach  der  yertika- 
len  Bichtung  der  z  gleich  a  oin  a 

Aber  diese  Geschwindigkeiten  sind  überhaupt 

dt 
dz 

also  ist  auch  b  =  a  Cos  a  und  c  ==  a  Sin  a,  und  daher,  wenn 
man  diese  Werthe  von  b  und  c  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
TOn  X  und  z  substituirt , 

X  =  at  Cos  a 

z  SS  -—  ^  gt'  -|~  at  Sin  « 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gröfse  t,  so 
erhält  man 

Z  r=  X  tg  a  —      ^    .,      ^    - 

^  a»  Cos*  « 

für  die  Gleichung  der  Bahn ,  die  der  Körper  beschreibt.  Diese 
Bahn  ist  daher  die  Apollonische  Parabel,  weil  das  höchste  Glied 
derselben  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  x  und  7  ein  vollkom- 
menes Quadrat  ist« 


n 
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L  Da  die  auf  der  Oberfläche  der  Erde  yon  uns  geworfeaei 
Körper  sehr  bald  wieder  auf  dieselbe  ^urückfalleD  9  and  dahe^ 
während  ihrer  Bewegung  nur  solche  Räume  beschreiben ,  die  ge- 
gen den  Umfang  der  ganzen  Erde  als  sehr  klein  betrachtet,  lre^ 
den  hönnen ,  so  ist  es  hier  ohne  merklichen  Fehler  erlaubt ,  die 
an  sich  veränderliche  Kraft  der  Erde ,  die  Schwere  g ,  die  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichtet  ist ,  Cap.  lY,  ^.  1.,  als  eine 
constante  Kraft  anzunehmen ,  deren  Richtungen  alle  senhrech 
auf  die  Oberfläche  der  Erde  sind*  Unter  dieser  Voraussetzung 
enthält  das  Vorhergehende  die  Theorie  der  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  und  im  freyen  Räume  geworfenen  Körper« 

IL  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  irgend  einem  Funkte 
seiner  Bahn  ist 


-t'-^f 


dx»  4"  dz 
dt^ 


\/a* — 2  gz. 


Höhe  des  Wurfe»,  heifst  die gröfste Höhe  über  der  horiison- 
talen  Achse  der  x ,  dte  der  Körper  erreichen  kann ,  und  sie  ist 

' — .  Sin*  OL 

Weite  des  Wurfes  heifst  die  Entfernung  des  AnfangsptiDh- 
tes  von  dem  Punkte  der  Achse  der  x,  wo  die  Parabel  diese  Achse 
zum  zweytenmale  schneidet,  und  sie  ist 


—  Sin  3  a 

g 

» 

also  ist  die  Weite  am  gröfsten  für  a  =  4.5°.  Der  Winkel  a  heifst 
die  Richtung  des  Wurfes.  Dauer  desVVurfes  aber 
heifst  die  Zeit ,  welche  der  Körper  braucht  seine  ganze  paraboli- 
sche Bahn  zu  durchlaufen ,  und  sie  ist 

sa  Sin  a 


g 


Ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a  gegeben ,  und  sucht  man 
den  Winkel  «,  damit  der  geworfene  Körper  einen  Punkt  treflfe, 
dessen  Coordinaten  x  s:  A  und  y  =  B ,  so  hat  man 


B  =  A  tg  cc  — 


gA' 


a^  Cos*  a 


Ist  also  k  =  — ,  so  hat  man 

2g 


tg«  = 


2k  +  (/4k«— 4kB— A» 
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Dieser    Winkel  hat  daher   einen   doppelten   Werth,    und  für 
4  h  B  -f-  A»  >  4  k«  sind  beyde  Winkel  unmöglich« 

.  IIT*  Ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a  gleich  Null,    so 
hat  man,  wenn  g  negativ  angenommen  wird 


X  =.  o,  z  =  4  gt»  und  V  =  J/^2 gz  wie  Cap,  V,  §•  3* 

IV.  Wirkt  überhaupt  auf  den  Körper  die  constante  Kraft  a 
nach  der  Richtung  der  X,  und  eben  so  die  constanten  Kräfte  b  und  c 
nach  der  Richtung  der  j  und  z ,  so  sind  die  Gleichungen  seiner 
Bewegung 

d«x    . 

+  a  =  o 


dt« 
d'z 


l 


I 

J 


3! 

•I 


Nennt  man  aßcy  die  anfanglichen  Geschwindigkeiten  des  Körpers 
nach  den Bichtungen  des  x  y  z,  so  $ind  die  erstem Integralien der 
drey  Torhergehenden  Gleichungen 

dx  1 

^  =  a  — at' 
dt 


i: 


dz 


i 


und  eben  so  die  zweyten  Integrälien ,   wenn  man  Toraüssetzt , 
dafs  die  Werthe  Ton  x  y  z  mit  der  Zeit  t  zugleich  yerschwinden 


X  =  at  — 


y  =  ßt-. 


Z  =:  ^t-T- 


at« 

2 
it» 

s 

et* 

2 


Die  drey  vorletzten  Gleichungen  geben  die  Geschwindigkeit, 
und  die  drey  letzten  geben  die  von  dem  Körper  nach  den  Rich- 
tungen der  X  y  z  durchlaufenen  Räume  für  jede  Zeit  t, 

Eliminirt  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Gröfsen 
t  und  t?,  so  erhält  man 
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o  s=  Ax— By  -J*  Cz 

wo  A  sc  ßc  —  ^b,  B  =  «c — <ya  und  C  es  ab — >ßa  ist. 

Da  diese  Gleichung  in  x  y  z  für  eine  Ebene  gehört ,  so  ist 
die  Bahn  des  Körpers  selbst  eine  ebene  Curre»  Ist  n  die  Neigung 
dieser  Ebene  der  Bahn  gegen  die  coordinirte  Ebene  der  xy ,  und 
k  der  Winkel,  welchen  die  Knotenlinie  dieser  Ebene  derBak 
in  der  Ebene  der  xy  mit  der  Achse  der  x  bildet ,  so  ist 

C  j^ 

Cos  n  5=  und  tg  k  =  -^ 

^/^«  +B»  +  C»  ^ 

Eliminirt  man  aus  den  drey  yorhergehenden  zweyten  Integnl- 
gleichungen  die  Gröfse  t,  so  erhält  man  für  die  Projection  der 
Bahn  in  den  drey  coordinirten  Ebenen 

o  =  (ay  — bx)»  +2C  (rty  — ßx)    ' 
o  =  (az  —  ex)»  -4-aB  {atz  —  cyx) 
o  =  (bz  —  cy)'  +  3  A  (ßz — <yy) 

und  da  in  diesen  Gleichungen  die  Summe  der  ersten  Gliederen 
Tollkommeues  Quadrat  ist,  so  sind  alle  diese  Projection en  Para-I 
beln.  Aus  dieser  allgemeinen  Auflösung  kann  man  njuaitteUwl 
die  für  mehrere  besondern  Fälle  ableiten* 

Ist  ^.  B*  r-   =   Q-  also  C  =;  o,   so  ist  die  Projection  ies\ 

Si         et 
Bahn  in  xy  eine  gerade  Linie*  Für  —  =s  —  oder  B  =  o ,  ist  die 

Projection  in  der  xz  eine  gerade  Linie*  Haben  beyde  «Bedingofr  1 
gen  zugleich  statt ,  oder  ist  C  =  B  =  o ,  so  ist  auch  A  =  0, 
und  die  Bahn  selbst  ist  eine  gerade  Linie. 

Für  a  =s=  ja  =  o  ist  die  Projection  in  xy,  für  a  =  ly  =  o  ist] 
die  Projection  in  xz,  und  für  ot  zsz  ß  =:  cy  =  p  ist  die  Bahn  selbst 
eine  gerade  Linie 

für  a  =  b  =  o  ist  die  Projection  in  xy  eine  gerade  Linie; 
für  a  s=  b  =:  «  =^  o  liegt  die  Bahn  in  der  Ebene  der  yz; 
für  a=b=ß  =  oin  der  Ebene  deV  xz ,  und 
für  a=b=0fi  =  ß=oin  der  Achse  der  z. 

Der  Torletzte  Fall  a  =s  b  =  ß  =  o  gibt  für  die  Gleichung  der 
Bahn  in  der  Ebene  der  xz 


«yx 
z  =  — 
a 


cx' 


übereinstimmend  mit  der  letzten  Gleichung  vor  N«  I 

Der  letzte  Fall  endlich  a=:b=:a  =  ß=so  gibt  für  die 
Bewegu<ig  des  Körpers  in  der  Achse  der  z 
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et» 

z  =  ^t 


••» 


y  wie  für  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung 

dz 

-  =  y^ct 

berclns^immend  mit  Cap.  Y,  ^.  2. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt ,  dafs  der  Körper  über  der 
Oberfläche  der  Erde  im'frejen  Räume  sich  bewege.  Allein  er 
ewegt  sich  in  der  die  Erde  rings  umgebenden  Atmosphäre ,  von 
reicher  daher  der  Körper  einen  Widerstand  leiden  wird.  Dieser 
Viderstand  wird  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Curve  wir- 
en,  welche  der  Körper  beschreibt,  und  man  nimmt  an,  dafs 
ieser  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportio« 
irt  ist ,  oder  dafs  er  gleich 

ds» 
m,  ,--  ist, 
dt« 


ro  ds  =  \/dx*  +  dy*  das  Differential  des  beschriebenen  Bo- 
ens ,  und  m  eine  jconstante  Gröfse  bezeichnet«  Zerlegt  man 
iese  Kraft  in  zwey  andere,  die  den  Achsen  der  x  und  der  z 
arallel  sind,  so  erhält  man  für  diese  äufsern  Kräfte  die  Aus- 
rücke : 

mds'    dx  mds*    dz 

dt^*  di  dt*"*  dl 

nd  daher  für  die  Gleichungen  der  Bewegung,  da  die  Bahn,  wie 
lg«  I. ,  eine  ebene  Curye  ist , 

d*x        mdsdx 


m  ds  dx  1 


dt»   ^      dt 


7  + 


mdsdz    ,  r 

3Vi-  +  S  =  o 


dt»    '       dt*       •    ®  j 

'le  erste  dieser  Gleichungen  ist  für  sich  integrabei ,  und  gibt 

-  =  C.e— 

o  log.  nat«.  e  =  1  ,    und  C  eine  Constante  ist.  Hat  aber  a  und  u 
Le  Yorige  Bedeutung,  und  ist  für  den  Anfangspunkt  s  =  o,  so  ist 

-7"   =  a  Cos  ot 
dt 

.SO  auch 

C  =£  a  Cos  a 
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tind  daher 


~  =s  a  Cos  Ä  .  «-^  »^  »#  • , . .  (a) 
dt 


Ist  femer  p  die  trigonometrischeTangente  desWinlsels  derTangente 
der  Bahn  mit  der  Achse  der  x,    oder  ist  p  =   -t— ,  also  audi 

~-  SS  p  .  -r— ,  und  dessen  DifFerential 
dt        ^      dt  ' 

d'z         dp     dx         pd'x 

dF  "^  "dt  •  Tt  "*"     dt« 

d"2 
so  erhält  man ,  wenn  man  diesen  Wer th  von   ,     »  i^  der  zweytcn 

der  Gleichungen  (I)  substituirt^  n 

dp  dx  -|"  g  ^t'  =  o 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  das  Quadrat  der  Gleichung  (a], 
so  erhält  man 

dp         g*«^™» 

dx         a«Cos"Ä 
daraus  folgt,  dafs  die  Gleichung  der  Bahn  des  HÖrpers 

d«z 

-=--  +  A .  «* "'  ==  o 

dx* 

ist,  wo  A  eine  constante  Gröfse  bezeichnet*  Nimmt  man  aber 
an,  dafs  der  Winkel  a  sehr  klein  ist,  oder  dafs  sich  der  geworfene 
Körper  nur  wenig  über  die  horizontale  Achse  der  x  erhebt,  s« 
ist  auch  p  sehr  klein ,  und  s  nahe  gleich  x ,  also  die  letzte  GM 

chi^ng  5  wenn  man  wie  in  (J.  i)  k  =  — •  setzt 

2g 

Inlegrirtman  diesen  Ausdruck  unter  der  Voraussetzung,  dafs  x  s9 
für  p  =  tg  a  ist ,  so  hat  man 

Torausgesetzt ,  dafs  die  Gröfsen  x  und  z  zugleich  verschwindeo. 
Diefs  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  welche  durch  die  Entwicklon; 
derGröfse  «»"*'  in  folgende  übergebt 

X*    fi         2mx       Am'  X»  1 
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Ijäfst  man  daher  3ie  dritten  und  hohem  Potenzen  von  x  weg,  so 
erhält  man  für  die  Gleichung  der  Bahn 

z  =  X  tg  «  —  ^ 
j  **  2a* 

^  'Wie  in  ^.  1. ,  wo  a  sehr  klein  yorausgesetzt  wird* 

§.  3. 

Wirkt  überhaupt  auf  den  Körper  Hofs  eine  yeränderliche 
Kraft  Z  in  der  Richtung  der  z ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung, da  die  Bahn  des  Körpers,  wie  in^.  i.  eine  ebene  CurVe  ist, 

d»x  1 

d^=**     1 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dx ,  und  in» 
il^grirt  sie,  so  hat  man  , 

dx: 

wo  c  cineConstante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  horizontale  Achse  der 
X  immer  constant  ist«  Substituirt  man  den  Werth  von  dt  aus 
dieser  Gleichung  in  die  zwejte  der  vorhergehenden  Gleichungen, 
*o  erhält  man 
'  d«z  Z  ,,^ 

dTi  +  r  =  °--(^^ 

Diese  Gleichung  (11)  setzt  dx  als  constant  voraus,  und  sie  gibt, 
"^^enn  Z  als  eine  Funktion  von  z  gegeben  ist ,  die  Gleichung  der 
IBafan,  oder  sie  gibt,  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  zwischen  x,  z 
gegeben  ist ,  die  Kraft  Z  ,  die  nöthig  ist ,  damit  der  Körper  die 
gegebene  Bahn  beschreibe.  Das  Integral  der  Gleichung  (II)  isf 

dz 


I.  Setzen  wir  voraus ,  dafs  in  einem  besondern  Falle  die 
Kraft  Z  sich  verkehrt,  wie  der  Würfel  der  Entfernung  z  ver- 
halte ,  oder  dafs  man  habe 


a 


(b  +  z)^ 
^o  hat  man  für  die  Bahn  (Gleichung  III) 


.-.  ( 


i4o 


1  ■    ■■■ 

X  =  A'  +  —- .  J/A  c*  (b  +  z)»  +  a 


Ac 

* 

welches  die  (^eichung  einer  Hyperbel  ist*  Für  A  =    i ,  bat  ma 

(z  +  b)»— (X— A0»  +  ^=o 


c 

a 
für  eine  gleichseitige  Hjrperbel ,  deren  halbe  Achse  gleich  -  ist 

nnd  deren  Goordinaten  des  Mittelpunktes  A'  und — b  sind* 
Für  A  SS  —  1  hat  man 

(z+b)-  +  (r-AO«— ^=o 

einen  Kreis  dessen  Halbmesser  —  ist,  und  für  welchen  dieCo«^ 

c 

dinaten  des  Mittelpunktes  A'  und  —  b  sind* 
U.  Für 'den  Fall  der  Natur  hat  man 

z 1- 

(b-z)' 

also  geht  die  Gleichung  der  Bahn  (IH)  in  folgende  äbcrr 
X  =  A/  -  i-(b-z)* .  (Ab-Az  -  ^) 


Ist  T-  =  o ,  SO  ist  A  =   -^  oder 
dx  CD 


b\* 


x  =  A^-cy^(b+z)-.ac(^) 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  ist«  Nimmt  man  aber 
an ,  dafs  z  gegen  b  sehr  klein  ist ,  so  hat  man 


/  ^ 


•4i 


=  log  j(«a)*.  (.+  -1/C 
■inroraas  folgt 


x  =  A'— — ^^— 


-£)''^"^«s[(")'0+Vi 


tst^z  s  o,  für  X  s=  o,  so  hat  man 

■*"  /b  \4  ■   X 

md  bemerkt  man ,  dafs 


yi)]    =log(.a)*+'y^j 


bat  man  für  die  Gleichung  der  Bahn 


V 


z 

2a 


ie  Parabel,  wie  §«  i« 

Eben  so  gibt  die  in  Nro«  1  gefundene  Hyperbel 

(x— AO  Ac  =  \/Ac'  (b  +  z)«  +  a« 
'"enn  z  gegen  b  sehr  klein  ist* 

(x— AO*.A»c«  =  Ab«c»  +a«  +  fsAbc'  z 
'«Iches  ebenfalls  die  Gleichung  einer  Parabel  ist« 

$.4. 

Der  Körper,  auf  welche^  die  constante  Schwere  jg  in  der  Eich- 
ung der  z  wirbt,  ^y  gezwungen,  auf  der  Oberfläche  einer  Ku- 
ml  zu  bleiben*  Man  suche  seine  Bewegung. 

Ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  zugleich  der  Anfangspunkt 
9r  Coordinaten  x  y  z ,  und  ist  r  der  Halbmesser  der  Kugel ,  so 
kt  die  Gleichung  derselben 

L  =s  o  SS,  X*  +  y*  +  z' — r* 
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und  die  Gleichungen  der  Bewegung  de»  Körpers  werden  sey 
(nach  Cap*  II,  $.2«) 

d*x  ^  1 

df   ^  I    . 

^  +  3Xy=^o  j>.  •  .  .  (IV) 


dt 


Diese  Gleichungen  geben  sofort  den  Druck,  welchen  derKorfe 
gegen  die  Kugelfläche  ausübt*  Dieser  Druck  ist  nämlich 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (lY)  respective  durch  dz,  dj,  k 
und  integrirt  sie ,  so  erhält  man 

dx»  +  dy«  +  dz« 

äTi =:c  +  agz 

I 

wo  c  eine  constante  Gröfse  ist« 

Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  )(< 
dem  Funkte  seiner  Bahn ,  die  also 


V  ==  y/c  +  2gz  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  IV  respectiv  durch   x  y  x  üj 
addirt  zu  ihrer  Summe  die  letzte  Gleichung,  so  ist 

o  =  2A.r" — 3gz — c  ' 

woraus  folgt ,   dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Kugelfläcti 

gleich 

c+S3gz 

—  ist. 


r 

1 


Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  IV  durch) 
und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz  ^  nach  der  Ii« 
gration 

xdy — ydx  =  c.dt 

wo  c'  eine  neue  Constante  ist« 

Wir  haben  daher  folgende  dreyDifferential«Gleiehnngenl 
ersten  Ordnung 

xdx  +  YäY'^  zAz  SSO 

xäy — ydxÄC^dt 

dx«-4-dy*+dz* 

'     '"     dt» "'"""     '  *='®+*6^ 


?•*  •  •  CT) 
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ad  die  Integralien  dieser  drej  Gleichungen  werden  die  .Werthe 
3n  X ,  y  und  z  für  jeden  YVerth  von  t ,.  oder  sie  werden  den  Ort 
3s  Körpers  auf  der  Kugeloberiläche  für  jede  gegebene  Zeit  be- 
immen.  Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Inlegralicn  die  Gröfse  t, 
►  erhält  man  zwey  Gleichungen  zwischen  xy  undz  für  die  Gurre 
>n  doppelter  Krümmung,  in  welcher  der  Körper  auf  der  Kugel- 
äche  sich  bewegt. 

L  Ist  im  Mittelpunkte  der  Kugel  ein  unausdehnbarer  undun« 
egsam er  Faden  yon  der  Länge  r,  der  selbst  keine  Schwere 
it,  befestigt,  an  dessen  andern  Ende  ein  schwerer  Punkt  au- 
sbracht ist,  so  wird  dieser  Punkt,  wenn  er  in  irgend  einer  Rieh- 
ing  gestofsen  witd,  durch  die  Kraft  g  der  Schwere  sich  so  be^ 
egen ,  als  wenn  er  gezwungen  wäre ,  sich  auf  der  Oberfläche 
ner  Kugel  des  Halbmessers  r  zu  bewegen.  Die  Gleichungen  (lY) 
1er  (Y)  enthalten  daher  auch  die  ganze  Theorie  derPendeln, 
id  was  dort  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist ,  wird  hier 
e  Spannung  des  Fadens  seyn. 

U.  Man  kann  aber  den  Gleichungen  (lY)  noch  andere  Ge* 
dten  geben  die  zur  Rechnung  bequemer  sind* 

Bestimmt  man  nämlich  die  Coordinaten  iLy  z  durch  die  zwey 
"inkel  a  und  ß,  so  dafs  man  hat 

X  =  r  Sin  a  Cos  ß 

y  =  r  Sin  a  Sin  ß 

z  =  r  Cos  et 

d  -^rendet  man  die  Cap.  III,  ^«  3«  gegebene  Methode  an ,  so  hat 
PA,  da  nach  dem  Yorhergehendeti  r  constant  ist, 

dx»+dy»+dz«         r*  ,^ 

A  = \7^ =  -rriA^^  +dß«  Sin» «) 

adt*  2dt«  ^         "     1"  / 

und    B  SS  —  gr  Cos  « 
eü  Torausgesetzt  ist 

bL    _  r'dtf       bk    ^  r«  dß Sin*« 
bAot  '^    dt*   '    Oß  ""  dt« 

bK  _  r»  dß*Sin«rosa  bk  _  bB 

boL  dt»  •  äß ""  5^  "■  ^ 

-—  s=  gr.Sin  ci 

»o>  gehen  die  Gleichungen  (V)  d.  a»  O.  in  folgende  über 
d»a       dß>(SinaCo8a     .   g    ^. 
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und  auch  diese  Gleichangen ,  die  den  (lY)  und  (V^  gleichgehci 
sind,  enthalten  die  Theorie  der  Pendeln« 

l£(.  Ist  der  Faden  von  einem  Augenblicke  zum  andemiaiä' 
ner  Länge  veränderlich,  so  dafs  r  eine  Funktion  yon  t  ist,  sorä 

r«(da«+dß2  Sin«a)4.dr« 

A  = 7- und 

2  dt* 

B  =  —  gr«Cos  Ä 
und  daher  die  Gleichungen  des  Pendels 
d,r»  AüL         r»  dß^ 


dl»  dt 


Sin  a  Cos  ^  *f~  gr  Sin  a  s=; 


^yradpSin^aX    _ 

V      dt«     y  "" 


IV«  Wäre  endlich  der  Faden  elastisch  und  ausdehnbar ,  ni 
nennt  man  E  die  Kraft,  mit  welcher  der  Faden  sich  zusamoeJ 
zu  ziehen  bestrebt,  so  würde  A  den  vorigen  Werth  behalten,  mi 

B  =  —  gr  Cos  a  4-  E 

werden ,  oder  man  würde   zu  den  Gleichungen   (VI)   noch  U 
gende  hinzufügen 

5^~  dl^  (^«'+^ß'  Sin*  «)  +  E— g  Cos  i  =  o 


um  die  vollständige  Theorie  des  Pendels  unter  dieser  Tons 
Setzung  eines  elastischen  Fadens  zu  erhalten. 

5.  6. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  wollen  wir  der  gröfsen 
Einfachheit  wegen  ß  gleich  Null  voraussetzen,  wodurch  also  and 
y  =  o  wird,  und  das  Pendel  immer  in  derselben  vertikalen  Eben 
der  xz  schwingt« 

Diefs  vorausgesetzt  gehen  die  Gleichungen  (V)  in  folgenlt 
über 

1.  ix  -\-^  zAz  =  0 

dx*  +  dz« 

äi^—  =c  +  3gz. 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  dx ,  so  erhält  man 

—  rdz 


dt  = 


J/^(r» — z")(c-f-«gz) 

das  negative  Zeichen  ,  wenn  man  annimmt ,  dafs  der  Korper  sid 
von  der  vertikalen  Achse  der  z  entfernt. 
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c 


'        Hier  ist  offenbar  r  der  gröfste,  raid  — '-  der  kleinste  Werth 

2  g 

^on   z.  Wir  wollen  den  letzten  durch  a,  bezeichnen  9   so   dafs 


c 


\cs: —-«und  die  yorhergehende  Gleichung 

2  g*' 

I  '      -  ;  ~rdz 

dt  =  -— ======= 

wird.  Führt  man  dann  die  Hülfsgröfse  9  so  ein ,  dafs 

Sin  5  =  l/lll^  oder  z  =  r  Cos«  ^  +  a  Sin»  » 
s  <•   '  *y  'r_a 

ydrA  ,  so  wird  auch 

dz  ;=s  —  2  dj&  i/Xt — z)  (z— a) 


j  und  daher 


v^ 


TJm  daher  -^  T  oder  die  Zeit  zu  finden,  die  der  Körper  braucht,- 
-um  Yon  dem  gröfsten  Werthe  von  z  -=  r,  bis  au  dem  kleinsten  z  =^  a 
jBU  kommen,   welche  Zeit  der  halbe  Schwung  des  Pendels 
lieifst ,  wird  man  die  letzte  Gleichung  yon  5  ss  o  bis  ^ssfjo  inte- 
Ipriren. 

Es  iftt  alter 


I 


ssdS  fi+— Sin«S+  — ^m4Sin*5+  ±i£-m«Sin«S+l 

wo  man  hat 

I     f,    an  (an — i)(an— *a)^..yn+i) 

L  i«a«o««««n 

an  (an — 1)  (an — a)  •  ♦  ♦  i  (n + a) 


1  «  2  •  3  «  «  •  «  (n — 1) 


Cos  ad 


an(an-0(an-a),...Cn  +  3)^^^^^^ 1 

I  .  a  .  3  •  •  ♦  ♦  (n— 2)  J 

Aber  man  sieht  zugleich ,  dafs  man  hier  alle  Glieder  der  letzten 
ü  Beihe,  aufser  dem  ersten  weglassen  mufs,  also  ist  für  unsern  Fall 
HI.  ^ 


i46 


Sin")^  =  — ( — i -^ :- i: — S — 1) 


Setzt  man  daher  nach  der  Ordnung  n  gleich  i,  2,  3,  •••  so  ist 
also  auch,  -wenn  man  den  Werth  yon 


■■■     '  s  d»    i+(i)*m'+(  — r  )  »»'•+(  —r-L  J  "»*+• 


^    • 


'    ■  ■  P-- a 
""  "2r~ 


'  '"-.-■•. 

-wiederherstellt,  die  Zeit  des  ganzen  Schwunges  des  Fendch 

wo  ^=  3.i4i5926*.. 

Ist  A  die  gröfste  WinkelabTreIchun0  des  Fadens  von  der  Ter< 
tikalen  Achse  der  z ,  so  ist 

Co»  A  =  i  und  Sin  i  A  =  '\/'~^ 

T*  Dieselben  Resultate  würde  man  auch  ans  den  GlelcIinD- 
gen  (YI)  erhalten.  Schwingt  ein  Pendel  in  derselben  Tertikalen 
Ebene,  so  ist  ß  =  o  und  die  bejden  Gleichungen  (Yl)  werden  durcii 
die  einzige  dargestellt , 

d'a         g 

welche  daher  die  ganze  Theorie  dieser  Pendeln  enthält» 
II,  Sind  die  Schwingnngsbogen  klein ,  so  ist 


-'©'•h'-^) 


und  wenn  man  selbst  die  ersten  Potenzen  von  (r— a)  yemachlassi« 
gen  kann , 


='Y- 


woraus  folgt ,  dafs  sehrkleine  Schwingungen  i  s  o  c  h  r  o  n  oder 
Yon  gleicher  Dauer  sind,  welches  auch  die  Gröfse  ihres ,  übrigetf 
immer  kleinen  Bogens  sejn  mag«  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 


I 
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i)  Die  Längen  zweyer Pendeln,  die  in  derselben  Zeit  ihreSchwin-  , 
I    gnngen  vollenden  z«  B.  die  Längen  zweyer  Secundenpendeln  ver- 
halten sich,  wie  die  auf  sie  wirkenden  Schweren ;  2)  dieSchwin- 
.    gungszeiteii  desselben  Pendels  an  verschiedenen  Orten  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  wie  verkehrt  die  Quadratwurzeln  der 
I    Scfhweren;3)die  Schwingungszeiten  derPendeln  an  demselben  Orte 
I    der  Erdoberfläche  sind  wie  die  Quadratwurzeln  der  Längen ,   und 
/|).  die  Anzahl  der  Schwingungen  jn  derselben  Zeit  z.  B«  in  einem 
Tdge ,  von  gleich  langen  Pendeln  verhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Schweren* 

5.  6. 

»^  Wirken  überhaupt  auf  einen  Körper ,  der  sich  auf  einer  ge- 

5 ebenen  Fläche  bewegen  soll,  nach  den  Richtungen  der  Achsen 
er  X  7  z  die  Kräfte  X  Y  Z ,  so  hat  man 

und  wenn  dx  =  p  dy  +  q  dz  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
ist,  so  ist  die  vorhergehende  Gleichung  folgenden  beyden  gleich- 
geltend 

1«  IstX  =  Y  =  o  undZ  =  g  die  constante  Schwere,  so  gehen 
diese  Ausdrücke  in  folgende  über 

d«x    ,     d«y 

*  =  ^    dF+  dF~6 
und  wenn  sich  der  Körper  auf  einer  Kugel  des  Halbmessers  r  be- 

y 

wegen  soll,  so  ist  xdx  +ydy  +  z  dz  =  o,  also p  =  —  -  und 
q  =  —  -  ^  und  daher  die  zwey  letzten  Gleichungen 

xd*y — yd*x 

0=  iT' 

xd"z — zd*x 

0  = 5p sx 

^    deren  Integrale 

E  K  3 


I 


i48 

xJy— ydx  •=  c'#dt  und 
d.(xdz — zdx)* 


dt' 


=  g« 


die  ganze  Theorie  der  blols  yon  der  Schwere  getrieli^enen  Pendel 
enthalten. 

Soll  das  Pendel  blofs  in  einer  vertikalen  Elbene  schwingen 
80  sey  j  =  o  >  und  die  bejden  letzten  Gleichungen  gehen  in  fol 
gende  einzelne  über 

d.(xdz  —  zdx)  =  gx.dt* 

Ist  aber  x  ==  r  Sin  u  und  z  =  r  Cos  « ,  so  ist  auch ,  weun  selbs 
die  Länge  r  des  Pendels  yeränderlich  ist , 

dx  £=  dr  Sin  a-^-  riet  Cos  ot  und  dz  =  dr  Cos  a — r da  Siii  a, 

also  auch,   wenn   man  diese   Werthe   yon  Xy   s,  dx   und  di 
in  der  letzten  Gleichung  substituirt, 

d>(r»da) 

df        =  -  gr  8m  «       . 

oder ,  wenn  r  constant  ist , 

d*a        g 

_  +  ^Sin«=:o 

wie  in  ^»  5«  L 

IL  Ist  Y  =  y  =  o  und  p  -=  q  =  x,  so  ist  die  Curye ,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegt  dx  =  x  dz  oder  z  =  log  x ,  also 

die  Logistik«  Setzt  man  dann  X  =  — a'x — a't  undZ  =  —  b'z b't, 

wo  also  die  nach  den  Richtungen  der  x  und  z  wirkenden  Kräfte 
selbst  yon  der  Zeit  abhängen ,  so  sind  die  Gleichungen  ( A) 

d«x 
o  =  5^  +  a'x  +  a't 

o  =  —  +b«z  +  b/t 

und  ihre  Integralien 

A  «.    ,      .     .  ^        a't 
x=-Sm(at  +  A')--  ^ 

B  b't 

z  =  ^Sin(bt  +  BO-p 

in.  Ist  endlich  X  -=:  T  =  o  undZ  =  a  eine  constante  Grofsci 
so  sind  die  Gleichungen  (A) 
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d*x    ,    d'z 

Setzt  man  überdiefs  p  =  y  =  6  und  q  =  b  eine  constante  Gröfse, 
so  gehen  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  einzelne  über : 

o  =  bd*x  +  d«z— adt» 

pder  da  X  SS  bz  ist» 

adt« 
d«Ä  = 


i+b 


und  diese  Gleichung  enthält  die  Theorie  der  Bewegung  auf  schie- 
fen Ebenen.  Es  ist  nähmlich  b  die  Tangente  des  Winkels ,  wel- 
chen die  schiefe  Ebene  mit  der  Yertikallinic  z  bildet«  Reifst  die- 

ser    Winkel    « ,    und    ist    a    =    77-^ — ,   so  hat  man 

Cos  et 

d'z  =2  gäl^  Cos  d,  also  auch,  wenn  man  integrirt,  da  z  mit  t 
Tersch  windet, 

z  =s:  igt«  »Cos  d 

dz 
woraus  für  die  Geschwindigkeit  y  =   r—  des  Hörpers  folgt  > 

y  s  gt  Cos  Uf 
so  dafs  man  hat 

z  =  t  gt*«ijosa  T^ TT—  =  i  v.t 

^  2  g  Cos  a 

Man  kann  die  Gleichung ,  welche  die  Theorie  des  Pendels 
enthält,  auch  auf  folgende  sehr  einfache  Art  finden«  Nach  dem 
Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Cap.III,  S*30  ist 

y»  ==  C  +  a  U 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  und  du  =  X  dx  -f-T  dy+Z  dz 
ist.  In  unserm  Falle  hat  man  aber  X  =  T  ss  o  und  Z  =5  g,  also 
U  =  gz  und  daher 

V*  Ä  C  -j-  a  gz 

Ist  also  wieder  x  s  r  Sin  a  und  z  s=  r  Cos  <i ,  so  ist 

dx»  -I-  dy»         r»dÄ« 
"^    —        dt»  dt» 

und  daher  die  rorhergehende  Gleichung 


i4a 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung  dea  Körpers  irerden  se 
(nach  Cap»  II,  fi.2.) 

d*x 


"  I 


+  2  Xx 

dt*   ^ 

d"v  ' 


Diese  Gleichungen  geben  sofort  den  Druck ,  welchen  der  Korj 
gegen  die  Kugelfläche  ausübt«  Dieser  Druck  ist  nämlich 


V© 


+(^)-+(e)'=-' 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (lY)  respectire  durch  dz,  dj,  i 
und  integrirt  sie ,  so  erhält  man 

dx»  +  dy«  +  dz* 

^, =  c  +  2gz 

wo  c  eine  constante  Gröfse  ist. 

Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  inj 
dem  Funkte  seiner  Bahn,  die  also 


V  =  \/c  +  2gz  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  IV  respecti?  durch  x  y  z  m 
addirt  zu  ihi^er  Summe  die  letzte  Gleichung,  so  ist 

o=2Xr* — 3gz  —  c 

woraus  folgt ,  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Kugelfläc 
gleich 

c+S3gz  . 

ist. 

r 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  lY  durch 
und  die  zweyte  durch  x,  so  gibt  ihre  Differenz,  nach  der  In 
gration 

xdj  —  ydx  =  c.dt 

wo  c'  eine  neue  Constante  ist« 

Wir  haben  daher  folgende  drey  Differential-Gleichnngen  i 
ersten  Ordnung 

xdx-|-ydy-{-  zdz=so 

xdy— ydx=c'.dt 

dx«  +  dy+dz*  r-*  •  •  ^yj 

I    n.i.  j^,  ■•  "•"    ■  a=.c+agz 
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I  und  die  Integralien  dieser  drej  GIjeichuDgen  werden  die  [Werthe 
von  X,  y  und  z  für  jeden  Werth  von  t ,.  oder  sie  werden  den  Ort 
des  Körpers  auf  der  Kugeloberfläche  für  jede  gegebene  Zeit  be- 
stimmen. Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Integralien  die  Gröfse  t, 
so  erhält  man  zwey  Gleichungen  zwischen  xy  und  z  für  die  Gurre 
von  doppelter  Krümmung,  in  welcher  der  Körper  auf  der  Kugel- 
fläche sich  bewegt. 

I.  Ist  im  Mittelpunkte  der  Kugel  ein  unausdehnbarer  undun« 
biegsamer  Faden  von  der  Lange  r ,  der  selbst  keine  Schwere 
hat,  befestigt,  an  dessen  andern  Ende  ein  schwerer  Punkt  an- 
gebracht ist,  so  wird  dieser  Punkt,  wenn  er  in  irgend  einer  Rich- 
tung gestoCsen  wil^'d,  durch  die  Kraft  g  der  Schwere  sich  so  be^ 
wegen ,  als  wenn  er  gezwungen  wäre ,  sich  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel  des  Halbmessers  r  zu  bewegen.  Die  Gleichungen  (lY) 
oder  (Y)  enthalten  daher  auch  die  ganze  Theorie  der  Pendeln, 
und  was  dort  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist,  wird  hier 
die  Spannung  des  Fadens  seyn. 

II.  Man  kann  aber  den  Gleichungen  (lY)  noch  andere  Ge- 
stalten geben  die  zur  Rechnung  bequemer  sind. 

Bestimmt  man  nämlich  die  Coordinaten  xy  z  durch  die  zwey 
Winkel  a  und  ß,  so  dafs  man  hat 

X  =  r  Sin  a  Cos  ß 

y  =  r  Sin  a  Sin  ß 

z  =  r  Cos  ot 

tind  inrendet  man  die  Cap«  III,  ^.  3.  gegebene  Methode  an ,  so  hat 
rioan,  da  nach  dem  Vorhergehenden  r  constant  ist, 

dx*-4-dv»-4-dz«         r* 

A  = ^   ^^,    =  — -.(d«?-f  dß«  Sin« «) 

adt*  adt«  ^         ■     i"  ^ 

j  und    B  =a  —  gr  Cos  a 

IMefs  vorausgesetzt  ist 

bjk    _  r^du       öA.    _  r *  dß Sin*« 

^•d«  ■"     dt«   '    6,dß  ■"  dt» 

*  jA  _  r«  dß«  Sing  Cos  ce  gA  _  gB 

6a  dt»  *  6ß ""  «ß  ■" 


6ß  -  Äß  -  ^ 


-—  =  gr.Sm  ä 

Od  ^ 


1  ulso«  gehen  die  Gleichungen  (V)  d.  a.  O.  in  folgende  über 
d»a       dß^SinaCosa     .   g    -,. 

^'  ^*'         ^  -...(VI) 


V      dt«      / 
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undaach  diese  Gleichungen,  die  den  (lY)  und  (Y) .  gleichgelten 
sind,  enthalten  die  Theorie  der  Pendeln. 

in.  Ist  der  Faden  von  einem  Augenblicke  zum  andern  in  sc 
ner  Länge  veränderlich,  so  dafs  r  eine  Funktion  von  t  ist,  soirä 

r«  (da»  +  dß2  Sin»  a)  4- dr» 

A  = rr—. und 

2  dt* 
B  s=  —  gr.Cos  cL 

und  daher  die  Gleichungen  des  Pendels 

d.r'd*         r'dß"' 


dl*  dt^ 


Sin  a  Cos  cc  -)-  gr  Sin  a  ^  o 


^i     dt*    V=^ 


lY*  Wäre  endlich  der  Faden  elastisch  und  ausdehnbar ,  m 
nennt  man  E  die  Kraft,  mit  welcher  der  Faden  sich  zasamme 
zu  ziehen  bestrebt,  so  würde  A  den  vorigen  Werth  behalten,  ao 

B  =  —  gr  Cos  «  +  E 

werden ,  oder  man  würde   zu  den  Gleichungen  (YI}    AOch  fbl 
gende  hinzufügen 

d*r  r 


dt 


f  —  ^(d«»+dß*  Sin«  «)  +  E— g  Cos  i  = 


o 


um  die  vollständige  Theorie  des  Pendels  unter  dieser  Yorau 
Setzung  eines  elastischen  Fadens  zu  erhalten. 

J.  6. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  wollen  wir  der  gröfsen 
Einfachheit  wegen  ß  gleich  Null  voraussetzen,  wodurch  also  aud 
y  =  o  wird,  und  das  Pendel  immer  in  derselben  vertikalen  Eben« 
der  JLZ  schwingt* 

Diefs  vorausgesetzt  gehen  die  Gleichungen  (Y)  in  .  folgende 
über 

X  dx  -f-  zdz  ==.0 

dx*  +  dz» 

dP—  =c  +  3gz. 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  dx ,  so  erhält  man 

—  rdz 


dt  = 


j/^(r» — z")(c-f-'^gz) 


(las  negative  Zeichen  ,  wenn  man  annimmt ,  dafs  der  Körper  sick 
von  der  vertikalen  Achse  der  z  entfernt. 
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Hier  ist  ofiPenbar  r  der  gröfste,  xmä  - — '-  der  kleinste  Werth 

2  g 

von   z»  Wir  wollen  den  letzten  durch  a.  bezeichnep  j   so   dafs 

C  V 

a  BT —.und  die  yorhergehende  Gleichung 

;  -*-  r  dz 

dt  =s  '  ■  '  ■ 

vAg(r«— z«)(z— a) 

wird.  Führt  man  dann  die  Hülfsgrofse  S  so  ein ,  dafs 


Sin  d  =  1/  ^^Z:^  oder  z  =  r  Cos«  ^  +  a  Si^»  3 


r — a 
Mird  ,  so  wird  auch 


<i    li    i4 


dz  PS  —  2  d5r  i/it—z)  (z— a) 
(    «nd  daher      ,  ,    .         .; . 

dt  ==  (  - )  •  ^  /         /r— a\a  ^.         .  /V.  (a) 

Um  daher  -J-  T  oder  die  Zeit  zu  finden,  die  der  Korper  braucht,* 
um  Yon  dem  gröfstenWerthe  von  z  =  r,  bis  zu  dem  kleinsten  z  =?  a 

.i   zu  kommen,   welche  Zeit  der  halbe  Schwung  des  Pendels 
keifst ,  wird  man  die  letzte  Gleichung  yon  3  ss  o  bis  ^ss  90  inte- 

\  griren. 

Es  ist  aber 

dd 


J  V/^ 


^    ^  .     m»  Sin»  3 


.    WO  man  hat 


an  (2n — 1)  («n — a) .  ♦  ♦  i  (n+ 2) 

— Cos  2  1^ 

1  •  2  •  3  «  •  •  •  (n — 1) 

2n(2n— i)(2n— 9)....Cn  +  3)  ,  1 

-^ .  Cos  4  «*""•♦•  I 

I  «  2  •  3  •  •  «  •  (n — 2)  J 

Aber  man  sieht  zugleich ,  dafs  man  hier  alle  Glieder  der  letzten 
Beihe,  aufser  dem  ersten  weglassen  mufs,  also  ist  für  unsern  FaU 
IIL  K 
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Sin » 9  s  ^  /gn(gii— 0(an— a)..«.  (11+  i>v 
^"\  1  .  a  .  3  .  .  .  .  n  / 


I   V  j   •    ^  *   ) 


Setzt  man  daher  nach  der  Ordnung  n  gleich  i,  2,  3»  •  ••  so  ist 
also  auch ,  -wenn  man  den  Werth  yon 


m  = 

2r 


-wiederherstellt,  äie  Zeit  des  ganzen  Schwunges  des  Pendels 

+(i3r-Ci?r+cüfi)'(^r+-..]^ 

wo  9r=  3«i4i59t26««. 

Ist  A  die  gröfste  Winkelabweichun^  des  Fadens  von  der  ver« 
tikalen  Achse  der  z  i  so  ist 

Cos  A  SS  ^  und  Sin  i-  A  = 
r 

h  Dieselben  Resultate  würde  man  auch  aus  den  Gleichun- 
gen (YI)  erhalten.  Schwingt  ein  Pendel  in  derselben  vertikalen 
Ebene,  so  ist  ß  =  o  und  die  bejdcn  Gleichungen  (Yi)  werden  durch 
die  einzige  dargestellt , 

A*a        g 

welche  daher  die  ganze  Theorie  dieser  Pendeln  enthält. 
II,  Sind  die  Schwingnngsbogen  klein ,  so  ist 


-'©'•h'-=^3 


und  wenn  man  selbst  die  ersten  Potenzen  von  (r—- a)  y ernachlässi- 
gen kann , 


V 


woraus  folgt ,  dafs  sehrkleine  Schwingungen  isochron  oder 
Yon  gleicher  Dauer  sind,  welches  auch  die  Gröfse  ihres ,  übrigens 
immer  kleinen  Bogens  sejn  mag«  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 
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i)  Die  Längen  zweyer  Pendeln,  die  in  derselben  Zeit  ihre  Schwin- 
gungen Tollenden  z.  B.  die  Längen  zweyer  Secundenpendeln  ver- 
halten sich,  wie  die  auf  sie  wirkenden  Schweren;  2)  dieSchwin- 
gungszeiteh  desselben  Pendels  an  yerschiedenen  Orten  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  wie  yerkehrt  d!ie  Quadratwurzeln  der 
Sdhweren;  3)die  Schwingungszeiten  derPendeln  an  demselben  Orte 
der  Erdoberfläche  sind  wie  die  Quadratwurzeln  der  Längen,  und 
4)  die  Anzahl  der  Schwingungen  jn  derselben  Zeit  z.  B«  in  einem 
Tage ,  Yon  gleich  langen  Pendeln  yerhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Schweren* 

5.  6. 

Wirken  überhaupt  auf  einen  Körper ,  der  sich  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  bewegen  soll,  nach  den  Richtungen  der  Achsen 
•    der  X  7  z  die  Kräfte  X  Y  Z ,  so  hat  man 

und  wenn  6x  =  p  5y  +  q  5z  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
ist,  so  ist  die  yorhergehiende  Gleichung  folgenden  beyden  gleich« 
geltend 

1.  1.  Ist  X  =  T  =  o  und  Z  =  g  die  constante  Schwere,  so  gehen 

i<   diese  Ausdrücke  in  folgende  über 

'  d«x    ,    d»y 

*  =  P  7F  ■*■  d? 

d'x        d*z 
'*  =  'i    dr?"*"dF~"S 

und  wenn  sich  der  Körper  auf  einer  Kugel  des  Halbmessers  r  be- 

y 

wegen  soll,  so  ist  xdx  +ydy  +  z  dz  =  o,  alsop  =  —  ^  und 
q  =  —  - ,  und  daher  die  zwey  letzten  Gleichungen 

xd^y — yd*x 

*»=  JF 

xd«z — zd'x 

*  = iT' S'' 

deren  Integrale 

K  3 
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tind  daher 


dx  ^  ^  ^ 

-—  ==  a  Cos  Ä  .  «—  *^  •• .  • . .  (a) 
dt 


Ist  femer p  die  trigonomelrischeTangente  des  Winkels  derTangente 
der  Bahn  mit  der  Achse  der  x,    odf5r  ist  p  =s  — ,   also  auch 

-r-  =  p  .  -r-%  und  dessen  Differential 
dt         ^      dt  ' 

d'z         dp     dx         pd'x 

dt*   ^  "dt*    dt  "*"     dt« 

'  d«z 

so  erhält  man ,  wenn  man  diesen  Werth  von    ,     ■  in  der  zweyten 

der  Gleichungen  (I)  substituirt,  n 

dp  dx  +  g  dt'  =  o 

Dividirt  man  diese  Gleichung  diirch  das  Quadrat  der  Gleichung (a), 

so  erhält  man 

dp    .    £♦«""» 
*.  +  ^ ^  o 

dx         a«CüS»« 

daraus  folgt ,  dafs  die  Gleichung  der  Bahn  des  Korpers 

d«z 
dx* 

ist,  wo  A  eine  constante  Cröfse  bezeichnet.  Nimmt  man  aber 
an,  dafs  der  Winkela  sehr  klein  ist,  oder  dafs  sich  der  geworfene 
Körper  nur  wenig  über  die  horizontale  Achse  der  x  erhebt,  so 
ist  auch  p  sehr  klein,  und  s  nahe  gleich  x,  also  die  letzte  Glei- 

oblong  5  wenn  man  wie  in  (g.  i)  k  =  —  setzt 

2g 

£i  mx 

Iniegrirt  man  diesen  Ausdruck  unter  der  Voraussetzung,  dafs  x  =  o 
für  p  =  tg  a  ist ,  so  hat  man 

Torausgesetzt ,  dafs  die  Gröfsen  x  und  z  zugleich  Terschwinden. 
Diefs  ist  die  Gleichung  der  Bahn ,  welche  durch  die  Entwicklung 
der  Gröfse  «'  "*'  in  folgende  übergeht 


z  =  X  tg 


X*    fi         amx       4m"x»  1 

2k    1^1.2     '     1,2.3^^    1.2.J.4  J 


«3^ 

läfsl  man  daher  die  dritten  und  hohem  Potenzen  von  x  weg,  so 
rhält  man  f  üi  die  Gleichung  der  Bahn 

ex' 

Z  =  X  tg  Ä  —  ^-T- 

^  2a» 

rie  in  5.  1 . ,  wo  a  sehr  klein  vorausgesetzt  wird. 

5. 3. 

Wirkt  überhaupt  auf  den  Körper  blof«  eine  Teränderliche 
Taft  Z  in  der  Richtung  der  z ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Be- 
'^egnng,  da  die  Bahn  des  Körpers,  -wie  in^.  i.  eine  ebene  Gurre  ist, 

d'x 


d'x  1 

1^=^*  1 

dF  +  2  =  M 


Tultiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dx ,  und  in« 
sgtirt  sie,  so  hat  man 

dx 

^0  0  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Geschwin- 
igkeit  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  horizontale  Achse  der 
immer  constant  ist.  Substituirt  man  den  Werth  von  dt  aus 
leser  Gleichung  in  die  zwejte  der  vorhergehenden  Gleichungen, 
>  erhält  man 

_  +  ^=o...(Il) 

^iese  Gleichung  (TV)  setzt  dx  als  constant  voraus,  und  sie  gibt, 
^enn  Z  als  eine  Funktion  von  z  gegeben  ist ,  die  Gleichung  der 
ahn,  oder  sie  gibt,  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  zwischen  x,  z 
egeben  ist ,  die  Kraft  Z  ,  die  nöthig  ist ,  damit  der  Körper  die 
egebene  Bahn  beschreibe.  Das  Integral  der  Gleichung  (II)  ist 


X  =5  A'  + 


V' 


dz 

.  .  .  (III) 


Zdz 


I.  Setzen  wir  voraus ,  dafs  in  einem  besondern  Falle  die 
raft  Z  sich  verkehrt,  wie  der  Würföl  der  Entfernung  z  ver- 
alte ,  oder  dafs  man  habe 

—        ^' 
^-(h  +  zy 

)  hat  man  für  die  Bahn  (Gleichung  lU) 


i4o 


X  =  A'+  — -.  J/'Ac«(b  +  z)»  +  a 


Ac 

% 

welches  die  GJeichang  einer  Hyperbel  ist.  Für  A  =    a ,  bat 

(z  +  b)«_(x-AO»  +  ^=o 

a 
für  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  deren  halbe  Achse  gleich  - 

und  der^n  Coordinaten  des  Mittelpunktes  A'  und  —  b  siad* 


Für  A  =  —  1  hat  man 


a« 


(z+b)>  +  (x-AO---=o 

a 
einen  Kreis  dessen  Halbmesser  —  ist,  und  für  welchen  die  Co 

c 

dinäten  des  Mittelpunktes  A'  und  —  b  sind. 
U.  Für 'den  Fall  der  Natur  hat  man 

z=      " 

(b-ü)' 

also  geht  die  Gleichung  der  Bahn  (IH)  in  folgende  übcnr 
X  =  A/  -  ^(b-z)* .  (Ab-Az  ~  ^) 

Ist  T-  =  o ,  SO  ist  A  =   -^  oder 

dx  «CD 


1 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  ist.  Nimmt  mau  abei 
an ,  dafs  z  gegen  b  sehr  klein  ist ,  so  hat  man 


/  ^ 


(V^ 


•4i 


(b  +  z)  + 


ß  •      • 


iroraas  folgt 


X  =  A'  — 


bc  [Tz        -     » 


-(i)\.aclog[(ca)i(.  +  y; 


\/2a 
l8t]z  =s  o,  für  X  CS  o,  80  hat  man 

A' Ä  r  —  j  .  aac,  log(fla)^ 

Jnd  bemerkt  man ,  dafs 


yi)]   =log(«a)i+'^/j 


>  hat  man  für  die  Gleichung  der  Bahn 


v: 


z 

2a 

^  Parabel ,  wie  §.  i . 

Eben  so  gibt  die  in  Nro.  1  gefundene  Hyperbel 

(x— A')  Ac  =  \/Ac«  (b  +  z)«+a* 
csnn  z  gegen  b  sehr  Idein  ist* 

(x— AO".A»c»  =  Ab«c»  +a«  +  2 Abc«  z 
Elches  ebenfalls  die  Gleichung  einer  Pai^abcl  ist« 

y 

Der  Körper,  auf  welchei^  die  constante  Schwere  g  in  der  Rich« 
-^g  der  z  wirkt ,  sey  gezwungen ,  auf  der  Oberfläche  einer  Ku- 
^1  zu  bleiben.  Man  suche  seine  Bewegung* 

Ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  zugleich  der  Anfangspunkt 
Coordinaten  x  y  z,  und  ist  r  der  Halbmesser  der  Kugel ,  so 
die  Gleichung  derselben 

• 

L  =5  o  =.  X*  +  y"  +  z« — r» 
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und  die  Gleichungen  der  Bewegung  dea  Körpers  -werden  s< 
(nach  Cap»  II,  fi.2.) 

^  +  3xy  =  o         j..  .  .  .  (IV) 

Diese  Gleichungen  geben  sofort  den  Druck ,  welchen  der  Korj 
gegen  die  Kugelfläche  ausübt«  Dieseir  Druck  ist  nämlich 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (lY)  respectire  durch  dz,  dj, 
und  integrirt  sie ,  so  erhält  man 

dx»  +  dy«  +  dz« 

^, =C  +  2gZ 


Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Korpers  in 


wo  c  eine  constante  Gröfse  ist* 

Diese  Gleichung  gibt  die  ( 
dem  Funkte  seiner  Bann ,  die  alsp 

V  =  \/c  -f-  2gz  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  IV  respectir  durch  x  y  z  i 
addirt  zu  ihner  Summe  die  letzte  Gleichung,  so  ist 

•  ■ 

',.'  o  =  2^r« — 3gz  —  c 

woraus  folgt »  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Kugelfläc 
gleich 

c+53gz 

ist. 

r 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  lY  durch 
und  die  zweyte  durch  x,  so  gibt  ihre  Differenz,  nach  der  In 
gration 

X  d  j  —  y  dx  =  c .  dt 

wo  C  eine  neue  Constante  ist« 

Wir  haben  daher  folgende  drey  DifferentiaNGleiehnngen  i 
ersten  Ordnung 

xdx-|^ydy-{-  zdzsso 

xdy~ydx  =  c^dt  - 

dx«  +  dy»+dz«  p*  .  .  ^.y; 


und  die  Integralien  dieser  drej  Gleichungen  werden  die  .Werthe 
von  X,  y  und  z  für  jeden  WertJfi  von  t ,.  oder  sie  werden  den  Ort 
des  Körpers  auf  der  Kugeloberfläche  für  jede  gegejbene  Zeit  be- 
stimmen. Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Integralien  die  Gröfse  t, 
so  erhält  man  zwey  Gleichungen  zwischen  xy  und  z  für  die  Gurre 
von  doppelter  Krümmung,  in  welcher  der  Körper  auf  der  Kugel- 
fläche sich  bewegt. 

I.  Ist  im  Mittelpunkte  der  Kugel  ein  unausdehnbarer  undun« 
biegsamer  Faden  von  der  Länge  r ,  der  selbst  keine  Schwere 
hat,  befestigt,  an  dessen  andern  Ende  ein  schweizer  Punkt  an- 
gebracht ist,  so  wird  dieser  Punkt,  wenn  er  in  irgend  einer  Rich- 
tung gestoCsen  wii^'d,  durch  die  Kraft  g  der  Schwere  sich  so  be- 
wegen ,  als  wenn  er  gezwungen  wäre ,  sich  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel  des  Halbmessejs  r  zu  bewegen.  Die  Gleichungen  (lY) 
oder  (Y)  enthalten  daher  auch  die  ganze  Theorie  der  Pendeln, 
und  was  dort  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist,  wird  hier 
die  Spannung  des  Fadens  seyn. 

11*  Man  kann  aber  den  Gleichungen  (lY)  noch  andere  Ge- 
stalten geben  die  zur  Rechnung  bequemer  sind»  

Bestimmt  man  nämlich  die  Coordinaten  xy  z  durch  die  zwey 
Winkel  a  und  ß,  so  dafs  man  hat 

X  =  r  Sin  a  Cos  ß 

I  * 

y  =  r  Sin  a  Sin  ß 

z  =  r  Cos  ot 

tmd  inrendet  man  die  Cap.  III,  ^«  3«  gegebene  Methode  an ,  so  hat 
i,inan,  da  nach  dem  Yorhergehenden  r  constant  ist, 

dx*-4-dy«+dz«         r* 

A  = .7^ =  -TT(d«?+3ß*  Sin« «) 

adt*  adt»  ^  ■  ^  ^ 

^  und    B  SS  —  gr  Cos  « 

iMefs  vorausgesetzt  ist 

5A    _  r'dcc       5A    ^  r •  dß Sin*« 
6Aa  ■"     dt*   '    Oß  ^  dt» 

'  £^  -.  "^^  ^ß'  Sin  «Cos  et  öA.  _  dB 

da,  dt»  *  iß ""  «i  ""  ^ 


-—  =  gr.Sin  ä 

Od  " 


^Iso«  gehen  die  Gleichungen  (V)  d.  a.  O.  in  folgende  über 
d»a       dß^SinaCosa     ,   ^    ^. 

dt^ dt^ *"7-  Sma==o 

üt  dt  r  .  ^^^ 


j    /dßSina.X 
V      dt»      / 
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undaach  diese  Gleichungen ,  die  den  (lY)  und  (Y)  gleichgelten 
sind,  enthalten  die  Theorie  der  Pendeln. 

1I(.  Ist  der  Faden  von  einem  Augenblicke  zum  andern  in  se 
ner  Länge  veränderlich,  so  dafs  r  eine  Funktion  von  t  ist,  so  ifh 

r»  (da«  +  dß2  Sin»  a)  4- dr« 
^  -_  • — • und 

2  dt» 

B  s=  —  gr  •  Cos  ot 

und  daher  die  Gleichungen  des  Pendels 

d.r«  d»         T*  dß« 

— ,— ,  ,  ■   Sin«  Cosa  +  er  Sin«  s=  o 

dl*  dt*  *    ^ 


T  ./r'dßSin«  a\ 

^'(  dt*       0=^ 


lY*  Wäre  endlich  der  Faden  elastisch  und  ausdehnbar ,  un 
nennt  man  E  die  Kraft ,  mit  welcher  der  Faden  sich  zasamme 
zu  ziehen  bestrebt,  so  würde  A  den  vorigen  Werth  behalten,  uo 

B  =  —  gr  Cos  a  4-  E 

werden ,  oder  man  würde   zu  den  Gleichungen  (YI)    noch  fol 
gende  hinzufügen 

5F  ""  ^  (d«'  +  Aß'  Sin"  «)  +  E— g  Cos  i  =s  o 

um  die  vollständige  Theorie  des  Pendels  unter  dieser   Yoraoi 
Setzung  eines  elastischen  Fadens  zu  erhalten. 

J.  6. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  wollen  wir  dergröfsen 
Einfachheit  wegen  ß  gleich  Null  voraussetzen,  wodurch  also  aucl 
y  =  o  wird,  und  das  Pendel  immer  in  derselben  vertikalen  £ben( 
der  JLZ  schwingt* 

Diefs  vorausgesetzt  gehen  die  Gleichungen  (Y)  in  folgendi 
über 

X  dx  -f*  zdz  =  0 

dx*  +  dz* 

^^^^—   =C  +  3gZ. 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  dx ,  so  erhält  man 

—  rdz 


dt  = 


[/"(r«— z»)(c-J-'/.gz) 

das  negative  Zeichen  ,  wenn  man  annimmt ,  dafs  der  Korper  siel 
von  der  vertikalen  Achse  der  z  entfernt. 


-  i45- 
Hier  Ist  ofiPenbar  r  der  gröfste,  imd  — '-  der  kleinste  Werth 

2  g 

von   z*  Wir  wollen  den  letzten  durch  a  bezeichnen«   so   dafs 

•      t  •  -  . 

C  V 

a  BT —.und  die  yorhergehende  Gleichung 

2  g'* 

;  r*-  r  dz 
dt  =s  '  ■  '  ■ 

v/2g(r«— z»)(z— a) 

wird.  Führt  man  dann  die  Hül&gröfse  3  so  ein ,  dafs 


Sin  5  =  1/  ^Z:^  oder  z  =  r  Cos«  ^  +  a  Sin«  3 
'Y  r—ei  -   • -i-      -rT* 

wird  ,  so  wird  auch 

dz  PS  —  2  djJ  ^/(t— z)  (2— a) 
und  daher  .."'.'  n 


dt  =  (  - )  •  -  /         /r— a\»  „.        .  .V.  (ai) 

4       •  «  ■ 

Um  daher  -J  T  oder  die  Zeit  zu  finden,  die  der  Korper  braucht,- 
um  von  dem  gröfstenWerthe  von  z  t=  r,  bis  au  dem  kleinsten  z  =;  a 
zu  kommen,   welche  Zeit  der  halbe  Schwung  des  Pendels 
keifst,  wird  man  die  letzte  Gleichung  von  :^  ss  o  bis  ^ss  90  inte- 
griren. 

Es  ist  aber 

r      ^ 

J  V/i— -m»  Sin»  3r 

wo  man  hat 

L  i«a«3«««  «'n 

an  (2n — 1)  («n — 2)  • « « ;  (n+ 2) 

—  Cos  2  1^ 


1  «  2  •  3  «  •  •  •  (n — 1) 

2n(2n — i)(2n — 2).«.«  (n-^3) 


I  «  2  •  3  •  •  «  •  (n — 2) 


Cos  4 


i5— .  ..  I 


Aber  man  sieht  zugleich ,  dafs  man  hier  alle  Glieder  der  letzten 
'     Beihe,  aufser  dem  ersten  weglassen  mufs,  also  ist  für  unsern  Fall 

iir.  R 
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1    /an  (211 —  i)  (an — 3) . . . «  (n  4-  1) 


Sin  "  » 


1    xant^n — \)(2n — 3;...«  ^n-[- i>v 

"^  2^  V    "mrTTTTTTn       / 


Setzt  man  daher  nach  der  Ordnung  n  gleich  i,  2,  3,«..  so  ist 
i»  f  /i^V  /i.3.5\»    , 

also  auch ,  -wenn  man  den  Werth  yon 


m  = 

2r 


-wiederherstellt,  äie  Zeit  des  ganzen  Schwunges  des  Fendc 

wo  9r=  3a4>59'^6«.. 

Ist  A  die  gröfste  Winkelabweichun^  des  Fadens  yon  der  rei 
tikalen  Achse  der  z  1  so  ist 

Cos  A  =  ^  und  Sin  i-  A  =: 
r 

h  Dieselben  Resultate  würde  man  auch  aus  den  Gleichnis 
gen  (YI)  erhalten.  Schwingt  ein  Pendel  in  derselben  vertikaleii 
Ebene,  so  ist  ß  =  o  und  die  bejdcn  Gleichungen  (Yi)  werden  durcb 
die  einzige  dargestellt , 

d*a         g 

welche  daher  die  ganze  Theorie  dieser  Pendeln  enthält* 
II,  Sind  die  Schwingungsbogen  klein ,  so  ist 

und  wenn  man  selbst  die  ersten  Potenzen  von  (r-— a)  yemachlässi' 
gen  kann , 


V 


woraus  folgt ,  dafs  sehrkleine  Schwingungen  isochron  oder 
yon  gleicher  Dauer  sind,  welches  auch  die  Gröfse  ihres ,  übrigeiu 
immer  kleinen  Bogens  sejn  mag«  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt* 
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i)  Die  Längen  zweyer  Pendeln,  die  in  derselben  Zeit  ihre  Schwin- 
gungen vollenden  z.  B.  die  Längen  zweyer  Secnndenpendeln  ver- 
halten sich,  wie  die  auf  sie  wirkenden  Schweren ;  2)  die  Schwin- 
gungszeiten desselben  Pendels  an  verschiedenen  Orten  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  wie  verkehrt  ctie  Quadratwurzeln  der 
Seil  wären;  3)  die  Schwingnngszeiten  derPendeln  an  demselben  Orte 
der  Erdoberfläche  sind  wie  die  Quadratwurzeln  der  Längen,  und 
4)  die  Anzahl  der  Schwingungen  jn  derselben  Zeit  z.  B«  in  einem 
Tage ,  von  gleich  langen  Pendeln  verhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Schweren* 

5.  6. 

Wirken  überhaupt  auf  einen  Körper ,  der  sich  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  bewegen  soll ,  nach  den  Richtungen  der  Achsen 
der  X  7  z  die  Kräfte  ^  Y  Zj  so  hat  man 

und  wenn  dx  =  p  67  ~|-  q  dz  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
ist,  so  ist  die  vorhergehende  Gleichung  folgenden  beyden  gleich- 
geltend 

h  IstX  =  T  =  o  undZ  =  gdie  constante  Schwere,  so  gehen 
diese  Ausdrücke  in  folgende  über 

*=P1F+  d? 
d'x         d»z 
*  =  ^    dF+1^-6 

und  wenn  sich  der  Körper  auf  einer  Kugel  des  Halbmessers  r  be- 

y 

wegen  soll,  so  ist  xdx  +ydy  +  z  dz  =  o,  also  p  =  —  ~  und 


z 


q  =  _  -  ^  unä  daher  die  zwey  letzten  Gleichungen 


X 

xd*y — yd*x 

^=  IT' 

xd*z — zd"x 

O  =    g^, gX 

Jeren  Integrale 

K  3 


l/fi 


X  Jy— .ydx  rs  C^  dt  Und 

d*(xdz— zdx)« 


dt 


=  g« 


die  ganze  Theorie  der  bloüsTon  der  Schwere  getrielieneii  Fendeh 
enthalten. 

Soll  das  Pendel  blofs  in  einer  vertikalen  'Ebene  schwingen, 
so  sej  7  =  o  «  und  die  beyden  letzten  Gleichungen  gehen  in  fol- 
gende einzelne  über 

d  •  (x  dz  —  z  dx)  =  gx ,  dt' 

Ist  aber  x  =  r  Sin  u  und  z  =  r  Cos  a,  so  ist  auch,  -wenn  selbst 
die  Länge  r  des  Pendels  yeränderlich  ist , 

dx  s=  dr  Sin  a+  ria  Cos  a  und  dz  s=  dr  Cot  a — rda  Sin«, 

also  auch ,    wenn   man  diese   Werthe   von  x  9    s ,    dx  und  li 
in  der  letzten  Gleichung  substituirt, 


d>(r«dg) 
df 


=s  —  gr  Sin 


oder ,  wenn  r  constant  ist , 

^  +  2.Sm««o 

wie  in  §»  5*  L 

n.  Ist  Y  =  y  =  o  und  p  =  q  =  x,  so  ist  die   Corre ,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegt  dx  =  x  dz  oder  z  =  log  x  ^  also 

die  Logistik*  Setzt  man  dann  X  =  — a*x — a't  undZ=  — b*z b't, 

.wo  also  die  nach  den  Richtungen  der  x  und  z  wirkenden  Kräfte 
selbst  von  der  Zeit  abhängen,  so  sind  die  Gleichungen  (A^ 

d«x 
o  =  5^  +  a'^  +  a't 

d«z 
o  =    j[^  +b»z  +  b/t 

und  ihre  Integralien 

x  =  —  Sin  (at  -f-  A') 5  ^ 


a 


a 


B  b/t 

z  =  g-Sin(bt  +  BO-p 

in.  Ist  endlich  X  =:  T  =  o  und  Z  =  a  eine  constante  Gröfse, 
80  sind  die  Gleichungen  (A) 


^  dt»  ~  dt» 

Setzt  man  überdiefs  p  =  y  =  6  und  q  =  b  eine  constanteGröfse, 
so  gehen  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  einzelne  über : 

o  =  bd*x  +  d»z— adt* 

pder  da  X  =s  bz  ist» 

adt* 

^•^  =  7+57 

und  diese  Gleichung  enthält  die  Theorie  der  Bewegung  auf  schie- 
'  fen  Ebenen.  Es  ist  nähmlich  b  die  Tangente  des  Winkels ,  vrel- 
I    chen  die  schiefe  Ebene  mit  der  Yertikallinie  z  bildet.  Heifst  die- 

g 

ser    Winkel    ol  »    und    ist    a    =    yr^ — ,   so  hat  man 

Cosa' 

d*z  =2  gdt?  Cos  a^  also  auch,  wenn  man  integrirt,  da  z  mit  t 
verschwindet, 

z  SÄ  {gt'^Cos  a 

dz 
woraus  für  die  Geschwindigkeit  y  s   r—  des  Körpers  folgt, 

y  SS  gt  Cos  a, 
so  dafs  man  hat 

z=z  i  gt»«Cjos«t  =?r .,  =  f  v.t 

®  a  g  Cos  a 

> 

Man  kann  die  Gleichung,  welche  die  Theorie  des  Pendels 
enthält,  auch  auf  folgende  sehr  einfache  Art  finden«  Nach  dem 
Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Cap.  III,  $.  3«)  ist 

y«  =  C  +  2  U 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  und  du  =  X  dx  -|-T  dy+Z  dz 
ist.  In  unserm  Falle  hat  man  aber  X  =s  Y  s=  o  und  Z  ss  g,  also 
U  =  gz  und  daher 

V«   es  C  -f-  ^  gZ 

Ist  also  wieder  x  as  r  Sin  a  und  z  ss  r  Cos  «i ,  so  ist 

dx«  +  dy»         r«d«« 
dt»  dt« 

und  daher  die  yorhergehende  Gleichung 


ä 


i5o 


r 


9  da« 


=  C  +  2  gr  Cos  a 


welcher  Ausdruck  mit  den  in  §•  5«  I  gegebenen  identisch  ist, 
da  sein  Differential  in  Beziehung  auf  a  gibt 

d*a        ff 
dt«     '    r 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  sey  c  die  anfangliche  Geschwin« 

digkeit  des  Pendels,  und  der  Winkel  a  des  Pendels  mit  der  y et- 

tikale  z  dui'ch  den  Aufhängepunkt,   für  den  Anfang   der  Bewe- 

äot 
gung,  gleich  A,  so  ist  a  =  A  für  j-  =  c  ,  und  daher  C  =  c*r* 

—  2  gr  Cos  A ,  also  auch  die  yorhergehende  Gleichung 

da*  3  ff 

^-j^  =  C»  +  -^  (Cos  a  — Cos  A) 

Da  der  Winkel  onie  gröfser  als  i8o^  werden  kann,  für  welcbeo 
Fall  Cos  «  =  —  1  ist,  so  folgt,  dafs,  wenn  die  anfangliehe  Ge- 
schwindigkeit c  gröfser  als 


V 


2S 


(i  +  Cos  A)  ist, 


Ad 


die  Geschwindigkeit  v  =s   r-  des  Pendels  nie  gleich  Null  werden 

kann ,  dafs  also  dann  das  Pendel  nicht  zwischen  bestimmten  Ent- 
fernungen von  der  Vertikale  auf-  und  abschwingen,  sondern  da&l 
es  die  ganze  Peripherie  des  Kreises,  in  dessen  Mittelpunkte  es| 
befestiget  ist,  durchlaufen  wird*  Istaber  c  kleiner  als  diese  Grofsef 
so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  zu  beyden  Seiten  1 
der  Vertikale  in    dem  Punkte  gleich  Null  seyn,    für    weldiesj 

c*r . 
Cos  et  =.  Cos  A ist,  und  es  wird  daher  zwischen  diesen  bej- 

den  Punkten  seine  Schwingungen  Tollenden.  Ist  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  c  =  o,  so  ist  Cos  u  =  Cos  A  oder  das  Pendell 
wird  auf  jeder  Seite  der  Vertikale  wieder  auf  seinen  vorherge- 
henden Weg  zurück  kehren,  wenn  es  die  Entfernung  von  derj 
Vertikale  erreicht ,    die  es  im  Anfange  seiner  Bewegung  hatte. 

I.  Um  diesen  letzten  Fall  näher  zu  betrachten,  hat  man  also, 
wenn  das  Pendel  in  der  Entfernung  A  seine  Bewegung  aas  derj 
Ruhe  anfing, 

da*         2ff 

T-r  =  -^  (Cos  a— Cos  A). 
dt'         r 

Rimmt  man  an,  dafs  die  ursprüngliche  Entfernung  A  ,  also  ane^l 


i5i 


a  nur  sehr  hlein  ist ,  so  hat  man  Cos  A  =  i  —  —  und 


Ä« 


Cos  a  =  1  —  — ,  also  die  letzte  Gleichung 


v/T 

«las  negatire  Zeichen,  weil  der  Winkel  ce  abnimmt,  wahrend  die 
Zeittwächst.  Dasintegral  dieser  Gleichung  i«t,  da«  s=  A  fürtssO 


V\ 


Heifst  also  wie  zuvor,  T  die  Zeit  eines  ganzen  Schwankes,  wäh- 
rend welcher  das  Pendel  den  Bogen  A  zwejmal  beschreibt,  so  ist 


T  =  *  l/l  wie  5.  5.  n. 

Endlich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn 

£^  j_  »I  /  C  +  2gr  Cos  OL 

dt  y  ]?i 

oder  daC  =  c*r*— flgr  Cos  A  ist , 

da  f  le, 

ü  =  y  c«+-^(Cosa-Cos  A) 

Ist  daher  wieder  die  anfängliehe  Geschwindigkeit  c  ss  o ,  so  ist 
■^  ^    |/  —  (Cos  a — Cos  A)  oder  abkürzend 

und  daher  die  wahre  Geschwindigkeit  selbst 

5-  8. 

Nach  diesen  besondern  Betrachtungen  wollen  wir  nun  wieder 
zu  den  allgemeinen  Gleichungen  (Y)  des  ^  4«  übergehen,  und 
auch  sie  zu  integriren  suchen« 

Die  zwej  ersten  dieser  Gleichungen  sind 

3C  dx  -J".  7  dy  =  —  z  dz 
X  dy  —  7  dx  SS     c' .  dt 


1Ö3 


Erhebt  man  jede  dersielben  aufs  Quadrat ,  so  gibt  ihre  Summe 

(x«  +  y')  (dx«  +  dj«»)  =  z>  dz«  +  c'«.dt« 

Esistaber  x«+y«  =  r«— z«  unddx«  +  dy«.  =  (c-f»a  gz)  dt«— d«S 

also  auch ,  wenn  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Glei' 
ehung  substituirt, 

rdz 

dt  =5      _  ^  . .  (B) 

V/^»— z  •)  (a  gz  +  c>— c'  • 

Wenn  man  diese  Gleichung,  deren  genaues  Integral  nicht  gefin- 
den werden  bann,  annähernd  integrirt ,  so  erhält  man  t  alsFunk- 
tion ,  Ton  z  oder  umgekehrt ,  z  als  Funktion  yon  U 

Aber  diese  Gröfse  z  reicht  noch  nicht  hin,  die  Liage  des 
Pendels  yollkommen  zu  bestimmen ',  da  sie  nur  die  Gröfse  der 
Projection  von  r  in  der  horizontalen  Ebene  der  ny  gibt«  Diese 

Projection  ist  nähmlich  gleich  \/r* — z**  Um  also  auch  die  Lage 
dieser  Projection  zu  bestimmen,  sey  "W  der  Winkel ,  Mielchen 
diese  horizontale  Projection  von  r  mit  der  Achse  der  x  bildet,  so  ist 


X  =  \/r*  — z*.  Ces  w  und  y  =  \/r*  — z»»  Sin  w 

woraus  folgt 

xdy — ydx  ==(r'  —  z«)  dw,  also  auch,   nach  der  zweytcn  der 
Gleichungen  (V) 


Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  den  oben  aus  (B)  gefundenei 
Werth  von  z  durch  t,  so  erhält  man,  wenn  man  sie  integrirt, 
auch  den  Winkel  w  als  Funktion  von  t,  und  da  so  für  jede  Zeit, 
t  die  swey  Gröfsen  z  und  w  gegeben  sind ,  so  ist  dadurch  auch 
die  Lage  des  Pendels  für  jede  Zeit  bestimmt. 

Substituirt  man  dann  für  z  und  w  ihre  Werthe  in  t ,  so  er- 
hält man  die  Goordinaten  x  y  und  z  als  Funktionen  von  t ,  und 
wenn  man  aus  diesen  drey  Ausdrücken  von  x  y  z  die  Gröfse  t 
eliminirt,  so  erhält  man  die  zwey  Gleichungen  derCurve,  wrelche 
der  Körper  auf  der  Kugel  beschreibt,  so  wie  seine  Geschwindigkeit 

dx    dy     dz  • 

-j- ,  —  >  T"  J^ach  der  Richtung  der  drey  Coordinatenachsen  und 

seine  Geschwindigkeit 


V 


dx«  +  dy*  +  4z 


dt 


nach  der  Richtung  des  von  ihm  beschriebenen  Bogens» 
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*'  Man  denke  sich  das  Pendel,  dessen  LSnge  gleich r  ist,  in 

■    der  Ebene  der  xz  um  den  Winkel  a  von  der  vertikalen  Achse  der 

z  entfernt ,   und  gebe   ihm  in  dieser  ursprünglichen  Lage  eiiie 

*ÜV  Geschwindigjieit  a,  die   senkrecht  auf  diese  Ebene  der  xz  ist, 

1^  80  hat  man  ^  =s  o  und  ^  =  a,  also  geht  die  zwejte  der  Glei- 
chungen (Y)  in  folgende  über  c^  =  ax ,  oder  da  x  ==  r  Sin  a  ist 
in  folgende  c'  =  ar  Sin  a.  Ferner  ist  eben  so  z  =  r  Cos  a ,  und 

dz 

^-r  =:  o,  also  die  dritte  der  Gleichungen  (V)  ♦  .  c  ,=  a* — a  gr  Cos  a. 

:$  Es  sey  nun  für  irgend  eine  Lage  des  Pendels  S  der  Winkel 

^'  desselben  mit  der  Vertikale ,  also  z  =.  r  Cos  5,  so  wird  die  Glei- 
chung (B) 
a^  —  r  Sin  5.dd 

*  V/a»  (Sin«;^— Sin«o)  — 2gr  Sin»  i^  (Cos  a  — Cos  3) 

äI  oder  wenn  man  die  dritten  Potenzen  von  Sin*  S  und  Sin*  ä  ver* 
i^nachlässigeti  und  der  Kürze  wegen  ^  =;  Sin^  ^  setzt , 

^'  — kr.d^ 

dt=  ■         ,1. 

»•  av/— ^"  +  ^  C*^"  +  Sin«  a)  — k»  Sin»  ä 

a* 
F^wo  k*  =  ■      .  ist.  Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

^  a«  -p  gr 

^r   ,        ^       «e— (fc"  +  Sin«a) 

t  =  —  Are.  Cos     "^     '      '^  ,  , ^ 

aa  Sin«  a — k« 

jda  für  S  =  Ä  oder  für  f  ==  Sin*  a  die  Gröfse  t  verschwinde^.  Es 
p^^ist  aber  bekanntlich 
^;  Are.  Cos  (ax*  —  i)  =  2  Are.  Cos  x 


eil 


r. 

Kfft 

wt 


a^ — k'  —  Sin*« 

Setzt  man  daher  a  x*  —  i   =  — ^^— r-r — ,  so  ist 

Sm*  et — k* 


V    öin*«— k* 
d  daher  auch  die  vorhergehende  Gleichung 

t  =  ^Arc.  Cos!  A^^'^"*"--  ••-(») 
a  V    Sin««— k* 

T.  Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Lage  des  Pendels  für 
(de  Zeit  mufs  nun  noch  der  Winkel  w  als  Funktion  vont  gesucht 
erden.  Es  war  aber  nach  der  Gleichung  (C) 


Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  dieGröfse  c^  s=s  ar  Sinftoi 
z  =  r  Cos  ^^  so  iait 

dt 

dw  SS  ar  Sin  a  *     ^    '    ,  ^ 

r'  Sm« » 

at 
oder  da  Sin"  d  =  k*  +  (Sin*  a — k')  Coa*  "jr-  ist,  wennnuni 

Kürze  vregen  —  =  u  setzt , 

,    .        kSina.du  d.tgu 

dw,  =  .  ,  -   .p.   , pttt; — ;— ,  öder  da  du  s  — ,   J^^     ist, 

^       k«  +  (Sin'»a— k*jCos«u'  i+tg*a 

^  dw  5=  r  Sin  a« 


k 1 

^Sin«a  +  tg»u 

und  dessen  Integral 

w  =x  Are.  tg  (^ 

Wir  erhalten  daher 

/l^tgr"\     ,  It  at 

w  =  Are.  tg  I       ^hrl  oder  tg  w  =  gr^.  tg  — 

^  Sina^ 

Sucht  man  daraus  die  Werthe  von  Sin  w  und  Cos  w ,    so  hat  mi 
auch  für  die  drey  Coordinaten  . 

at 

X  =  r  Sin  a  •  Cos  r— 

kr 


at 
V  5=  kr  Sin  _— 

^  kr 


V' 


Cos«a  +  (Sin«  a— k»>Sin«  ^ 

und  diese  drey  Ausdrücke  geben  für  jede  Zeit  den  gesuchten  Oi 
des  Körpers.  Eliminirt  man  aus  ihnen  die  GrÖfse  t,  so  erhält  nu 
für  die  you  dem  Körper  beschriebene  Bahn  die  beyden  Gleichunge 

k«x»+y«Sin«a  =ak«r'Sin«a  1 

k»z«— y*(Sin'a—k«)  =5  k«r»  Cos»  aj      *  *  ^^^ 

Daraus  folgt,  dafs  im  Allgemeinen  die  Pro  jectionder^  Bahn  ind( 
Ebene  der  xy  eine  Ellipse,  und  die  in  der  Ebene  der  xz  eine  Ellipi 
oder  eine  Hyperbel  ist,  nachdem  nähmlich  k  kleiner  oder  gröis( 
aitt  Sin  a ,  das  keii]^,  nachdem  die  aniangliche  Qeschwindigiieit  i 
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'kleiner  oder  gröfser  alsy^gr.  tgaist.  Auch  zeigen  dieselben  Glei- 
chungen, dafs  wenn  die  Projeetionin  xz  eine  Ellipse  ist,  die  in  yz    * 
eine  Hyperbel  seyn  wird ,  und  umgekehrt.  Für  den  besonderen 
Fall  k  =  Sin  a ,   das  heilst ,  wenn  die  anfangliche  Geschwindig- 
keit a  =  v/gr.'^tg  a  ist,  wird  die  Frojection  in  xy  ein  Kreis  des 

BiHalbniessers  kr  seyn,  und  die  zwey  anderen  Frojectionen  wer- 
den gerade  Linien  seyn,  da  z  s=s  r  Cos  a  eine  constante  Gröfse  ist« 

Endlich  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  in  jedem  Punkte 
•einer  Bahn 

V  f : — Tt 

^,  a         /  t*Cos»  a-l-(Sin*a— k»)  Sin«  jj 

-  •  •  .  .  (F) 


Cos'  a  +  (Sin»  a— k*)  Sin«  ^ 


woraus  man  siebte  dafs  diese  Geschwindigkeit  ihren  gröfsten  oder 
kleinsten Werth  bat ,  wenn  S  ein  Kleinstes  oder  ein  Gröfstes  ist, 
d*  h«  wenn, der  Körper  in  dem  tiefsten  oder  in  dem  höchsten  Punkte 
seiner  Bahn  ist»  Für  den  Fall  S  =  Const  ist  auch  die  Geschwin- 
digkeit con staut ,  und  immer  gleich  der  anfanglichen  Geschwin- 
digkeit a,  Ist  endlich  in  allen  Vorhergehenden  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  a  gleich  Null ,  so  erhält  man  für  das ,  in  einer 
Tertikaien  £bene  schwingende  Pendel  den  Ausdruck 

*         |/a»  +  gr        \/gr  * 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  -  in  der  Gleichung  (D) ,  so 
erhält  man  .  * 

t  =  f  -  I    Are.  Cos  — —  =  (^ )     Are.  Cos  - ,  wie  in  S.  7«  I. 
Vg/  Sma        Vg/  «  * 

Ferner  gehen  die  zwey  Gleichungen  (£)  in  folgende  über , 

X  =:  r  Sin  a 
z  =  r  Cos  a 

oder ,  wenn  man  aus  ihnen  a  eliminirt ,  in  folgende  einzelne 

X«  -f-  z«  =  r* 

^reiches  die  Gleichung  des  Kreises  ist.  Endlich  wird  die  Glei- 
c^hung  (F)  • 

/        Sin««.Sin-tl/i 

V  =  x/gT:  y —=. 

^    Cos*a  +  Sin««Sin«tl/8 


'VI 
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oder  wenn  a  sehr  kleun  ist , 


V 


=  «.  (gr)*.  Sin  t  l/i  wie  J.  7-  ^ 


5-  9* 

Betrachten  wir  nun  anch  noch  die  Bewegung;  ctes  Pen 

in  einem  widerstehenden  Mittel.  Wenn  wir  die  Bezeichniu 

des  S«  7«  beybehalten ,  also  a  die  Abweichung  des  Pendels  fu: 

gend  eine  Zeit,  und  A  die  ursprüngliche  Abweichung  desse 

von  der  Vertikale ,  und  s  =  r  (A— «)  den  in  der  Zeit  t  durd 

fenen  Bogen  nennen,  so  ist  der  Widerstand  des  Mittels, 

Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  voran sgesetzt,  gi 

ds* 
m .  -r — ,  wo  m  eine  constante  Gröfse  ist,  die  von  der  Dichte 

dt' 

Mittels  und  von  der  Dichte^  und  Gestalt  des  bewregten  Kor; 

abhängt*  Bewegt  sieh  also  das  Pendel  in  einer  senkrechten  Ebf 

so  ist  die  Kraft,  welche  auf  dasselbe  in  jedem  Augenblicken 

der  Richtung  der  Tangente  der  beschriebenen  Cur  ve  wirkt,  gle 

ds* 
g  Sin  a  —  m  •  j-r ,  und  man  hat  daher  für  die  Gleichung  der  i 

wegung  des  Pendels 

d*s  ^.  ds« 

_  =  gSm«-m.^,, 

oder  wenn  man  für  s  seinen  Werth  r  ( A — ä)  setzt , 

d*«  g  o.         .  d«» 

-r —  =  —  —  Sm  Ä  +  mr,  -- — 
dt«  r  ^  dt« 

Da  aber  diese  Gleichung  nicht  genau  integrirt  werden  kann,  i 
wollen  wir  bemerken,  dafs  a  eine  Funktion  vonA  ist,  die,  vei 
diese  bejden  Gröfsen  nur  klein  sind,  in  folgende  Form  aufgeloi 
werden  kann 

«  =  PA+QA»  +RA»  + 

wo  P,  Q,  R ..  Funktionen  der  Zeit  t  seyn  werden.  Um  diese  Foil 
tionen  zu  bestipimen ,  wird  man  diesen  Werth  von  a  in  dem  iti 

hergehenden  Ausdrucke    von  j-j    substituiren ,   und   dann  i 

Coefficienten  derselben  Potenz  von  A ,  *  jeden  für  sich ,  gl^ 
Null  setzen ,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  erhalten  wiri 
als  man  unbekannte  Gröfsen  P  Q  R  •  hat ,  aus  welchen  Gio 
chungen  man  daher  auch  diese  unbekannten  Gröfsen  durch  9 
mination  bestimmen  kann.  Geht  man  blofs  bis  zu  dem  zveyt^ 
Gliede  der  oben  aufgestellten  Reihe  fort ,  so  erhält  man 


Sin  Ä  =tAP  +  A«Q 

d»«  _  Aa    ^"^ 

d  wenn  man  diese  Werthe  in  der  ersten  unserer  Gleichungen 
Mtituirt,  und  die  Faktoren  von  A  und  A*    gleich  Null  setzt/ 
erhält  man  folgende  zwej  Gleichungen 

^»_i£undi:^^-?^+mr.?:: 

dt«  r  dt»  r    ^         .dt« 

3  erste  dieser  Gleichungen  gibt,  da  im  Anfange  der  Bewegung 

äa         dP 
"  dT  ^  "dt    =  ö>  «  ==»  ^  ™^  P  =  1  ist,    . 


^ = -  Cr)*- ''" '  V'r  - 


1   1 


P  =  Cos  t 


VI' 


istituirt  man  diesen  Werth  yon  -r-  9  in  dem  vorhergehenden 

d«Q  • 

idruche  für  - — ^  .  so  erhält  man 

dt*    * 


» . 


■\  • 


dt'  r  2  a  y    ^ 

I  welcher  Gleichung  das  Integral  ist , 

Q = c  Co.  (.  ]ß+ c) +f+|ic.. ,  .yi 

dO 
da  man  für  den  Anfang  der  Bewegung  hat  t  =a  Q  =3  ,  V  as  o, 

,  2mr 

^ind  die  zwey  Constanten  der  Integration  C  «—  ■  ^' '  ^^^ 

%:  o,  also  auch 
_  2 mr  _         1  /g    -   mr  ,  mr  _         ^1/8 

»o  P  und  Q  bestimmt  ist ,  so  hat  man 

a  =s  PA  +  QA«  oder 
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a 


(A— 4mrA«)Co8tT/  i 


+ 


.   mr  A*  ^  1  /  ß  /nx 

.4 r—  Cos2  1 1/  -  . .  •  .  (G) 


h  also  die  Answeichung  a  des  Pendels  für  jede  Zeit  t 
.'    Die  tSeschlvindigkeit  des   bewegten  Körpers  ab 


wodurch 

ben  ist 

r  da     - 
»  s=  —  -:: —  oder 


dt 


,=  (A-£fjA!)(^)l  Sin  »yi 


•  •"  r^  V      t      .    ■    *       '    -' 


Für  m  s=  o  oder  für  die  Bewegung  des  Pendels  in  freyen  B 
hat  man 

«  =  A  Cos  t  T/  ^  und 
=  A.(gr)^  Sin  t  T/  1^ »  wie  inj.  7. 


L  Um  die  Zeit  T/  des  halben  ansteigenden  Schwünge 
bestimmen ,  hat  man  a  =  o ,  also  wird  'der  Torhergehende 
druck  Tona 

o  =  (i-|mrA)  C08T/-|/T  +  ^  +  ^Cos9T'1 

« 

Wäre  die  Gröfse  A  genau  gleich  Null ,  so  gäbe  diese  Gleid 
CosT/  -l/s.  =  o  oderT/  l/^  =  f * 

Ist  also  die  erste  Ausweichung  A  des  Pendels  nur  klein,  so) 

man    T'  'l  /  8^  =  —  ,  +  x  setzen , 

wo  also  X  ebenfalls  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist,  deren  On^i 
und  Produklte  mit  A  man  Ternachlässigen  kann.   Substituirt 

Riesen  Werth  von  T'  '\/—  *^  ^^^  Yorh ergehenden  Gleich 

so  erhält  man 


\5q 
=  —  (i  — I  mr  A)  Sin  x  -4 — -  Cos  2  x  ocEer 

=s  — a~f  also  ist  die  gesuchte  Zeit  des  halben  absteigen- 
3n  Schwunges 

Um  aber  die  Zeit  T  eines  ganzen  Schwunges  zu  erhal- 
1  bemerke  man ,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  im  Anfange  und 
i  Ende  der  Zeit  T  gleich  Null  seyn  mufs.  Der  oben  gegebene 
isdruck  (H)  yon  v  wird  aber  gleich  Null  für  t  =  o  und  für 

t  T  /  f.  ==  ^  f  weil  in  dem  letzten  Falle  sowohl 
Sin  t  i/  i  als  auch  Sin  a  t  1/ f.  gleich  Null  ist. 


bstituirt  man  daher  in  diesem  Ausdrucke  t  1  /  S.  =  sr  statt  t 
»  Zeit  T  des  ganzen  Schwunges  $  so  erhält  man 


T=,y| 


•   *    • 


.(J) 
s 

»indem  leeren  Baume  ^.  7.  T.  Heifst  daher  endlich  T'/ die  Zeit 
•i  halben  aufsteigend  en  Schwunges,  so  ist  T=T'+T'^^ 
er  wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  vorhergehenden  Werthe 
n  T  und  T'  substituirt , 

^tzt  man  also  der  Kürze  wegen  k  =  r  A ,  so  hat  man 

er  die  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  widerstehenden  Mit« 
ist  gleich  der  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  freyen  Räume ; 
^  Zeit  des  halben  absteigenden  Schwunges  aber  wird  durch  den 
Lderstand  um  die  Gröfse 

'   1  /  ^  vermehrt ,    und  die  Zeit  des    halben   aufsteigenden 

V  g 

Xwunges  wird  um  dieselbe  Gröfse  vermindert» 


i6o 

!!•  Die  Gröf  ^e  des  Schwanges  aber,  oder  die  Amp 
die  Ausweichung  dcsBogens  zu  beyden  Seiten  der  YertikaJ 
durch  das  widerstehende  Mittel  conslant  vermindert»  Den 
rend  der  Zeit  T^  des  ersten  halben  Schwunges  geht  das 
von  seinem  höchsten  zu  seinem  tiefsten  Punkt ,  also  dui 
Winkel  A.  Während  der  Zeit  des  ersten  ganzen  Schwung« 
geht  es  durch  einen  Winkel ,  den  man^erhält ,  wenn  man 
Gleichung  (G)  für  t  die  Gröfse 

T  Ä  3t  1  /  L,  also  für  t  1  /  S  die  Grofse  *  setzt,  also 

den  Winkel 

(,        2mr  .    \    ,  mrA*   .  mrk* 

woraus  folgt,  dafs  die  Amplitude  des  srweyten  halben  Sch^i 
durch  den  Widerstand  um  die  Gröfse  f  mrA*,  also  sein 
um  die  Gröfse  J  mr*  A*  =  ^  mk*  vermindert  wird.  Ist 
k  =3  r  Ader  Bogen  des  ersten  halben  Schwunges ,  so  ist  der 
des  «M'eyten  halben  Schwunges  k — fmk*,  des  dritten  k — 2 .  - 
des  vierten  k  —  3.f  mk"  u.  f.,  so  dafs  also  die  Ausweich 
des  Pendels  immer  abnehmen,  bis  sie'endlich  völlig  unme 
werden ;  aber  so  lange  sie  noch  bestehen ,  sind  doch  die ! 
der  ganzen  Schwingungen  immer  von  derselben  Dauer,  d« 
nach  der  Gleichung  (F)  die  Dauer  des  ersten  ganzen  Schiv 
von  der  Ausweichung  seines  Bogens  ganz  unabhängig  ist,  s 
es  auch  alle  übrigen, 

5.   10. 

Ueberhaupt  hat  man  für  die  Bewegung  in  krummen  Linier 
in  der  Ebene  der  xz  liegen ,  wenn  blofs  eine  veränderliche 
Z  in  der  Richtung  der  Achse  der  z  wirl^t ,  nach  dem  Gruni 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  (Cap.  III  ^,  3«) 

y«  =  C»  — 2/Zdz. 

Diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  Gleichung  der  Cur^ 
mit  der  bekannten  ds  =  v.dt  (Cap.  II  J.  1.)  verbunden, 
hinreichen ,  die  Bewegung  des  Körpers  zu  bestimmen« 

Nimmt  man  nähmlich  an ,  dafs  die  Gleichung  der  Cai 

SO  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Gleicbung( 
Bewegung 


>6i 


«=dtT  +  Mdr) 

«=3F  +  Md7)  +  ^ 


'ultiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dx ,  und  die 
vey te  durch  dz ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn^  man  sie  integrirt , 

dt»  '      </ 

0  C  eine  constante  Gröfse  bezeichnet ,  oder  da 


f 


dx  +dz    ^gj,  bekannte  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  v  ist 
dt«  *" 

i;«  =  C«— 2  y^Zdz 

le  zuvor.  Ist  ferner  ds  =  y/^Tx'+dz'  das  Element  des  Bogens 
T  Curye,  so  ist  ds  =s  vdt,  also  auch 

ds 
dt  = 


^C'  — 2/2  dz' 


id  diese  zwey  Gleichungen,  yerbundenmit  der  Gleichung  L  =o 
ir  gegebenen  Curve  werden  die  Bewegung  des  Körpers  roll- 
Indig  bestimmen. 

I.  Ist  z.B.  diese  Curye  eine  Cyclois ,  undaderDurchmess'er  . 
IS  Erzeugungskreises  derselben , .  so  ist  ihre  Gleichung 


s*  =  4az  oder  ds= 


Vi 


i  daher  die  Kraft  Z  =  g  beständig ,  so  ist  die  Geschwindigkeit 
•8  Körpers ,  der  sich  in  der  Cyclois  bewegt , 

V  =  \/C« 2gZ 

>  C  die  anfängliche  Geschwindigkeit  bezeichnet;  und  die  Zeit 
Li'ch  den  Bogen ,  der  zu  der  Ordinate  z  gehört ,  ist 


4 

I  — -=  ( — y .  Are.  tang  l/ 

j \/c«z— 2gz«   ^^^  y  * 


mnt  man  daher  T  die  Zeit  von  dem  Anfange  der  Bewegung 

I  zu  dem  Augenblicke ,  wo  der  Körper  seine  gröfste  Tiefe  er- 
icht,  so  wird  T  das  vorhergehende  Integral  zwischen  den  Grän- 

C* 

II  z  =  o  und  z  =  —  seyn  •  oder  man  wird  haben : 

UI.  L 


lfl2 


T  =  ,y^^ 


WO  ^r  =  3.i4iS0'^*««  ist*  Diese  Zeit  T  des  ganzen Niederg; 
in  der  Cyclois  ist  daher  von  dem  Werthe  von  z  anabhängig, 
in  welchem  Punkte  der  Curye  auch  der  Körper  s^ine  Bewc 
anfangt,  immer  wird  er  in  derselben  Zeit  bis  zu  dem  v 
sten  Punkte  der  Cyclois  kommen.  Wegen  dieser  Eigenschaft  1 
diese  Curve  auch  die  Tautochrone. 

IL  Indem  Huyghens  diese  merkwürdige  Eigenschaft  de 
clois  mit  der  andern  bekannten  verband,  dafs  nämlich  die  Ev 
der  (Cyclois  wieder  sie  selbst,  nur  in  verkehrter  Lage  ist,  kc 
er  seinen  Pendeln ,  die  an  einen  flexiblen  Faden  z>vischen  i 
Cycloiden,  an  welche  sich  der  Faden  bey  jeder  Schwingung 
wand,  befestigt  waren,  dahin  bringen,  dafs  der  an  den  Fi 
befestigte  Körper  selbst  eine  Cyclois  beschrieb  ,  und  daher  ( 
selbst  endlichen  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  vollem 
In  den  neuern  Zeiten  hat  man  aus  praktischen  Rücksichten 
Bewegung  im  Kreise  mit  sehr  kleinen  Schwingungen  rorgezo 
da  diese  nach  Nro.  i .  ebenfalls  isochron  sind. 

Um  aber  auch  zu  untersuchen ,  ob  jene  Curve  die  eini 
Tautochrone  im  leeren  Räume  ist ,  wollen  wir  annehmen ,  ( 
die  Gleichung  der  Tautochronen  überhaupt  sej 

s  =  Az^+Bz^  +  Cz^^,  . 

wo  AB  C.*.;  «ßcy...  unbestimmte  Gröfsen  sind.  Wenn  < 
Gröfsen  s  und  z  beyde  von  dem  untersten  Punkte  der  Currej 
zählt  werden,  so  hat  man  zugleich  s  =  o  und  z  =:  o^  also  mos« 
die  Exponenten  a ,  ß,  cy...  positiv,  und  keiner  von  ihnen di 
gleich  Null  seyn.  Differentiirt  man  aber  diesen  Ausdruck,  0 
substituirt  den  so  erhaltenen  Werlh  in  der  Gleichung  (Nro.  B 

—  ds 
dt  = 

wo  C«  =  3gh  gesetzt  wurde,  so  erhält  man 

—  Aa     z^—^Slz  Bß       z^—'i3^z 

dt  =  — ^=1.   =—    -i— . 

V/iÄg      \/h  — z  \/2g 

und  um  die  Zeit  zu  erhalten  ,  in  welcher  der  Körper  von  z  = 
bis  z  =  o  geht,  wird  man  das  Integral  dieser  Gleichung  zwiscln 
denselben  Gränzen,  oder  was  dasselbe  ist,  zwischen  denGd 
zen  u  =  o  und  u  =  1  nehmen,  wenn  man  z  =  h  u  setzt,  Dada 
erhält  man 

T= :M:.  ^,+  g|2r.  H,_i+ 1^  ,,_»     , 


cnn  man  der  Kürze  wegen  annimmt 
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u^— » flu 

=Letc« 


an  mufs  hier  bemerken,  ilafs  Ton  diesen  Gröfsen  A',  !&^i  .0* 
sine  gleich  Null  seyn  kann ,  denn  z.  B.  die  Oröfse  A^  in  die 

imme  der  Werthe  von  — .  zwischen  den  Gränzea  u  rs  o 

\/i — u 

id  u  =  1 ,  und  da  diese  Function  von  u  zwischen  diesen  beyden 
ranzen  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so  kann  auch  die  Summe 
ner Werthe,  d.  h.  so  kann  auch  der  Werth  Ä'  nicht  Null  seyn, 
id  dasselbe  gilt  ebenfalls  von  den  Gröfsen  B'C. .<..  Ferner 
t  klar,  dafs  der  Werth  von  T  nicht  unabhängig  von  h  seyn  kann, 
enn  nicht  alle  Glieder  von  T  gleich  Null  sind ,  dasjenige  aus- 
inommen ,  in  welchen  der  Exponent  von  h  selbst  gleich  Null  ist. 
ehmen  wir  daher  an,  dafs  dieses  das  erste  Glied  ist ,  d.  h.  neb- 
en wir  an ,  dafs  ce  =  -^  ist ,  so  mufs ,  damit  das  zyreyXe  Glied 
srschwinde,  die  Gröfse  ßBB'  =  o  seyn,  d.  h.  es  muls  B  =  o 
lyn,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  weder  B^  noch  j3  gleich  Null 
tyn  kann.  Eben  so  findet  man  C  =i  0,  D  :^  o.,.  und  der  Werth 
\n  8  fär  die  Tautochrone  ist  daher 

8  =  AJ/"z 


i^lches  wieder  die  Gleichung  der  Cyclois  ist.  Diese  Gurve  ist 
her  auch  die  einzige  Tautochrone  im  leeren  Baume. 


5- 


1 1. 


Soll  der  Körper,  auf  den  blofs  ein  äufserer  augenblicklicher 
ols ,    ohne  der  Schwere  wirkt ,    sich  in  der  Peripherie  eines 
*eises  des  Halbmessers  r  bewegen ,  so  ist ,  wenn  dieser  Kreis 
der  Ebne  der  xy  liegt  * 

L  =  o  =s  r»— X*— y»  ^ 

d  die  Gleichungen  der  Bewegung  *sind 


d^x 
dt»  ^. 

d»y    , 


(VIL) 


3r  Druck  des  Körpers  gegen  seine  Bahn  ist 

^— — — — —  ' 

D  =7L  \/4x«  +  4y"  Ä^^t^ 

iiltiplicirt  man  die  erske  der  Gleichungen  (VII)  durch  dz,  und 

9  zweyte  durch  dy,  so  gibt  ihre  Summe,  wenn  man  sie  inte- 

irt,  und  bemerkt,  dafs  xdx+  jdy  =  Ö  ist: 

L  a 
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clx« 


dy 


dt 


=  c  .  .  .  .  (a) 


wo  c  eine  Constante  ist,  und  woraus  folgt,  dafs  die  Gesc 

digbeit  V  s=  e  ^  oder  constant  ist.  Multiplicirt  man  die  ersi 
Gb^i€hungeii  (VH),  durch  x  uud  die  zweyte  durch  y,  so 
die  Summe  dieser  Produkte 


xd'x  -f-  yd«y 


-|-  3  X  r>   =:   O 


und  da  xd*x  +  yd'y  +  dx»  +  dy«  =:  o  ist , 
so  ist  auch 


2Xr«  = 


dx*  +  dy« 
df 


oder  2%T^  =  c 


woraus  folgt ,  daCs  der  Druck  des  Körpers  senbrecht  auf  di 
ripherie  des  Hrei3,ea  gleich 

D  =  aXr=-Ä  —  ...•  (Kap.  HI  §.  3.  1)  «t. 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  (VIT)  di 
y,  und  die  zweyte  durch  x,  so  gibt  ihre  Differenz ,  wenn 
sie  integrirt 

ydx-xdy  ^^  ^  ^^^ 


dt 


=  c* 


•    •    • 


wo  c^  eine  zweyte  Constante  ist«  EHminirt  man  aus  den  Gleich 
gen  (a) ,  (b)  die  Gröfse  dt ,  «o  erhält  man 

c'*         (y^3L — xdy)» 
c     ^      dx»  +  dy* 


s=  r*  also  auch 


r 

die  zwey  Constanten  c  und  c^  hängen  also  so  Yon.  einander 
dafs  man  hat 

cV=  rj/*c 

Um  die  Zeit  zu  finden,  in  welcher  der  Körper  den  Bogeo 

Kreises  zurücklegt ,  zu  dem  die  Abscisse  x  gehört  ^  hat  bub' 

der  Gleichung  (a) 

,         r»  dx«       , 
c.dt  s=  — oder 


dx 


^^  =  j/^  V  v/fiHT« 
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1er  endlich 


r  X 

t  =  --rr     Are.  Sin 
J/c-  V 


i'e  Zeit  durch  die  ganze  Peripherie  ist  daher 


2rir 


T  =  — (c)  ^ 

■ 

id  der  Druck  des  Körpers  auf  seine  Bahn 

I>  ==  "YT*  •  •  •  •  w 

Q^i'i' ^?=  3  i4i*%)26.,.  ist 

L  Eliminirt  man  aus  den  bejden  letzten  Gleichungen  die 
k'dfse  T ,  so  ist  wieder 

D  =  —  wie  zuvor. 

r  .,     , 

9j  JE&örpern  also,  die  ^ich  im  Kreide  bewegen,  yerhalten  sich 
e  Geschwiridigkeiteh  wie  die  Wu^s^eltf  aus  den  Produkten  der 
^Ibmesser  in  die  KiHifte ,  und  die  <^uadrate  der  ümlaufszeiten 
irhalten  sich  wie  die  Hälboiesser  dividirt  durch  die  Kräfte ,  da 
«r  der  Druck  D  als  die  bewegende  Kraft ,  afus .  welcher  er  enf- 
ftfadea  ist,  betraditet  Werden  kansk. 

,    Nimmt  man  an ,'  dafs  die  Kraft  sick  verkehrt  wie  das  Quadrat 
^  Entfernung  r  verhalte ,  so  ist  D  =  — ,  wo  A  eine  Gonstante 


r« 


*öfse  ist,  also  auch  T«  =  — —  ,  r^  oder  dann  sind  die  Quadrate 

A  ^ 

j  ümlaufszeiten ,  wie  die  Würfel  der  Halbmesser. 

Um  die  Geschwindij^lt  zu.erjmlteü  ,  mit  welcher  ein  KÖr-» 
j  auf  der  Oberfläche  der  Erde  horizontal  geworfen  werden 
äfste,  um  einen  Kreis  um  die  £rde  zu  beschreiben ,  so  ist  der 
^Ibmesser  dieses  Kreises  gleich  0()2  geographische  Meilen,  oder 
=  1967O598  Par.  Fufs,  die  Meile  zu  2282<^  Fufs  gezählt.  Der 
nkrechte ,  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtete  Druck 
die  Schwere ,  also  (nach  Cap.  V  Jk  2.) 

D  =  3o,i^3  Fufs 

d   daher  die  gesuchte  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  einer 

Cunde  V  =5  |/15r=  24338,96  Fufs.  Eine  Kanonen  Kugel  le'gt 
^j?  in  der  ersten  Secunde  noch  nicht  700  Fufs  zurück,  also  sind 
f  noch  weit  entfernt,  den  Körpern  auf  unserer  Erde  eine  sol- 
^  Ocschwindigkeit  zu  geben,  welche  sie  zu  Satelliten  der  Erde 
ohen  könnte.    Die  Umiaufszeit  jenes  Körpers   um  die  ganze 


i66 

Erde  ist  T  =  ■ ,  also,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werlhe 

V 

TOn  r  und  v  substituirt,  T  =  5of\o^oofi  Secunden  =  1'»  24'  40''. 
Nimmt  man  an,  dai's  der  Mond  in  seiner  mittlem  Entfernung 
Ton  60  Erdhalbmessern  durch  ^inen  ähnlichen  Wurf  seilten  Hreü 
um  die  Erde  beschreibe  9  und  sucht  man  daraus  die  Umlaufsxdt 
3  des  Mondes,  so  ist,  da  nach  dem  Yorhergehenden  die  Quadrate 
der  Ümlaufszeiten  sich  wie  die  Würfel  der  Halbmesser  verhaltea 

i3 :6o5  _  (6080,090)»:»» 

also  3  =  2361Ö16  Secunden  =  27.327  Tage,  nur  um  o.ooSTage 
oder  o^  7'  12''  gröfser,  als  die  durch  Beobachtungen  gefundene 
siderische  Revolution  des  Mondes.  Es  scheint  daher  dieselbe 
Kraft  der  Schwere  zu  sejn,  welche  die  Körper  auf  der  Oberfläcbe 
der  Rrde  fallen  macht,  und  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  um  diel 
Erde  bewegt.  Wir  werden  weiter  unten  diese  Vermu  thung  yoB-  i 
kommen  bestätiget  findcp. 

II.  Da  sich  den  Beobachtungen  gemäfs,  die  Erde  gleicb-l 
förmig  um  ihre  Achse  dreht,  so  ist  der  Druck  jedes  Körpen 
auf  der  Oberfläche  der  Erde,  der- durch  die  i^otation  der  Erde 
entsteht,  oder  so  ist  die  CentrifugaUKraft^  nach  der  Gleichung 'd),, 
dem  Halbmesser  des  Parallelkreises  pi*oportional ,    in  welcfaea, 
dei>  Körper  liegt.  Ist  also  r  der  Halbmesser  dos  Aequators  deri 
Erde,  T  der  Sterntag,  oder  die  Zeit  ihrer  Umdrehung,  g  £e 
beobachtete  Schwere  am  Aequator,  und  G  die  Schwere,  welciie 
ohne  der  Rotation  der  Erde  Statt  haben  würde ,  so  ist ,  da  die 
Gröfsen  G  und  D  einander  in  ihrer  Kichtaog  entgegengesetzt  sio^J 


4  3r«r 


g  =  G— D  =  G—  ^,^ 

Es  ist  aber  r  =:  19631210  Par.  Fufs,  und 

T  s=:  86164  Secunden,  also 
G  —  g  Ä-  0.1044 
Weiter  ist  (Cap.II)  g  =  30.1027  also  ist  auch 

G  =  80.2071  oder  ^  =   . — - 
'  G        290 

d.  h.  die  durch  die  Centrifugal- Kraft  verminderte  Anziehung  der 
Erde  .verhält  sieh  zu  der  eigentlichen  Anziehung  derselben  unter 
dem  Aequator,  wie  2Ö9  zu  290« 

4  jr*r 
Damit  g  gleich  Null  werde,  müfste  T»  =  ---; —   seyn,  il.  l 

CS  müfste  T  =  öo6o"  seyn ,    oder  wenn   die  Rotation    der  Erde 
nahe  sicbenzehnmal  geschwinder  wäre ,  als  sie  ist ,   so  wäre  die 


I 


t 
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Schwere  am  Aequator  Null ,  itnd  die  Körper ,  sich  selbst  über- 
lassen, würden  da  nicht  mehr  fallen. 

^  m.  Die  Erde  wird  bekanntlich  als  emSphäroid  betrachtet , 
'  "welcbe&äurch  die  Umdrehung  einer  iBltlipse  um  ihre  kleiäe  Achse 
'  entstanden  ist.  Ist  die  halbe. grofse  Achse  dieser  Ellipse  dieEin- 
*  heit,  und  e  die  Excentricität,  uiid  endlich  9  der  Winkel  der  Normale 
T  iirgetfd  eines  Punktes  dieses  Sphäroids  mit  der  grofsen  Achse,  also 
die  l>eobachtete  Polhöhe  dieses  Punktes ,  so  ist  (Tbeil  I ,  p»  376) 
lie  Normale  des  Sphäroids'  in  diesem  Punkte  gleich 


«  ^1 
di< 


■T  ijczeicnnet man aner,  wie  zuvor^  aureng  aieneooacntetedcnM 
i5' ^11,4.6"^  Aequator,  und  durch  «y  die  beobachtet^  Schwere  in 
j!  geographischen  Breite  ^,  so  hat  man,  da  sich  die  Schwere  In  ^ 


t 


a  (1— £«  Sin»  9)-' 

\  Bezeichnet  man  aber,  wie  zuvor^  durch  g  die  beobachtete  Schwere 

der 
ver- 
,    schiedenen  Punkten  des  Sphäroids  wie  die  Normalen  dieser  Punkte 
"  y erhalten  '     ' 

g:cy  =  i:(i — «•  Sin*  9)'~* 
j  oder  da  t  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 

7  =  g  (»  +  -^  Sin«  9) 

^voraus  folgt,  dafs  die  beobachtjete  Schwöre  von  dem  Aequator 
{^egen  den  Pol  sehr  nahe  in  dem  Verhältnisse  der  Quadrate  der 
Sinus  der  Breite  zunimmt. 

Ist  .aber  L  die  Länge  des  Secundenpendels ,  so  ist  für  den 
Ort ,  dessen  beobachtete  Schwere  <y  ist »  (3.  ö.  I) 

L         T«  <V 

—  =  — --  oder  da  T  t=  1  ist ,  L  =&  —  also  auch 

L  =  -^  (i  +  i-  Sin«  9) 

•  ' 

oder  auch  die  Zunahme  der  tjänge  des  Secunden-Pendels  yom 
Aequator  gegen  den  Pol  ist  sehr  nahe  dem  Quadrate  des  Sinus 
der  Breite  proportionirt.  Man  kann  daher  für  den  Ausdruck  der 
Liänge  des  Secundenpendels  annehmen 

L  =  a+  b  Sin«(j> 

und  die  zwey  Gröfsen  a  und  ly  durch  die  Beobachtungen  bestim- 
iTien.  Man  fand  so  für  die  Länge  des  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  in  einer  Seci,inde  mittlerer  Zeit  vollendet 

L  =  3.0500/46  +  0.016571  Sin«  9  Par.  Fufs 

übereinstimmend  mit  Cap.  V,  J«  2. 
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Wir  wollen  nun  die  Gurre  suchen ,  in  welcher  ein  Koi 
der  blofs  von  der  constanten  Schwere  g  getrieben  wird ,  in 
kürzesten  Zeit  den  Weg  von  einem  gegebenen  Punkte 
zu  einen  andenl  gegebenen  Punkt  zurücklegt* 

Ist  X  s=  o  die  senkrechte ,  mit  der  Richtung  der  Sehn 
parallele  Coordinate  des  ersten  der  zwey:  gegebenen  Punkte 
ist  nach  der  Gleichung  (c)  (Nro.  III  $•  5.)  die  Geschwindig 
des  Körpers  in  jedem  Punkte,  zu  welchen  die  Coordinate  x  gel 


1;  =  \/2  g  (x— a) 

vorausgesetzt,  dafs  der  Korper  seine  Bewegung  in  dem  en 
gegebenen  Punkte  aus  der  Ruhe  anfangt»  Ist  femer  da  das  1 
ment  des  Bogens,  oder 

ds*  =  dx"  +  dy'  +  dz«,  so  ist 

ds 
dt  =  —  oder 

V 


(/•gg  (X— a) 

und  dieses  Integral  soll  der  Aufgabe  gemafs  ein  Minimum  se 
Ist  aber 

f  dy     d«y  dz     d^  1 

•   ('''  ^'"dJ'  dx«  •  •  •  ^'  di'  dx«  •  •  J 

*  dy 

eine  solche  Funktion  yon  X,  y,  z,  j- ••••  deren  Integral  ein  Gröl 

tes  oder  einKleinstes  seyn  soll,  so  ist  bekanntlich  (Theil  T,  Seite  27 

dy  d»y  d*y 

dz  ;d»z     ^  d»z 

Wendet  man  diefs  auf  nnsern  besonderen  Fall  an ,  so  hat  man 

dfCy)         df(z)  ,  -      . 

— ~-  =  .        ■.  =5  o  und 
dy  dz 
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Ay 


dz 


y  3,  (.-a)  (.  4- g  +  g:) 


I.     tn'4 


^o  sind  jene  beyden  Bedingungsgleichungen  9 .  äa  .  iJle  ii^riige^^^ 
ieder  verschwinden  ,,... 

df  (dy)   _ 
^'   "d^   =*» 

d.     ;^-  ■  =  o  


:-  -  i 


I  • » 


I  •  »     » 


d  diese  beyden  Gleichungen  sind  zugleich  die  gesuchten  Glei- 
ungen  der  Gurre»  ihre  ersten  Integralien  sind 

ij     - 

'  ".f^  ■  -""  ^  C>   '♦■: 


y.g(x_a)(.+|^+g) 


'    *       l» 


dz 

dx 


V 


r  =  C' 


^   /      .    dy'         dz»\ 
ag(x-a)(i+-^+— ■) 

d  diese  beyden  Gleichujf^en  geben 

C'.  dj  =  C  dz  oder  C'y  =  Cz  +  C" 

)  C ,  G^  r./^  constante  Gröfsen  sind»  Da  diese  Gleichung  in  y 
d  z ,  eine  der  Projektionen  der  gesuchten  Curve,  eine  gerade 
nie  ist,  so  ist  die  gesuchte  Gurre  eine  ebene  jCurye«  Legt  man 
her  diese  Gurre  in  die  'senkrechte  Ebene  der  i'y,  so  ist  z  =s  o 
d  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurre  ist 

dy     •     '  ,.■".' 

dx  V 

■m  =  C  oder  | 


yag(x-a)(.+    g+~) 


C  (x-a)  v^ 

dy  =s  -  ■       '         .    dx 

V/(x— a)— agC«(x— ») 
Ist      X — a  SS  x^  und 

-— r —    r=  b  80  ist 

2C«g 

x'  dx' 


|/£x^ 


/a 


die  Gleichung  der  Cyclois  ,  welche  Curve  also  die  gesuchte Lin 
des  kürzesten  Falles,  oder  die  Brachystrochrone  ist.  D 
Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

^         —        b    ^        ^      b — ax/ 
y  =  —  \/bx'— x'»  +  -j  Are,  Cos  — r — 

1.  Dieselben  Resultate  wird  man  auch  erhalten ,  wenn  in; 
die  Aufgabe  nach  der  im  Theil  I  p,  aRS  gegebenen  Methode  ai 
löfst.  Behält  man  die  dort  gegebenen  Bezeichnungen  bey,  soi 

,T  _  V/'  +  P*  +  q  * 


V/3g  (x-a) 

und  da  die  Gröfse  ü  weder  j  noch  z  enthält,  so  ist  N  =  oui 
N'  =  o  und  eben  so  Q  r=  Q'  =  R . . . .  =  o,  also  werden  die  Gl( 
chungen  (2)  p.  286  in  folgende  übergehen 

dP  =  o   und   dP'  =  o 
deren  Integralien  sind 

P  =  C  und     P/  =  C 
wo  C  und  C^  ConsCbnte  sind»  Es  iat  aber 

du         P    ^ 

P  =    .-  =      ,.  und 

dp         \/2g(x— a)(i+p«+(j») 

•p/»=s.  !!L  ^  .  "^ 


I  ■  « » 


•^^         V^agCx— a)(  14- p  »+€£') 
also  siuJ  auch  jene  beyden  Integralien 

P 


v/ag(x— aX«+p'4-q  V 

q 


=  C  und 


=  C 


J/2g(x— a)(.i+p»  +  q»j 
dieselben  ,  welche  wir  oben  erhalten  haben. 
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^    'Ztfm  J&chla98€J' dieses  Capitels  wollen  wir  noch  folgende  inte- 
•essahte  Aufgaken^äuflöseh. 


,«1       '       t*  j  .  I      ..'L      JLw'>a^ 


Zwey  Körper,  deren  Massen  durch  m  und m^])ezeichnet  werden, 
leyen  durch  eine  jgerade  und  una'usaehYibari&  Litii^ ,  deren  Länge 
i  ist,  verbunden.  Der  erste  sey  gezwungen ,  sich  auf  der  ebenen 
Curve  dy  =  p  dxy  und  der  "zweite  ^ich  aüTdet  Cürye  ^y  ^=^  qdx 
Ba  bewegen,  während  auf  den  ersten  die  yeränderlichen  senk- 
rechten Kräfte  X,  ¥  und  anfd)e|i'8Mr6iiiS||^it;^ie  jsenkreöhteii  Kräfte 
K',  Y'  wirken.  Man  suche  die.  Bewegung  beyder  Körper.  Wenn 
M^ieBevvegungganz  frey  wäre^jsd  würdedie  Gleichung^  welche  diese 
ifißewegung  bestimmt,  nach  dein  Vorhergehenden ,  folgende  scyn 


=»' ,  V         dt  /      ^  V        dt«/   ^ 

+  m'  fx'  —  ^'"^J    «X  -f  m'   (  Y'  — i!!")  5y  =  o  .  .  .    (Vlü) 
■  «^         V  dt«/  •       V     ,>,     dt«/ 

lWO  X  7  die  senkrechten  Coordinatenr' des  ersten,   und  x'  y'  die 
des  zwey ten  Körpers  sind. 


i    /        ....         !    »1 •: 


Allein  die  Bewegung  bpyder  JKörper  .iit^nic|it  frey.  -Djenn 
erstens    sind   sie   durch    die    gerade   Linie    a    yerbunden ,    wo 
a*  Ä  (x^ — x')*+(y — yO'  *s*5  und  da  diese  Linie  unausdriinbar  seyu 
~^soll,  seist  da  =  o oder  •'  ' 

■"'  (x-x')  («x-^x')  +  (y-y)  (öy~6y0  =  ö . ;.  ;Ca)' 

welches  die  erste  Bedingung8gIe{qh]Ling  der  Bewegung  i%t»  Da 
ijier  zweytenji  sich  jeder  der  zwey  Körper,  auf  einer  gegebenen 
Curve  bewegen  soll,  so  sind  dÜ9  zwey  übrigen. Bediogungsglei^ 
chungen 


f  =  P  ^«  \ 


Eliminirt  man  aus  der  Gleichung  (Vfll)  und  diesen 'drey  Bedin- 
gungsgleichungen (a),  ^b)  drey  von  den  GrÖfsen  fix,  fty ,  6x',  byi 
so  verschwindet  auch  die  vierte,  und  man  erhält  als  Resultat  der 
Elimination  eine  einzige  Gleichuikg  zwischen  x ,  y ,  x^  y^  Diese 
letzte  Gleichung  mit  den  drey  folgenden  n 

a«  =  (x— X')* -f- (y— y')' 
dy'==  pdx"  ' 
dy'  t=Ä  q*dx'  ;    *   •         .i. 

verbunden,  wird  "dann  hinreichen,  die  vier  Gröfsen  x,  y,  x',  y' 
für  jeden  Werth  von  t  zu  bestimmen,  und  sonaCh  die  gegeboiie 
Aufgabe  aufzulösen.  .     •  *  :       ' 
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Nehmen  wir  in  einem  bes'ondern^ Falle  an,  dafs  die  zwey  ge- 
gebenen :^urven  Kreise  de«  Halbmessers  r  «bd  jr'  sind ,  Atnn 
gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  der  An&ng  dac.GOotrdiAateu  ist, 
so  hat  man 


="1  i 


^*  "f"-  y**  =  r%ix/»  4",  y'*  =  r'*  alsQ.auch 

...  ...  ..  .«y,^  -^..-.:'*?..Ay'  =  -  1  ix'  .  . 

y  y/  . 

,.,.1.  .    .    ■    i:   s  .  f.       ^      ■  •  ..  ^1 

rch  die  Bedingutfgs^iehang 

■  •  «  .   ■ 


80  daTii  man  für  die  Gleichung  (YIJI)  erhält    ^ 


*    »  .  |.. 


V  dt'/      ,  ,   '    V,     \     dt»/    ^,M-    V  dl') 


•  •         * 


-  m/ X'  ^T' :_  llX.')  =  o 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  drey  folgefideti  ' 
X»  H-  y*  ^  i-S  X'«  +  y^""^  r'^j.  (x— *0*  +  (y-^y>'*'  ±=  a' 

'  '  i  .  '  ■  ■       I 

SiP  Y^ird  ma^  daraus  die  WerthoTpnx,  y«  x^  y>^  al«  Funktionei 
von  t  bestimmen.  ,        .,!..^: 

Da.  die  Ent^ernun^a  r,,  r^  der  Körper  von^  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  unveränderlicli  sind ,  so  ist  die  Liinie ,  welche 
die  bejdenf' Körper  nltf  di^Arj^^^nschaftHch^nMittefprirnkte  der 
Kreise  ^eri)]tvdet ,  als  ein  Ifcbel  i^u  betracliteh^  d'essen  Unter 
stütÄuo'^pÜttUt  -jeiier  Mftt^^ünltt  ist.  ' 

Wirkt  blofs  die  constaijte  SchM'erc  g  in  der  Richtung  der  y, 
80  ist  X  =  X'  =:  ound  Y,=  Y^=;g,  also  die  vorige  Gleichun 


ff 


V  r,       \ 

m   ,    ,.  T  ;^  .    m' 


...  (»d'7-yd»x):^  ^  (x/d«7'-y'd»x0 

;.;  •     .    .  —  g  (mx  4iin'i>)j=  o  .  .  .  .  (c)    '  \ 

■  ■•■f<j>ii.j       i.i.<  .I'«-  •         I 

Sind  aber  A^  B  die  Goordivateiir  des  Schwerpunkte»  dei*  bejdeü 
Gewichte  mg  und  m^g^,  wo^xnitx^  undB  mit  y, parallel  ist,  so 
hat  man  (Cap.  I)  ,.       ^    ,    . 

(m  +  mO  .  A  =  mx  +  m'x'. , ..  (d) 

Nennt    man    endlich    5   den   Winkel ,    welchen  die  Kutfernun; 

\/A*+B'  des  Schwerpunktes  voa  dem  Anfange  der  Coordiaa- 
ten  mit  der  Achs^  der  x  bildet .  so  findet  man  leicht 

xd"y  — yd*x  =— r'd'*» 


'73 
,    und  eben  so 

und  da  A  =r  y/A*  +  B«.  Sin  5r  ist,  so  ist  die  Gleichung  (d)  jetzt 
folgende : 

mx  +  m'x/  =  (m  +  m').  \/X*  +  B*/ Sin  ^ 
Substituirt  man  diese  Wer the  in  der  Gleichung  (c),  so  erhält  fenan 

d«S  '-'  • 

^        (mr'-hm'r/')^  +  (m  +  mO.  g  v/A•  +  B^  Sind  =  o 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

mr'-f-m'  r'* 


4 
t 


f  s 


(m+mOJ/A«+B« 

so  ist    . 

äF  +  f  ^;"*=" 

.Vergleieht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (b)  des  ^«  5., 
so  sieht  man ,  dafs  die  Bewegung  unsers  Hebels ,  oder  vielmehr 

:  die  der  Linie  y^A'  +  ^'9  welche  den  Schwerpunkt  beyder  Kör- 
per mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  beyden  Kreise 

'  verbindet,  dieselbe  mit  der  Bewegung  eines  Pendels  ist,  dessen 
Liängc-  f,  und  dessen  Aufhängepunkt  jener  gemeinschaftliche  Mit- 

,     telpunkt  der  beyden  Kreise  ist* 

Zwey  gerade  Linien  AB  und  CD  durchschneiden  sich  senk- 
recht in  ihrer  Mitte  O.  An  den  beyden  Endpunkten  ^inerun bieg- 
samen Stange  ,  deren  Länge  gleich  a ,  sind  zwey  Körper  befesti- 
get, deren  der  eine  m  sich  in  AO,  und  der  andere  m'  sich  in  CO, 
-wie  in  einem  Kanäle,  bewegen  soll.  Einer  dieser  beyden  Kqrper 
erhalte  eine  ursprüngliche  Impulsion  ^  ohne  dafs  äufsere  Kräfte 
auf  sie  wirken ;  man  bestimme  die  Bewegung  dieser  Körper. 

Sey  Om  =  x,  Om'  =  y  also  a»  =x^  +  y«  und  dt  das  Element 
der  Zeit,  so  hat  man,  nach  dem  Grundsatze  der  Erhaltung  der  le- 
bendigen Kraft  (Cap.IlI,  J.  3*)  in  einer  leicht  zu  entwerfenden  1  igur 

mdx*  m'dy*    j^ 

wo  A  eine  Constante  bezeichnet.  Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 

y«dy»  -    ,       ,  x'dx« 

dx«  =     ~-r  oder  dy«  =  -z r, 

a' — y«  ^  a* — x' 

so  erhält  man 
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V  A  (a»-.x») 

V-    •••                                    • L^ • 
m'a" — (m'— mjy» 
7-7- ^^: • 
ACa»— 7«) 

f ntegrirt  man  ^lese  zwcy  Gleichungen,  so  efhalt manx  sowohl 
als  y  durch  t  ausgedrückt.  Sind  dann  v  und»'  die  Geschwindig- 
keiten der  Körper  m  and  m^,  so  ist 


dt  V 


A(a» — X«) 


ma»  -j-(m'— m)x 


und  W  =  ^^  =  -1/        A(a'-y«)    - 
^*  V    m/a«— (m' — m)y» 

Ist  im  Anfange  der  Bewegung  m  in  A  und  m'  in  O ,  and  iste 
die  anfängliche  Geschwindigkeit ,  welche  der  Körper  m^  erhaltet 

hat,  so  ist  c  5=    l/^»  wodurch  die  Gröfse  A  bestimmt  iriri 

Wie  dann  m^  näher  zu  C  kömmt,  nimmt  seine  Geschwindigkrit 
ab,  bis  sie  in  C  selbst ,  wo  y  r=  a  =  OC  wird,  röllig  Terschwm- 
det;  die  Geschwindigkeit  von  m  aber  wächst  in  derselben  Zeit, 
bis  m  nach  O  kömmt,  wo  die  Geschwindigkeit  von  m  ihren gröfr 

ten  Werth  c    |/  —  erreicht.  Wenn  der  Körper  m  diesen  Pank 

O  erreicht  hat,  so  geht  er  weiter  durch  den  Kanal  OB  ,  wahren! 
m'  durch  CO  zurückgeht,  und  jetzt  ist  die  Geschwindigkeit  yw 
m  in  B  gleich  Null ,  und  die  yon  m^  in  O  gleich  c.  Von  da  geht 
m'  durch  OD  =  a ,  während  m  durch  BO  =  a  geht ;  ferner  geht 
m  durch  OA ,  während  m'  durch  DO  zurückgeht ,  lu  f.  so  difi 
die  beyden  Körper  ohne  Ende  die  beyden  Kanäle  AB  und  CD 
durchlaufen,  wenn  sie  von  keinem  Widerstände ,  keiner  Reikiuf 
u.  f.  aufgehalten  werden» 
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SIEBENTES   KAPITEL. 


OS 


Bewegung    dnrch   Centralkräfte* 


§.  1. 

"  Wenn  aiif  den  Körper  eine  yeränderliche  Kraft  R  M^irkt,  die 
nach  irgend  einen  festen  Punkt  gerichtet  ist,  so  wird  man,  wenn 
man  diese  Kraft  parallel  mit  den  Riehtungen  der  drey  rechlwink- 
lichten  Coordinaten  x  j  z  zerlegt,  deren  Anfang  jener  feste  Punkt 

'ist,  für  diese  drey  Seitenkräfte  haben  R  — ,  R  —  und  R  — •  wo 
!         '  "^  r '        r  r  ' 

der  Kürze  wegen  die  Entfernung  des  Körpers  von  dem  festen 

Punkte  gleich  r  t=  \/x^  H-  y'  +  z^  gesetzt  worden  ist.  Nimmt 
man  also  an ,  dafs  diese  Kraft  den  Körper  dem  festen  Punkte  zii 
'iiähcrn  sucht,  so  hat  man  für  diese  Seitenkräfte  nach  x  y  undz 


X  =  — 


Rx 


Y  = 


Ry 


und  Z  = 


Rz 


Iftt  daher  die  Rewcgung  des  Körpers  frey ,  und  keinen  andern 
Bedingungen  unterworfen,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  (III) 
oder  (IV)  des  Capitels  II 


o  = 


o  = 


d»x 

d»y 
dt« 
d«z 


Rz 


+ 


r 
R 


2 

r 


o  =  - 


dt 


Rz 

+  T 


•  -.  () 


Diese  Gleichungen ,  welche  das  Element  dt  der  Zeit  als  constant 
voraussetzen ,  bestimmen  die  Rewegung  des  Körpers ,  diesen  als 
einen  Punkt  betrachtet,  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten« 
Diese  Gleichungen  enthalten  weder  unmittelbar  die  Coordi- 
naten des  Punktes,  in  welchen  die  Rewegung  des  Körpers  anfing, 


noch  die  dem  Korper  im  Anfange  mitgetheiltenGescIiwindigkei 
nach  den  drey  Achsen  der  Coordinaten  ,  aber  diese  Grdfsen  n 
den  später  durch  die  Constanten  bestimmt  werden  ,  "welche 
doppelte    Integration   dieser   drey   Differentialgleichungen 
zweyten  Grades  einführen  wird. 

Ist  R  als  eine  Punktion  der  Coordinaten  xy  z  oder  als  c 
Funktion  des  Badius.Vectors  r  gegeben,  so  werden  die  erwä 
ten  drey  Integrale  Gleichungen  zwischen  x  y  z  nnd  t  seyn;  i 
wird  also  aus  denselben  die  Werthe  der  Coordinaten  x  y  z 
jeden  Werth  yon  t  bestimmen,  d  h.  man  wird  den  Ort  desB 
pers  für  jede  Zeit  angeben  können.  Wenn  man  endlich  zwiscl 
diesen  drey  Integralen  dieGröfse  t  eliminirt,  so  erhält  manzi 
Gleichungen  zwischen  x  y  und  z ,  welche  daher  die  krumme 
nie,  die  Bahn,  ausdrücken,  in  welcher  sich  der  Köcper  hewe 

I.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  ( 
die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte  durch  dz,  so  gibt  dieSum 
dieser  Produkte 

dxd»x+dyd3y4-dzd»z         Rxdx+Ry  äy-f-Rzdz 

dt»  r 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx«+dy'+dz»  /R 

o=    ^-^ +2   y  ~(xdx+ydy+zdz)  +  Co« 

oder 


o  = 


dx*  +  dy*+dz« 
dt^ 


+  2   /»R  dr  +  Const. 


V 


Ist  daher  die  Kraft  R  eine  Funktion  des  Badius  Vecton 
so  ist  auch  das  Integral  /Rdr  eine  bestimmte  Funktion  desi 
dius  Vectors,  die  wir  durch  F  (r)  bezeichnen  wollen.  Es  ist  al 

dx«+dy*+dz=    ,        .       ,       ,    ,       ^ 

— der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Ri 

pers  in  jedem  Punkte  seiner  Bahn  (Cap.  III,  g.  3.).  Nennt  ffl 
daher  c  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  und  ek 
so  a  die  anfängliche  Entfernung  r  des  Körpers  von  dem  fest 
Punkte  ,  80  ist  die  letzte  Gleichung 

o  =  c*  +  2  F  (a)  +  Const. 

und  wenn  man  diesen  Werth  der  Const.  in  der  letzten  allgemeiü 
Gleichung  substituirt 

dx'+dy'+dz« 

^T^ =c'+af(a)-af(r) 

•  I 

oder,  wenn  die  Kraft  R  eine  Funktion  des  Radius  r  ist    8obii| 
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ier  "Wepth  der  Geschwindigkeit  des  Körpers ,  in  jedem  Punkte 
einer  Bahn  nur  von  der  Entfernung  r  des  Körpers ,  von  der  an- 
änglichen  Entfernung  a ,  uuid .  von  ^er  anfänglichen  Geschwindig« 
eit  ab.  Wenn  daher  ein  Körper  von  einem  gegebenen  Punkte 
lit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  ausgeht ,  um  ^u  einem  an- 
leren  Punkte  zu  gelangen,  so  wird  er  bey  seiner  Ankunft  in  die- 
em  letzten  Punkte  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben ,  Wei- 
hes auch  die  krumme  Linie  sejn  mag,  die  er  zwischen  diesen 
»eyden  Punkten  beschrieben  hat.  Wirkt  aber  auf  den  Körper  keine 
ulsere  Kraft,  sondern  bewegt  er  sich  blofs  in  Folge  eines  anfäng- 
ichen  Stofses ,  so  ist  R  =:  o ,  also  auch  F  (r)  =  o  und  daher , 
rie  die  letzte  Gleichung  zeigt ,  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
a  allen  Punkten  seiner  Bahn  constant. 

n«  Multlplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  j, 
ind  die  zweyte  durch  x,  so  gibt  die  Differenz  dieser  Produkte , 
renn  man  sie  integrirt , 

X  dy — y  dx  =  c  .  dt 
und  eben  so  x  äz-^z  dx  =  c' .  dt 

ydz — zdy  ==  c''.  dt 

70  c  ,  c',  c"  constante  Gröfsen  sind.  Es  ist  aber  x  dy— ^y  dx  der 
Lusdruck  der  doppellen  Fläche ,  welche  der  auf  die  Ebene  der 
j  projicirte  Radius  r  in  der  Zeit  dt  beschreibt.  Aus  diesen  Glei- 
hungen  folgt  daher,  dafs  wenn  die  Kraft ,  welche  auf  einen  Kör- 
er wirkt,  nach  einem  festen  Punkt,  den  Anfang  der  Coordinaten 
erichtet  ist,  dafs  dann  die  Flächen,  welche  der  Radius  r  in 
Beziehung  auf  jede  der  drey  coordinirten  Ebenen  beschrisibt,  der 
I.eit,  in  welcher  sie  beschrieben  werden,  propöortional  sind.  Auch 
mgekehrt,'  wenn  diese  Flächen  sich  wie  die  Zeiten  yerhalten, 
D  ist  die  Kraft  nach  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gerichtet, 
jenn  nennt  man  wieder  X  YZ  die  nach  den  Achsen  der  Coordina- 
en  zerlegten  Kräfte ,  so  hat  man 

fultiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungeri  durch  y  und  die 
weyte  durch  x ,  so  gibt  die  Differenz  dieser  Produkte 

* 

d.(xJy-ydx) 
0=  5^^ .+Tx~Xy 

tiit  den  ähnlichen  Ausdrücken  für  xz  und  yz*  fst  daher  die  Flä- 
;he  X  dy— y  dx  constant,  also  ihr  Differential  gleiehNuU,  so  ist  auch 

Yx— Xy  :=  o 

>der  die  Kräfte  X  und  Y  verhalten  sieh,  wie  die  Coordinaten  x 
md  y  d.h.  die  mittlere,  aus  den  beyden Kräften  X  und  Y  zu- 
lll.  ^ 


sammengesetzte  Kraft  geht  durch  den  Anfang  der  CoonSnab 
(Vergl.  Cap.  lU,  §. «.) 

in.  Multiplicirt  man  die  drey  enten  Gleichungen  in  II  nai 
der  Ordnung  durch  z ,  —  y  und  x ,  30  gibt  die  Summe  £eu 
Produkte  • 

o  =  c".  X — c'.  y  +  c .  z 

die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  sich  der  Körper  bewe; 
und  die  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht,  Da  also  de 
Körper  sieb  in  ein^r  ebenen  Curye  bewegt,  so  können  wi 
die  bisher  willkührlichen  senkrechten  Coordinaten  x,  y,  z» 
annehmen ,  dai'a  die  beyden  ersten  x  und  y  in  9er  Kbene  diesei 

Rz 

Curye  liegen,  wodurch  z  also  auch  —  gleich  Null  ^wird*  DieBe 

wegnng  des  Körpers  wird  daher  schon  du^i^dbL  folgende  .zwej 
Gleichungen  bestimmt 

d*x    .    Hxl  * 

^  =  "d^+T 


d*y 
^=    dF 


n" 


(") 


diiS  wir  nun  näher  betrachten  wollen* 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (II)  durch  Ji 
und  die  zweyte  durch  dy ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wie  «uyor 


dt 


s=  A 


!/Rdr 


wo  A  eine  constante  Gröfse  ist«  Multiplicirt  man  aber  die  en« 
durch  y ,  und  die  zwey te  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz 

^  xdy — ydx  r=  B.dt 

woB  wieder  eine  Constante  ist.  Um  diesen  Gleichungen  eineeit- 
fächere  Gestalt  zu  geben,  seye  v  der  Winkel  des  Radius  rnii 
der  Achse  der  x ,  so  ist  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sin  v,  Substt 
tuii't  man  diese  Werthe  yon  x  und  y ,  und  ihre  DifferentiaHen  ii 
den  beyden  letzten  Gleichungen ,  so  gehen  sie  in  folgende  über 

r"dv«  +  dr»         .  1 

— dr^-=^-V^^-l(,) 

r«dv  ssB.dt  J 

Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt  die  Geschwindigkeit  desRöf 
pers  in  jedem  Punkte  seiner  Bahn,  und  die  andere  enthält  das  Ge 
setz  der  Erhaltung  der  Flächen  (Cap.  lll,  g.  »•),  denn  ist « if^ 
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Bogen  nnd  f  die  Fläche ,  welche  zwischen  der  Achse  der  x  und 
dem  Radius  r  enthalten  ist ,  so  hat  man  bekanntlich : 

ds«  =  r^dy«  +  dr*  und  df  =  {  r«dy 

Eliminirt  man  aus  den  bejden  Gleichungen  (i)  dieGröfse  dt,  so 
erhält  man 


R  Ä    -r d.  Ir*  di^«J 


oder 

r»  2 

j  dr 

Jpiese  Gleichung  gibt  die  Kraft  R^  wenn  die  Gleichung  derCurve 
'gegeben  ist,  in  welcher  sich  der  Körper  bewegt,  und  sie  gibt 
auch  die  Gleichung  dieser  Gurre,  wenn  die  Kraft  R  gegeben  ist , 
di«  auf  den  Körper  wirkt.  Der  letzte  Fall  erfordert  aber  eine  dop« 
p ehe  Integration,  daher  wir  jenen,  als  den  einfacheren,  zuerst 
betrachten  wollen« 

I«  Es  sey  die  Curve  eine  Ellipse ,  deren  halbe  grofse  und 
l&leine  Achse  a  und  b  ist.  Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
älinaten,  nach  welchem  die  Kraft  R  immer  gerichtet  seynsoU,  in 
5lem' Mittelpunkte  der  Ellipse  an,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse 

ab 


Sin  2  V 


\/^*Sin»i/-i-b''Cos«v 

Kind  ihr  Differential 

dr^  _         r    (a°— b*) 
^  dl/   "^  ^       3  a«  b» 

nVllcin  die  erste  Gleichung  gibt^auch 

Sin  .  =  i!  l/lS!  oderCosi.-  t  l/^EÜ 

\I0O  auch 
^'  Sin  2  1^  =  3  Sinr  Cos  v  =  .J^^^>.  r»  .v/fa«— r>)(r*— b«) 

^iibsliluiil  man  diesen  Ausdruck  von  Sin  2r  in  dej-  «wevten  iev 
;ongen  Gloirhungcu,  so  ist 


iTr  r 


^  .         -j;-=-^.v/(a'-OCv'-i>- 


Vi  fk 


dr 
utid  irenn  man  diesen  Werth  Yon  -g-  in  der  Gleichung  (2)  st 

stituirt 

jj5^  (a*+b«— r«)  =  A— a/Rdr 

und  deren  Differential  gibt: 

a»b» 

Wenn  also  der  Körper,  der  Planet ,  eine  Ellipse  beschreibt, 

deren  Mittelpunkte  zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft,  die  Sons 

ist,  so  mufs  sich  diese  Kraft R  wie  die  Entfernung  des  Körpen 

Terhalten ,  oder  die  Kraft  mufs  mit  der  Entfernung  in  demselb( 

Yerhältnisse  ab-  und  zunehmen. 

Sucht  man  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt,   eine  hype 

bolische  Spirale   zu  beschreiben ,   deren  Gleichung  bekänntlü 

a 
r  =  ist ,  so  gibt  die  Gleichung  (2) 

1    j  ■  V 

r* 

oder  die  Kraft  rerhält  sich ,  wie  verkehrt  der  Würfel  der  E* 
fernung. 

Sucht  man  dieKraft,  welche  den  Körper  zwingt,  einen  Krek 
dessen  Halbmesser  a ,  zu  beschreiben ,  und  nimmt  man  den  Ar 
fang  der  Coordinaten  oder  den  Mittelpunkt  der  Kraft  in  de^PeI^ 
pherie  des  Ki'eises  an ,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

r  =5  2  a  Cos  V 

also  gibt  die  Gleichung  (2) 

öa»B» 


R  = 


rs 


oder  die  Kraft  yerhält  sich ,  wie  rerkehrt  die  fünfte  Potenz  to 
Entfernung, 

Sucht  man  endlich  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwiofti 
si|Ch  in  einer  Ellipse  zu  bewegen,  in  deren  einem  Brennpankti 
der  Mittelpunkt  der  Kraft  ist,  so  ist  die  bekannte  Gleichan 
der  Ellipse 

a(i — e') 

1  +  e  Cos  V 

wo  r  die  Entfernung  des  Körpers  von  jenem  Brennpunkte ,  i'i 
Winkel  von  r  mit  dem  kleinexen  Theile  der  grofsen  Achse  si 
4indaedieExcentricität,  also  die  halbe  kleine  Achse  b  =  al/T^ 


i8i 


d  der  halbe  Parameter  p  =  a  (i — e«)  iat.  Ist  in  dieser  Glei- 
ung  die  Gröfse  a  negativ ,   und  ist  e  gröf^er  als  die  Einheit , 

gehört  sie  für  die  Hyperbel ,  un4  ist  e  gleich  der  Einheit , 
d  a  unendlich  grofs ,  so  gehört  sie  für  die  Parabel«  Wenn  man 

differentiiret  ^  so  erhält  man : 


dr' 


^ 


r*dv*         ar(i — e»)         r*         a»  (i — e») 
o  gibt  die  Gleichung  (a) 

— 7 T^  "^  .i'    =  A-*-a/  Rar 

ar(i — e«)         a«(i — ^•)  »^ 

i  dessen  Differential 

B»  1  B«     1 

R  =  -7 .  ~  oder  R  =  — .  --  .  ♦  •  (3) 

a(i — e«)    r«  p     r*  ^ 

dt  die  Kraft  verhält  sich ,  vrie  verkehrt  das  Quadrat  der  Ent- 
nung. 

U.  Bequemer  werden  diese  und  ähnliche  Untersuchungen , 
nn  man  die  Gleichungen  der  Curven  zwischen  dem  Radius  Vec- 
*  r.unddemLothe  u  aus  dem  Anfangspnnlite  von  r  auf  dieTan- 
ate  der  Gurve  einführt«  Man  hat  nähmlich,  wie  man  leicht  sieht : 

ds        r*     ds  r  dr        r     ^ 

dy        u     dr       i/'falLu»     dp       u  ^ 

du  ^  du       u 

_  =  ^r«-u^undg^  =  ;- 


►  ds  =  \/dr»  +  r^  dv*  das  Element  desBogens  der  Curve  be- 
lehnet. Differentiirt  man  die  dritte  dieser  Gleichungen,  indem 
m  dr  constant  annimmt ,  so  ist 

y  r  .  r(rdr — udu)! 

f.r  \/r' — u«  =  du«dr— dy.  |dr  \/r* — u*  >{-.        ^  ■  ■ 

l  J/'r" — u»      J 

bstituirt  man  diesen  Werth  von  d*v  in  dem  bekannten  Aus- 
ückc  des  Krümmungshalbmessers 

ds» 

ds*  iv-^ix^i»  -|-  rdrd'v 

d  setzt  man  statt  dsund  dy  ihre  vorhergehenden  Werthe  indr* 
erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser  den  einfachen  Au^- 
uck 

rdr 

^  "^  d^ 


also  wird  auch  die  Gleichung  (2)  ia  folgende  übergehen  : 

-7  =  A  — syRdr  oder 

_  -         B«  du 

Bdr  s     ■  oder  endlich 

B«r 
R=   ~ 

Hit  diesem  Ausdrucke  lassen  sich  die  Torhergehenden  Anfg 
ohne  Mühe  auflösen,  wenn  man  die  Gleichung  der  gegeb 
Curven  zwischen  u  und  r  zu  Grunde  legt.  So  ist  £&r  die  '. 
rithmische  Spirale 


V  =  m  log«r  oder  u  ==  — ;= 


J/^i+m* 
für  die  hyperbolische  Spirale 

m        ,                     "**" 
r  -=   —        oder  u  = =a. 

i+v  \/m'+>?* 

für  die  Ellipse ,  wenn  u  und  r  ans  dem  Mittelpunkte  genomi 
werden ,  und  a ,  b  die  halbe  grofse  und  kleine  Achse  bezeicl 


u» 


a»b» 


a 


0 

und  wenn  u  und  r  aus  einem  der  beyden  Brennpunkte  genomi 
werden 

b«r 

n»  = 

2  a — r 

für  den  Kreis  endlich,  dessen  Halbmesser  a  ist,  hat  man,  w 
n  und  r  aus  einem  Funkte  der  Peripherie  genommen  werden 

r'  =  2  au 

ni.  Die  zweyte  der  Gleichungen  (1)  i^t  r'dv  =  Bdt.  Nc 
man  aber  wieder  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraä 
die  Tangente  der  Bahn,  so  ist  (nach  EL)  r'di'  =  uds  also  ist  ai 

ds  _  ß 

dt   ""  u, 

ds 
Da  aber  ^  der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  de^  Körpers  in  i 

nerBahn  ist,  so  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  für  jedeCentral-Rr 
die  Geschwindigkeit  in  jedem  Funkte  der  Bahn  sich  wie  Terkei 
das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraft  auf  die  Tangente  derBa 


i8S 

I  diesem  Punkte  yerhält*  Die  Winkelgeschwindigkeit 

-    dy 
ber ,  oder  die  Gröfse  «^  verhält  sich,  iide  die  zweyte  derGlei- 

dt 

lungen  (1}  zeigt,  wie  verkehrt  das  Quadrat  des  Radius  Yectors* 

.       5.  3. 

Wir  wollen  nun  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  auflösen,  und 
e  krumme  Linie  suchen,  wenn  die  Kraft  gegeben  ist«  DerKüi^ito 
egen  wollen  wir  aber  nur  den  ersten  und  letzten  der  in  $•  a.ge- 
sbenen  Falle  näher  betrachten. 

Es  verhalte  sich  also  zuerst  die  Kraft  wie  die  Entfernung  r , 
ler  es  se je  R  =  m  •  r  "wo  m  eine  constante  Gröfse  bezeichnet , 

•  i;ehen  die  Gleichungen  (11}  des  ^.  1.  in  folgende  über: 

a»x  d»y 

o  =  -j^.  +  mx,o  =  ^  +  my 

%  sey,  wie  zuvor,  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sinv.  Substituirt  man 
ese  Werthe  von  x  iind  y  in  den  vorhergehenden  Gleichungen , 
id  multiplicirt  dann  die  erste  durch  Sin  v^  und  die  zweyte  durch 

•  Cos  V ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie  integrirt 

r*  dv  , 

-gp  =  mVab 

o  m^«ab  eine  Constante  ist.  Multiplicirt  man  aber  die  erste 
ner  Gleichungen  durch  Cos  v,  und  die  zweyte  durch  Siny,  so 
bt  ihre  Summe 

d«r        rdv* 

VT 7-7-  +  mr  =  o 

dt«  dt«    ^ 

iv  m*  .ab 

oder  wenn  man  statt  -r-  seinen  Werth — —  substituirt , 

dt  r* 

d^r        ma«  b*    , 

.j..  _  ■  JU  mr  SS  o 

i 

nhiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  dr  und  integrirt ,  so  ist : 

•    dr*         ma*b*  ^  ,    ^ 

^  + -__ +mr«  «  m  (a'+bO 

Qf  wieder  m  (a*  4-  b^)  eine  Constante  ist.  Wir  haben  also  die 

fcj  Gleichungen 

rdr 

^  ^/äi(~a«  b«  +(a*+b«)r»— rO 


nbir 


und  Av  =: 


Das  Integral  der  letisten  ist  * 

^  

b  ^  /a*— r' 
Sin  (*-.«)  =  7  y  J^TUbT 

und  das  Integral  der  ersten 


t— ß  =  -r^-  •  Are.  Cos  — il ^r-v     -j-      y 


a|/m 


a 


M'O  a  und  ß  die  Constanten  der  Integration  sind.  Die  vorletztt 
Gleichung  zeigt,  dafs  die  Bahn  eme  Ellipse  ist,  deren  Miltei- 
punkt  zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft  oder  der  Anfang  der 
Coordinaten  ,  und  deren  halbe  grofse  und  Vefne  Achse  a  ludl 
ist.    Fangen  die  Gröfsen    (y  —  ec)    und  t  zugleich    an ,   so  k 

ß  Ä  -T-T-  WO  *  =5  3.i4k59 
4  A 

und  die  letzte  Gleichung  geht  in  folgende  über 

a»  +  b*         a«--h 

r»  =  a«  Cos'  t  '/In  +  b»  Sin«  t  (/in  .  •  •  (4) 
Der  Torhergehende  Ausdruck  für  Sin  (y — o)  aber  ^bt 


r»  =  ^ — ^— ^^  +  ^i—  !^  Cos  a  \  (/In  oder 


tg.  (v— o) 


^  b  1 /a» — r« 
-"  r   V  r*— b« 


oder  wenn  man  den  gefundenen  Werth  ^on  r'  substituirt 

tg.  (v— a)  =  —  tg.  t  (/m  ....  (5) 

a 

Die  Gleichung  (4)  gibt  den  Werth  von  r,  und  (S)  den  Wcr4 
von  V  für  jeden  Werth  yon  t  so  dafs  also  durch  diese  beydenGl^ 
chungen  der  Ort  des  Körpers  in  seiner  Ellipse  für  jede  gegeben 
Zeit  bestimmt  ist«  Die  Gleichung  (4)  gibt  überdiefs  v — a  =  0  fii 


t  =>  o ,   und  V — cfc  =s  00**  für  t  =     .     •    woraus  folfi^t ,    dafs  & 

'  2|/m  ^^  ' 

Zeit  des  ganzen  Umlaufes  des  Kölners  um  den  MittelpunlU  to 

a  ir 
Ellipse  gleich  ,  also  von  a  und  b  unabhängig,  oder  för  alle 

Ellipsen  dieselbe  ist.  Substituirt  man  den  Werth  yon  r*  aus  (4) 
und  das  Differential  dv  aus  (5)  nähmlich ) 


my 
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j  m^  ab  dt 

a»  Cos«  t  |/m  +  b*  Sin*  t  J/m 

in  dem  Ausdrucke  f  =  }y*r'  dy  der  Fläche  des  elliptischen  See- 
CDrs ,  80  erhält  man 

f  =  jym*.  abdt  =s  Jm*.aht 

oder  diese  Flächen  verhalten  sich  wie  das  Produkt  der  beyden 
Aichsen  in  die  Zeit ,  in  welcher  sie  beschrieben  werden« 

\  L  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  läfst  sich  aber  auch  onmit- 
-Celbar  aus  den  beyden  oben  gegebenen  Gleichungen 

K.  .  d»x  ■  d«7    , 

^  dt«    "^  '  dt«  ^ 

fftbleiten,  wenn  man  bemerkt,  dafs  ihre  zweyten  Integralien  sind 

^.  x  =  ACost^m  —  BSintJ/m 

y=  A'Cost|/m — B  Sin.tJ/^ 

^o  ABA^B^  die  vier  Constanten  der  Integration  sind. 

Für  t  ==  o  geben  diese  Integrale  x  =  A ,  y  =  A'  und  wenn 

Dan  sie  einmal  differentiirt,  und  nach  der  Differentiation  wieder 

dx  dy 

ff  ^=  o  setzte  so  hat  man  \-   = — B[/m  undT— = — B'J/m,wor- 

■11S  folgt,  dafs'A,  A^  die  Coordinaten  des  Körpers  im  Anfange 
einer  Bewegung,  und  dafs  -^  B  J/Toi  und — B'  l/\n  die  anfang- 
ichen  Geschwindigkeiten  desselben  nach  derBichtuiig  der  xundy 
£nd.  Setzt  man  daher  diese  yier  Constanten  als  gegeben  voraus, 
d  "wird  man  aus  ihnen  leicht  die  Elemente  der  Bahn  ableiten« 
^ultiplicirt  man  endlich  die  erste  jener  zwej  Integralgleichungen 
. virch  A^,  und  die  zweyte  durch  —  A ,  so  gibt  ihre  Summe , 

o  =  A'x— Ay  +  (A'B— ABO  SintJ/in 
:.iicl  eben  so 

o  =s  B'x— B  y  +  (A'B— AB')  Cos  t [/ia 

^liminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Grölüie  t  {/m , 
fo  hat  man  «^ 

|A' •+B/») X*  +  (A»+B •) y «— 3  (A  A'+B  B/)  xy  =  (AB'— A«)* 

^ie  Gleichung  der  Bahn,  die  also  für  einen  Kegelschnitt 9 . «m 
^a  dieser  nach  allen  Seiten' begränzt  ist,  für  eineEllipia  P^fif' 
i^e  zuvor  gefunden  wurde.  Man  kann  noch  bemerkani  ^^^ 

ie  Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  sehr  leicht  m^flüSb*^^ 
ointMrickeln  lassen«  Die  letzte  gibt  so    ' 

Q^a= t  J/Vn— P  Sin  a  t  J/\n+§  P»  Sin  4 1  J/jb-^ 


und  umgekehrt 

t  J/\ii  =  (jf— «)  +  PSin  a  (y^a)+if  Sin  4  (y— «) 

+  jP5  8in5  (v— «) 

und  die  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  yorhergehende  Gleichung 
gibt 

log  r  5=  log  —   -  — PCosa  t  J/\n— iP*  Cos  4t^m 
— iP»Co86tl/m— .••woP=:  ^^  "t. 

5-4. 

Nehmen  wir  nnn  an,   daTs  die  Kraft  sich  wie  verkehrt  das 

U 

Quadrat  der  Entfernung  yerhalte^  oder  dafs  R  =—  sey,  wo  /( 
eine  constante  Gröfse  ist ,  so  sind  die  Gleichungen  (O)  des  {•  i. 

dF^+  7^  =  " 

Denkt  m'aii  sich  diese  Kraft  als  die  Wirkung,  als  die  Anziehun; 
eines  Körpers ,  dessen  Ort, der  Mittelpunkt  der  Kraft,  oder  der 
Anfangspunkt  derCoordinate^  ist,  so  folgt  aus  der  Vergleichnn; 
dieser  Ausdrüclie  mit  den  letzten  Gleichungen  des  Cap«  II,  {.  3. 
Nro.  IV,  dafs  die  eingeführte  Constante  fi  gleich  M  -f-  m,  oder 
gleich  der  Summe  der  Massen,  des  anziehenden  und  des  angezo- 
genen Körpers  ist. 

Multiplicirt  man  die  erste  der.  Gleichungen  (lH)  diii*ch  x, 
und  die  zweyte  durch  y ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie  ist 
tegrirt 

dx'+dj«  a/x         fJt, 

dt»  ^    r  a 

wo  a  die  Constante  der  Integration  ist.  Diese  Gl^ichnnfg  gibt  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  m  in  jedem  Punkte  seiner  Babn. 
Multiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  (III)  durch  Ti 
und  die  zweyte  durch  —  x  ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  mansie 
integrirt 

xdy — ydx=:dt.|//xp 

wo  wieder  p  die  Constante  der  Integration  ist.  Diese  Gleichung 
gibt  bekanntlich  die  Fläche ,.  welche  von  dem  Badius  Yectorr 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird  ,  und  sie  zeigt  ^  dafs  diese  Fläche 
der  Zeit  selbst  proprotional  ist. 
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Nimmt  man  wieder  an ,  x  =  r  Cos  y  ,  y  =  r  Sia>,  so  sind 
die  zwey  letzten  Gleichungen 


dr^-j-r^dy*        fi/x        /x^l 

'       "*  ^  —  w 

'  Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gröfse  dt ,  und 


dt»  r  a  I,  .  ,  .  .  (6) 

r-  äv  =  dt  \/fip 


setzt  r  =:  — ,  so  erhält  man 
z 


pdz 

Av  = 


^  V'-a-C«-P*)» 

und  dessen  Integral 
*  1  — pz 


1^4- (180 — •)  ==  Are.  Cos 


V'-l 


uro  (180 — ft))  dieConstante  der  Integration  bezeichnet,  oder  wenn 


1    - 


man  denWerthvon  z  s  -  wiederherstellt,  und  der  Kürze  wegen 

P 
s  —  ±-  =  e*  setzt 
a 

V  as   '  '  ■■■II..    •    •   •   •  C*?! 

zfujr  die  Gleichung  der  gesuchten  krummen  Linie,  in  welcher  sich 
^er  Körper  m  bewegt«  Diese  krumme  Linie  ist. also  ein  Kegelschnitt, 
^und  zwar  eine  Ellipse ,  Hyperbel  oder  Parabel ,  nachdem  a  po- 
sitiv, negatiy,  oder  imendlich  .grofs,  oder  auch,  nachdem  e  klei- 
ner ,  oder  gröfser  als  eins ,.  oder  gleich  eins  ist.  Ton  diesem  Ke- 
gelschnitte ist  die  halbe  grolse  Achse  gleich  a,"  dei^  halbe  Para- 
3neter  gleich  p,  und  die  Excentricität  gleich  e,  also  auch  p  =3 

äC* — e*),  und  die  halbe  kleine  Achse  gleich  b  =  a  \/i — e».  Die 
Gröfse  V  bezeicbnet  den  Winkel  des  Radius  Yectors  r  mit  irgend 
einem  seiner  Lage  nach  constanten  Radius  Yector,  welcher  letzte 
mit  der  grofscn  Achse  den  Winkel  cö  bildet.  Zählt  man  den  Win- 
kel, y  yon  der  grofsen  Achse  selbst,  oder  Ififst  man  dießewegung 
in  dem  Endpunkte  der  grofsei»  Achse,  Welcher  dem  Körper  M 
am  nächsten  ist,  anfangen,  so  ist  9 =0  und  die  Gleichung  der  Bahn 


.< 


I  -|"  e  Cos  V 


i88 

Eliminirt  man  die  Giöfsc  cly  aus  den  beyden  Gleticbungeii  (6), 
so  erhält  man 


rdr-|A 

dt    =55  V     f* 


\/a»e*— (a — r)« 
Diesen  Ansdrupk  einfacher  siii  machen,  sey 

0 

r  =  a  (i — e  Cos  u) 

so  ist     dt,  1/  -^ss^J^^ — e  Cos  a)  da 
also  dessen  Integral  t  wenn  u  mit  t  zugleich  Terschirindet 

t 


•    y  —  =  u  —  e  Sin  u 


Ist  also  t  bekannt,  so  gibt  die  let^^te  Gleichung  den  VTerth  toüiJ 
und  dann  erhält  man  r  und  v  durch 


Cos  V  SÄ 


tg 


:  a(i 
a(i-«- 

— eCos 

ev 

■■  oaer 

=  tg 

1  — e 

oder  diese  Gleichungen  bestimmen  den  Ort  d^s  Korpers  m 
seiner  Bahn  für  jede  Zeit  t ,   'wenn  die  Elemente    dieser  Baiii>| 
oder  wenn  die  Gröfsen  a  e  und.  /x  bc;kannt  sind. 


In  der  yorhergehenden  Gleichung  t  • 


VF 


XL  •«.•e  Sbi 


fängt  der  Winkel  u  zugleich  mit  der  Zeit  t  aiu 

Ist  nun  T  die  Zeit,  während  welcher- der  Winkel  u  mü' 
ganze  Peripherie  2  x  des  Hreises  gewachsen  ist ,    d.  h.  ist  T 
ganze  Umlaufszeit  des  Körpers  m  um  M,  so  gibt  die  letzte  Gleicl 

C  -=  2^  oder  T»  Ä  .  a» 

a*  i* 

und  ^  da  x  und  m  constante  Gröfsen  sind ,  so  Terhalten  .«icH 
Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie  4ie  Würfel  der  gröfsen  A( 

I.  Wir  haben  unter  der  Voraussetzung  R  =  -2--  die  Bei 

r' 

gung  des  Körpers  m  um  M  aus  den  zwey  Gleichungen  (III) 
leitet,   weil  wir  nach  den  Gleichungen  (U)  des  ^«  i.  mitBe 
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annehmen  konntet! ,  dafs  die  BaÜn  des  Korpers  m  eine  ebene 
Curye  ist.  Indessen  ist  es  nicht  schwer ,  die  Bewegung  dieses 
Korpers  auch  ohne  dieser  Yoraussetzung  zn  bestimmen.  Nimmt 
man  nahm  lieh  noch  auf  die  dritte  Coordinate  z  desselben  Rück- 
sicht i  so  hat  man  nach  den  Gleichungen  (I)  des  §•  i. 

d«x  Mxl 


o  = 


o  = 


dt»  , 
dt»  ^ 

r  + 


>3. 


dt' 


und  die  Integration  dieser  drey  Gleichungen  wird  die  gesuchte 
Uewegung  des  Körpers  geben.  Wir  haben  diese  Integration  schon 
in  dem  zweyten  Theile  p.  2Ö  gegeben.  Da  uns  aber  die  dort  ent- 
-wiokelten  Ausdrücke  noch  in  der  Folge  sehr  nützlich  seyn  werden, 
00  wird  es  erlaubt  seyn,  die  Endresultate  derselben  hier  kurz 
Vsusammenzust  eilen. 

Wir  haben  dort  aus  diesen  Gleicliungen  zuerst  folgende  sie- 
ben Differentialgleichungen  der  ersten  GÜrdnung  abgeleitet : 

Käj — ydx=.c.dt,  xd^ — zdxs:e'dt,  ydz — zdy=c'^dt 


y  =s  f  4-  x 


Q- 


dy»  +  dz 

dp 


^  +  (yd7  +  zdz)  ^, 
=  f  +7  (7 j[.       J  +(xdx  +  zdz) 


b 


yssi"+z 


0- 


djt'-f  dy' 

dt« 
dx'  +  dy»  +  d»« 


y  +  (xdx+ydy) 


dt» 
dt» 


dt» 


•     •     « 


(») 


rö  c  c't3"  uqd  ff'  f'' und  a  die  Constanten  der  Integrationen  sind, 
"iind  wo  zwischen  diesen  Constanten  die  zwey  Bedingnngsglei- 

k-^liangcn  statt  haben 

^, 

o  =  fc"— f/c''+f"c         T[ 

a  c«  +  c'»4-c"*   *   J 

•iarch  diese  Constanten  werden  dann  die  Efemenfe  der  Bahn  so 
'^«utimmt ,  dafs  man  hat 

lalbe  grofse  Achse  =  a 

^,.a1ber  Parameter  der  Bahn  a  (i-^e«)  =  —  (c*+c'«  +c''«) 
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Terhaltnifs  der  Ezcentricitat  zi|r  halben  grofsen  Achse 


e  =5  -,  x/f* +£'•+£"• 

liiidtgj  =  jr,    tg5=-,    tgw=:y IJl—^.., 

WO  J  die  Länge  des  auf  die  Ebene  der  xy  projicirtenPerihelii 
^  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  w  die  Neigung 
Bahn  gegen  die  Ebene  der  xy  ist. 

Endlich  hatten  wir  noch  die  Gleichungen 

o  =  c"x — c'j  -|-  cz 

c»+c'*+c"»  =/«r+fx  +  f'y+P'z 

und  für  die  Bestimmung  des  Ortes  des  Planeten  in  seiner  B 


,}.  .  .  Cd) 


r  SS  a  (i — e  Cos  u)  und  t.    1/  ^T  =  *"^  ®  ®i*^  ^ 


■^f^— 


oder  nt  =s  u  —  e  Sin  u  wenn 


"=V?. 


die  mittlere  tägliche  Bewegung  des  Planeten  in  seiner  Bahn  I 
zeichnet« 

Kepler  hatte  aus  blofsen  Beobachtungen  gefunden,  dafsdieP 
neten  sich  um  die  Sonne  in  Ellipsen  bewegen,  in  deren  einem  Brei 
punkte  die  Sonne  ist:  dafs  die  Flächen,  welche  ihre  JBntfemaD^ 
Ton  der  Sonne  in  jeder  Zeit  beschreiben,  dieser  Zeit  selbst  ff 
portional  sind,  und  dafs  endlich  die  Quadrate  der Umlaufszeiti 
der  Planeten  sich  wie  die  Würfel  ihrer  grofsen  Achsen  veriu 
ten.  Nach  ihm  überzeugte  man  sich  bald,  dafs  auch  die  Ben 
gung  der  Kometen  um  die  Sonne,  und  die  der  Satelliten  um  üb 
Hauptplaneten  nach  denselben  drey  Gesetzen  For  sich  gehen.  ^\ 
haben  in  ^.  ?,^  \  Gleichung  (3)  gesehen  ,  dafs  dann  die  Kraft^ 
Sonne,  oder  überhaupt  die  Kraft  des  Central -Körpers  sichre 
Lehrt  wie  das  Quadrat  ihrer  Entferiiung  yoA  'dem  angezogei 
Körper  yerhalte,  und  wir  haben  in  g.  4.  gezeigt,  dafs  wenn  <ii« 
Kraft  sich  verkehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  rert 
die  Bewegung  nach  jenen  drej  Gesetzen  statt  habe.  Da  also 
ser  Fall  zugleich  jener  der  Matur  ist ,  so  müssen  wir  ihn 
betrarhlen.  Die  Gleichung  (3)  des  J.  2  war: 

p,  B^ 

WO  nach  der  zweyien  der  Gleichungen  (1)  eile  Gröfsefi 
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fi=     ,       ist»  Die  Kraft  I  mit  welcher  die  Erde  alle  Korper  auf 

rer  Oberfläcbe  anzieht,  oder  die  Schwere  ist  g  =  3o.  i  o3  Par.  Fufs 
«ap*  Y).  Nehmen  wir  diese  Schwere  der  Erde  ials  die  Einheit 
;r  Kraft  an ,  so  ist  die  Kraft  der  Sonne 


ga(i— e*)r* 

itzen  wir  voraus,  dafs  diese  Kraft  R  der  Sonne  in  der  Entfer« 
.ng  des  Erdhalbmessers  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gleich 
sey,  oder  dafs  M  die  Kraft  der  Sonne  sey,  die  Kraft  der  Erde 
i  Einheit  angenommen,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in  fol- 
nde  über 

B*  .      ' 

$nn  man  nämlich  den  Halbmesser  der  Erde  als  die  Einheit  der 
itfernungen,  sowie  die  Kraft  der  Erde  als  die  Einheit  der  Kräfte 
nimmt* 

Die  Torhergehende  Gleichung  B  dt  =  r*dv  aber  gibt ,  wenn 
an  sie  integrirt  ^Bt  =  -J /*r*dv,  wo  ^/r' dv  die  Fläche  au3- 
ückt ,  welche  der  Radius  Vectors  in  der  Zeit  t  beschreibt.  Ist 
io,  wie  zuvor,  T  die  Ümlaufszeit  des  Planeten,  so  ist  ^y  r*dv 
e»  Fläche  der  ganzen  Ellipse ,  die  bekanntlich  gljsich  * 


X  ab  =s  or  a*  \/i — e"  ist. 

2  yr  3'*  \/i  -    e '  ■ 
Es  ist  daher  auch  B  =  ^ ■■  *       oder 


a(i— e«)  T« 

B' 

Setzt  man  diese  beyden  Werthe  yon ,  einander  G^leich, 

aC»— e«) 

erhält  man 

4^'  a^ 

siehe  Gleichung  also  die  Gröfse  M  gibt,   wenn  man. in  ihr  ien 
"erth  von  g ,  und  die  von  a  und  T  irgend  eines  Planeten  tm- 
res  Sonnensystems  substituirt.  Nimmt  man  z.  B.  die  Erde ,  »o 
:  ihre  siderische  Umlaufszeit  365«2563ä4  Tage , 
io  T  c=  (365.256384).  6o*.  24  Sehnnden.  Die  Kalbe  grofse  Ach»e 

r  Erdbahn  ist  a  ==  o»    o.  r>  wenn  8''  6  die  SonAen-Parall- 

Sin  8''() ' 

^tise   is.t,    wenn   nähmlich,   nach   dem  Vorhergehenden,    der 

4 
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Halbmesser  der  Erde  als  die  Einheit  detiEntfemangeii  ang 
men  wird.  Endlich  ist  die  Schtrere  der  Erde  gleich  3o.  1  oaSFai 
also  wenn  die  geographische  Meile «  deren  1 5  avif  euien 
des  Aequators  gehen  22829  Par*  Fafs^  und  daher  derBalbn 

der  Erde  geographische  Meilen  hat* 

(3o.  1028)  2  X  I-«      .* 

S  =  T — n — ttf: — r  *=  0.00000  i634all 
*        (22829)  (5400) 

Erdhalbmesser. 
Es  ist  daher : 

log  4t*  SS  1.6963598 

1        8—1  ^  3.1397798 

log  a    -  10g  gj^sQ,,  (^  =  4.^35i3,6 

r-,  4«QQB223o 

log  T»    =  ^ rz 

9.7^79100 

log  g  =  4»  "859063 

log  M  SS  5.5520 io3 
M  =  356460 

oder  die  Kraft  der  Sonne  ist  nahe  356460  mahl  grolser,  a 
JirAh  der  Erde.  Worin  übrigens  die  Eigenschaft  der  Körpei 
bestehen  mag,  yermöge  welcher  sie  einander  ani&iehen,  ei 
genschaft ,  die  wir  mit  dem  Worte  Kraft  bezeichnet  habe 
ist  klar,  dafs  ^ese  Eigenschaft  jedem  Elemente  des  Körpei 
hommen  mufs ,  und  daTs  daher  die  Kraft  eines  Körpers  ,  mit 
eher  er  alle  Körper,  die  in  derselben  Entfernung  ron  ihm 
anzieht,  desto  gröfser  ist,  je  gröl'ser  die  Anzahl  der  hörperli 
Elemente  ist,  aus  denen  er  besteht,  oder  mit  anderen  Woi 
dafs  die  Kraft  der  Körper  für  dieselbe  Entfernung  sich  wie 
Masse  dieser  Körper  verhält,  n  woraus  also  folgt,  dafs  < 
die  Masse  der  Sonne  nahe  356460  mahl  grösser  ist,  als 
Masse  der  Erde.  Man  kann  diesen  Ausdruck  für  die  Masse 
Sonne  noch  ai^f-  folgende  einfachere  Weise  finden« 

Der  Bogen ,  welchen  die  Erde  in  ihrer  mittleren  Bewe; 
um  die  Sonne  während  einer  Sekunde  mittlerer  Zeit  beschreibt 

—    *    y  wenn  durchT,  wie  zuyor,  die  siderischeUmlAufisseitder! 

in  Sekunden  der  mittleren  Zeit  ausgedrückt  ist*  Der  Sinus  rei 

tiirSL  air'a* 

dieses  Bogens  ist  2aSin^  i'"ip^  oder  ■  „,^  ",  und  fladerS 

versus  als  die  Abweichung  der  krummlinichten  Bahn  der! 
Yon  ihrer  Tangente  während  einer  Zeitsekunde  angesehenirfl 


'^  »93 


Q'T'a 


*n» 


tm ,  80  ist     r[n     ,  in  Theilen  der  halben  grofsen  Achse  a  der 

•dbahn  ausgedrückt ,  die  GrSfse  ,  um  welche  die  Erde  in  ihrer 
irlichen Bewegung  während  einer  Zeitsehunde  gegen  die  Sonne 

it,  oder  — — —  istdiq  Anziehung  der  Sonne  in  der  Entfernung 

ron  ihrem  Mittelpunkte.  Die  GröFse  aber ,  um  welche  die  Kor- 
r  auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  einer  Zeitsekuncle  gegen  den 
ttelpunkt  der  Erde  fallen,  ist ;  g  =  i5i05i4  Fufs.  Drückt  mau 
her  die  Grofse  l  g  ebenfalls  in  Theilen  von  a  aus,  so  ist  |  g  der 
Lum ,  um  welchen  ein  Körper  in  der  Entfernung  tou  a  durch 
3  Kraft  der  Erde  in  einer  Sekunde  gegen  die  Erde  fällt ,  oder 
g  ist  die  Anziehung  der  Erde  in  der  Entfernung  a.  Da  aber  für 
eselbe  Entfernung  die  Anziehungen  z weyer  Körper  sich  wie  ihre 
»äsen  Terhalten ,  so  hat  man ,  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  be- 
lehnet, die  der  Erde  als  Einheit  angenommen 

M :  1  =  •  rr9     -  4  g  ^^^^ 


M 


r£9 

4T«a' 


gT» 


e  zuTor« 
L  Wir  haben  im  Anfänge  des  $.  4*  die  Kraft  der  Sonne  gleich 

SB  -^  angenommen.  Stellt  man  diese  Gleichung,  so  dar  , 

R:i  =  — : 


sieht  man,  dafs  die  Grötse  [/p.  die  Entfernung  von  dem  Mit- 
Ipnnkte  der  Sonne  ausdrückt ,  für  welche  die  Kraft  der  Sonne 
mk  der  Einheit  ist;  für  diesen  Fall  geht  die  obige  Gleichung 

■!■  as  Rr"  in  folgende  über 
a(i — e")  ° 

B" 
a(i— e»)  "^  *** 

B*  4'«'"a» 


Es  war  aber  auch 


a(i— e«)  T« 

itmt  man  daher  diese^  bejden  Werthe  Von  B  einander  gleich , 
-  hat  man 

e  oben  J.  4. 1. 


J 


11)4 

Um  dcnWerth  derconstantenGro&e^/ptJsnbestimnieii, ' 
len  wir  wieder  einen  Planeten  unseres  Systemes  z.  B.  Mars  i 
len.  Die  halbe  srofse  Achse  derMarsbiim  ist  a  s=  i.5d3693S 
messer  der  Erdbahn ,  ilnd  seine  Umlaufszeit  um  die  Sonne 

T  =  686.97958  Tage. 

Substituirt  man  diese  Werthe  yon  a  und-  T  in  der  letzten  C 
chang ,  so  erhält  man 

\/Ti  =  0.0172021 

Hätte  man  einfacher  wieder  die  Er^e  gewählt ,  so  ist  f&r  ü 
a  =  1  und  T  =  365.256384,  also  wenn  man  diese  VITerthe  1 
a  und  T  in  der  Torhergehenden  Gleichung  substituirt 

log  (^  =  8.235582  oder  l/Ji  =0.0172021  »«.(8)^16  zuTor. 

Dieser  WerthYOnJ//uc  ist  also  die  Entfernung  von  dem  Mitti 
punkte  der  Sonne ,  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erdba&i 
für  welche  die  Kraft  der  Sonne  gleich  der  Einheit  ist# 

Nimmt  man  aber  die  Umlaufsseit  T  inZeitsehunden  ,  so  vi 
man  in  der  yorhergehenden  Gleichung  die  in  Tagen  ausgedrüch 
Gröfse  T  durch  24^(60)*  multipliciren ,   wodurch  man  erhält: 

log  1/7^=3.2990683,  [/jA=s.  0.000000199099  •  •  •  (9) 

wo  auch  |/f(  in  Halbmessern  dar  Erdbahn  ausgedrückt  ist 

WirdT  in  Schunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  denWeiij 
von  |/)bi  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erde  selbst ,  so  wird« 
den  letzten  Werth  yon  \//li  durch  Sin  8^^.  6  dividiren ,  woduit 
man  erhält 

log  \/fÄ  =  7-67O9949  »  \//*  =  0.004776236 .... (10) 
wo  1/*^  in  Erdhalbmessem  ausgedrückt  ist. 

Wird  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  den  We 
yon  \/fJL  in  geographischen  Meilen,  deren  x5  auf  einen  Grad 
Aequators ,  also  5400  auf  den  ganzen  Aequator  gehen ,  so 

man  den  letzten  Werth  yon  [/)*  durch  multipliciren, 

durch  man  erhält: 

log\//*=  0.61 32088,  J//Lt  =  4.1040129....  (11) 

wo  \/ii  in  geographischen  Meilen  ausgedrückt  ist.. 

Wird  endlich  wieder  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  mAtuP^ 
man  den  Werth  yon  y//*  in  Par.  Fufsen,  so  wird  man,  vi 
gesetzt ,  dafs  die  geographische  Meile  •?.2829  Par.  FuTs  hat, 
letzten  Werth  yon  \//x  durch  diese  Zahl  multipliciren,  wc 
man  erhält 

log  \/fÄ  =  4.97*^57,  J//X  =  93690.52....  (is) 


o|//A  in  Par.  Fufsen  ausgodrtickt  ist  Diese  rerschicdenen  Aus- 
'fieke  von  y/fiMveräen  uns  in  JerFolge  nützlich  sejn.  Um  die Abhän- 
gkeit  der  beyden  Constanten  M  und  \/fA  zu  bestimmen,  hatte  man 

4ir«a»  _  4jr«a5 

M  =a  — =: —  •  und  u  s=         '   ■ 
gT«   *  r  T» 

a  aber  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  a  in  Theilen  des  Erd« 

ilbmessdrs  oder  a  =sr  g.    ^^^',  ,  und  in  der  zwey  ten  a  in  Theilen 

*,s  Halbmessers  der  Erdbahn ,  oder  a  ss  i  angenommen  wurde , 
)  hat  man 

^  =  gT-feÜi«8/'.6  «"^  '^  =  tF 

also  auch  /li  =  M .  g  Sin^  8^^  6 

i  der  Thal  hatten  wir 

log  M  =  5.5520  io3 

log  g  =  4*1859063 

log  Sin»  8".6^=  6.8602205^ 

log  fJL    =:    6.5981368 

^ög  K)*  r=  3,29()o684 
»ereinstimmend  mit'^der  Gleichung  (9)* 

Wir  haben  gesehen ,  dafs ,  wenn  die  Kraft  der  Sonne  sich 
»rkehrt ,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  ve^^hält ,  die  Planeten 
Igelschnitte  beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkte  der  Mit- 
Ipunkt  der  Sonne  ist.  Die  Natur  dieses  Kegelschnittes ,  ob  er 
nß  Ellipse,  Hjperbel  oder  Parabel  ist,  hängt  Ton  der  Gon- 
ante  a ,  und  die  Gröfse  oder  Ausdehnung  dieses  Kegelschnittes  \ 

Lngtvon  derConstante  p  ab|  diese  beyden  Constanten  a  und  p 
>er  werden  durch  die  ursprünglichen  JBedingungen  derBe- 
egung  bestimmt.  Um  diefs  zu  zeigen  ,  sey  ftir  den  Anfang  Vier 
ewegung  eines  Planeten  A  der  Werth  von  r ,  und  C  die  Ge- 
:h windigkeit,   oder  der  anfangliche  Werth  yon 


V  dt»      * 


'ir  wollen  annehmen ,.  dafs  der  anfängliche  Stofs  ,  welcher  den 
aneten  in  Bewegung  setzte  ^  eine  auf  seine  ursprüngliche  Ent. 
mung^A" senkrechte  Ricfitttti^  hatte,  so  ist  die  anfängliche Ge- 
(^windigkeit  desl^Ianeten  nach  der  Richtung  der  A  gleich  Null, 

Na 


1^6 

dr 
oder  68  ist  --.  s=  o«  Subatituirt  man  also  diese  Weitlie  r  = 

dt 

dt 
und  -7-  =  o  in  der  Gleichung 
dt 

dr«+r*dv'  •        ,      dr         C 

^•^ ÄP »""*Ä  =  Ä 

dr  ip 

und  wenn  man  diese  Werthe  yon  r ,  -rr  nnd  -tt    in  den  beyds 

Gleichungen  (6)  des  $•  4«  substituirt»  so  erhalt  man 

kW  =  AC      J 

Da  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Bahn  eine  Ellipse. 
Hyperbel  oder  Parabel  ist,  weni^  a  positiTf  negatiTy  oderv 
endlich  ist ,  so  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse ,    wenn  C  <    y  — 


eine  Hyperbel,  wenn  C  > 


Vx 


Ist  endlich  die  Bahn  ein  Kreis,  so  ist  e  ss  o,  oder  psti 
also  die  beyden  Gleichungen  (i3) 

-  =  -7-  —  C* 

x/f^  =  AC 
und  daher ,  wenn  mäb  aus  ihnen  die  Gröfse  a  eliminirt 


-VI 


und  dieses  ist  die  Bedingungsgleichung,  die  statt  haben  mofst 
wenn  die  Bahn  ein  Kreis  ist« 

L  Wir  ha]>en  in  dem  Torhergehenden  angenommen ,  dab 
die  Bichtung  des  ursprünglichen  Stofees  iauf' A  senkrecht  ist 
Allein  dieselben  Schlüsse  werden  auch  noch  dann  wrahr  sejn« 
wenn  die  Richtung  des  Stofses  mit  A  irgend  einen  Winkel  9  hi 


«97 

det,  denn  dann  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  in  der  Bich- 

tong  Ton  A 

dr 

^  =  C  Cos  ^ 

und  überdiefs  r  =  A  i¥odurch  die  Gleichang 

dr'-f-r*  dv* 
€•  =s         ^^  in  folgende  übergeht, 

dy     c    ; 

^  =  -r- «  Sin  f.  Snbstitoirt  man  diese  Werthe  Ton 

dr  dv      , 

r  9  TT  und  ~  wieder  in  den  Gleichongexi  (6),    so   erhält   man 

\//*p  =  AC  Sin^ 

von  >f  eichen  die  yorlezte  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (i3) 
übereinstimmt ,  daher  die  dort  ans  ihr  gefolgerten  Schlüsse  auch 
hier  gelten.  Man  sieht  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen, 
dafs  die  Natur  des  Kegelschnittes  nur  durch  die  anfänglichen 
Werthe  von  A  und  C  bestimmt  wird ,  und  dafs  diese  Natur  yon 
dem  Winhel  p  ganz  unabhängig  ist ,  dafs  aber  die  Dimension 
des  Kegelschnittes,  nach  der  zweyten  dieser  Gleichungen ,  yon 
der  Richtung  9  des  Stofses  abhängt«. 

Da  sonach  die  anfängliche  Geschwindigkeit  für  die  Ellipse 
and  Hjperbel  unzählige  Weithe  haben  kann,  die  Parabel  aber, 
and  der  Kreis  nur  bey  einer  einzigen  gegebenen  Geschwindig- 
keit entsteht  können ,  so  ist  es  unendlich  wahrscheinlicher,  daf ^ 
die  Planeten  und  Kometen  sich  in  Ellipsen  oder  Hyperbeln ,  als 
in  Parabeln  oder  Kreisen  um  die  Sonne  bewegen;  auch  haben 
uns  die  Beobachtungen  noch  keine  der  bejden  letzten  unter  den 
Bahnen  der  himmlischen  Körp/sr  auffinden  lassen. 

$•  7- 

Nach  der  ersten  der  Gleichungen  (6)  ist  die  Geschwindig-r 
keit  c  in  jedem  Punkte  der  Bahn 


-^f^¥^ 


In  der  Sonnennähe  ist  r  ==  a  (1  — e)  =  q  wq  q  die  Distanz  des 
Periheliums  yon  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  bezeichnet ,  also 
ist  in  d^  Sonnennähe 


198 


a  =         ^"^  ^     .  .  .  (14) 

Nimmt  man  daher  an ,  dafs  der  Planet  in  seiner 

standen  ist,    wo   also  c   dessen    anfiaiffliehe    Geschwindi 

ist,  so  folgt  aus  der  letztto  Gleichahg,  dafs  die  Bahn 

eine  EUipfte      ist  für  c  <  l/S 
9     Hyperbel   »    »    0  >  *l /  ?fi 

V  q 

"VF 


»     Parabel 


V         » 


ein    Kreis 


weil  für  den  Kreis  in  der  Gleichung  (14)  die  Gröfse  a  ss  q  ) 
So  lange  also  die  anfangliche  Geschwindigheit  e  too  dem  TJn 

liehen  bis  zu  *!  /  ^  abnimmt ,  bleibt  die  Bahn  eine  Hype 

Y   q 

Wenn  die  Geschwindigkeit  diesen  Werth  1  /  ?ff     erreicht, 

V  q 

entsteht  für   diesen   einzigen  Fall  die  Parabel;    wenn  die 
schwindigkeit  noch  weiter  abnimmt  bis  zu  ^  /  fL^    so   entstc 

r  q 

Ellipsen,  und  für  diesen  besonderen  Fall  c=  T/ ^    entsl 

der  Kreis.    Nimmt  die  Geschwindigkeit  noch  weiter  ah,  1 

=  "1/ ~  bis  c  =  o,  so  entstehen  wieder  Ellipsen ,  aber  da 
V.q 
ist  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  nicht  das  Perihelium,  sonde 
das,y\phelium  der  Bahn,  Die  Parabel  ist  daher  die  Grähze  zi 
sehen  den  Hyperbeln  und  Ellipsen ,  wenn  die  Bewegung  in  di 
Sonnennähe  anfangt,  und  der  Kreis  ist  die  Gränze  zwischen ji 
nen  Ellipsen  ,  wo  die  Bewegung  in  der  Sonnennähe ,  und  jes« 
wo  sie  in  der  Sonnenferne  anfängt. 

'  Um  das  Vorhergehende  auf  unsere  Erde  anzuwenden,  b 
man  für  die  Distanz  des  Periheliums  q  =1  a  (1  — e}  also  für  li 
Geschwindigkeit  der  Erde  im  Perihelium 


»99 


V 


Für  die  Erde  iftt  a  =s  i,  e  's  Ö.01678  und  nach  der  Gleichung  (1 1) 

log  |/7e  =:  0.61 32088 

log     y' =  0.0072883 

log  e  c^  0.6204970 

oder  c  ss  4*i735  geographische  Meilen  fcir  den  Baum ,  welchen 
die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  während  einer  Zeitsekunde  zu- 
rücklegt. Substituirt  man  aber  dieselben  Werthe  von  a  =  1  und 
q  s=.  a  (1 — e)  es  0.9832^  in  den  yorhergehenden  Ausdrücken 

yön  c  für  dieParabel  und  denHreis,  80  erhält  man  \/  —  =  5.8533 

V   q 


und    "ly  ^  =  4. 1389  geogr«  Meilen. 

V  q 


Wäre  also  die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  entstanden ,  und 
wäre  ihre  anfängliche  Geschwiiidigheit  während  der  ersten  Se- 
kuigide  5.8533  Meilen  gewesen ,  so  würde  sie  sich  in  einer  Para- 
bel von  der  Sonne  entfernt  haben;  wäre  diese  anfängliche  Ge- 
chwindigkeit  4*1 389  Meilen  gewesen,  so  würde  sie  sich  in  ei- 
icm  Kreise  um  die  Sonne  bewegen.  Eine  grÖfsere  Geschwindig- 
eit  als  5.8533  würde  eine  Hyperbel )  eine  kleinere  als  5.8533 
ine  Ellipse  und  eine  kleinere  als  4.1389  endlich  würde  wie- 
ler  eine  Ellipse  gegeben  haben ,  in  welcher  aber  der  Anfangs- 
lunkt  der  Bewegung  die  Sonnenferne  der  Erde  gewesen  wäre. 
Aan  sieht  aus  diesen  Zusammenstellungen ,  dafs  die  Bahn  der 
£rde  eine  nahe  kreisförmige  Ellipse  seyn  mufs ,  da  ihre  Geschwin- 
ligbeit  von  jener  des  Kreises  nur  wenig  verschieden  ist. 

Eben  so  ist,  wenn  q'  ==  a  (1  -^-e)  ist,  die  Geschwindigkeit 
n  der  Sonnenferne 


V' 


Mq' 

a  = 


2/u— c'*.  q' 

Oraus  folgt,  dafs,  wenn  der  Planet  seine  Bewegung  in  der  Son- 
^^ferne  anfing ,  die  anfangliche  Geschwindigkeit  für  die  Hyper- 

il  gröfserals  l/i/f ,  für  die  Parabel  gleich  'Xf^^  für  die 
lÜpsc  kleiner  als  \/  ^  ,  und  für  den  Kreis  gleich  1/  ^  ist* 

V  q'  V  q' 


i 


soo 


BO  Ht 


ist  endlich  die  Geschwindigkeit  noch  kleiner  alt   '\/ tL 

die  Bahn  zwar  wieder  eine  Ellipse,   aber  ihr  Anfangspunkt  a 
der  Sonnennähe. 

Ans  dem  Yorhcrgehenden  sieht  man  zugleich,  dafs  dieu' 
fangliche  Geschwindigkeit  in  der  Parabel  zu  der  in  dem  Hreuej 
sich  wie  |/^  zu  i  yerhält« 

L  Die  früheren  Schriftsteller  über  Mechanik  pflegten  dal 
Raum ,  welchen  der  Körper  iu  der  gegebenen  Zeiteiimeit  de  nadi 
der  Richtung  der  Tangente  «einer  Bahn  zurücklegt,  die  Ti» 
gential-Kraft,  und  den  nach  der  Richtung  des  Radius  Y»! 
tors  zurückgelegten  Raum  die  Normal-Kraft  zu  nennen.  M 
zeichnet  man  die  Tan  gential-Kraft  durch  r,  so  ist  offenharrj 
was  Yorhin  C  war.  Die  Normal-Kraft  f  aber  ist  in  dem  Anfai 
des  ersten  Augenblicke^  der  Bewegung  gleich  Null,  und  am 

dieses  Augenblickes  gleich  —  so  dafs  während  der  Dauer 

A. 

ersten  Augenblickes  die  Norma1<-Kraft  durch 


^  = 


A« 


ausgedrückt  wird.   Setzt  man  daher  in  der  ersten  der  Gleich 

u 
gen  (i3)  G  s=  T  und  —  =  a  Af ,  so  erhalt  man 

A 


a  = 


a  A'f 


4A^  —  T"        » 

also  die  Bahn  ' 

eine  Hyperbel,  wenn  t  >  2\/Af 
»  Parabel,  »  t  =  fi\/Af 
»     Ellipse,  »      T  <    a\/Af 

ein      Kreis,  »      t  r=s  y/aAf     ist« 

II.  Um  die  yorhergehenden  Betrachtungen  auch  auf  eil 
Kometen  anzuwenden  ,  wollen  wir  den  grofsen  Kometen 
1 680  wählen  ,  dessen  Bahn  sehr  excentrisch  ist.  Nach  den  nc 
sten  Untersuchungen  ist  für  die  Bahn  desselben 

a  =  4^6«7736  Halbmesser  der  Erdbahn ,  und 
e  =r  0.99998542  in  Theilen  yon  a  5  die  Gleichung 

T  =  j-^  ^  a'  gibt ,  wenn  man  nach  der  Gleichung  (8) 

log  |/^  =  8.2355820  setzt ,  für  die  Umlaufszeit  des  Kometes 

T  =  (365,256384) .  a*  =  322o204Tage,  oder  88i6.65  Julii 
Jahre ,  jedes  derselben  zu  365;|  Tagen  genommen. 


i 

n 

m 

II 
di 
li 
di 
E 

V 

phi 


aoi 


^ie  Geschwindigkeit,  oder  der  in  einer  Sekunde  zurückge- 
legte Banm  ist 

im  Perihellom  "1/  •  ,  {  =  73.677  Meilen 

•f  /  fi  C 1  —  e) 
im  Aphelium    1/  '^  s=  o.ooo5364  Meilen 

=  12.24  Par.  Fufs, 

also  auch  die  heliocentrische  Winkelbewegung  wahrend  einer  Zeit* 
Sekunde  imPerihelium  1  iü".324  undimApheliumo".oooooooo6288, 
oder  der  Komet  legt  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gesehen , 
während  einer  Stunde  imPerihelium  den  Winkel  von  1 18.324  Cxra- 
den  zurück)  während  er  im  Aphelium  1840  Tage  braucht,  um 
den  Winkel  von  einer  Raumsekunde  zurückzulegen«  Da  ferner 
ä  (1— e)  =  128260  Meilen  und  der  Halbmesser  der  Sonne  qStjoo 
Meilen  ist,  so  ist  imPerihelium  die  Entfernung  des  Kometen  Ton 

1er  Oberfläche  der  Sonne  3436o  Meilen  oder  nahe  —  der  Entfer- 

lang  des  Mondes  von  der  Erde.   Im  Aphelium  aber  ist  die  Ent- 

Ternung  des  Kometen  von  der  Sonne  über  I75(j0  Millionen  Mei- 

o3qoo  ()3()oo 

!en.  Ist  endlich  Sin«  2=  -7 .  und  Sin  a^  =  -- — ; — :   so  sieht 

a(i — e)  a(i-f-e) 

nan  yon  dem  Kometen  den  Durchmesser  der  Sonne  inPerihelium 
jnter  dem  Winkel  2a  =  ij4^  8',  und  im  Aphe)ium  unter  dem 
k^inkel  aa  =  2^.2 

5.8. 

Noch  mufs  bemerkt  werden,  dafs  der  oben  bestimmte  Werth 
ron  l/^  zwar  für  alle  Planeten  und  Kometen  unseres  Sonne  nsy- 
stemes ,  aber  nicht  für  die  Satelliten  der  ersten  gehört ,  da  diese 
3iit  ihren  Hauptplaneten  gleichsam  abgesonderte  Systeme  bilden, 
n  deren  jedem  dieGröfse  |/^  einen  eigenen  Werth  hat.  So  ist  für 
lieErde  und  ihren  Mond,  wenn  T  =  ^27  33i66,6o'.24  die  side- 
'^sche  Umlaufszeit  des  Mondes  in  Zeitsekunden,  und  a  =  60.4608$ 
^ie  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  dem  Mittelpunkte  der 
^de  in  Erdhalbmessern  ist 

/m  =  =  0.001251827  Erdhalbmesser,  oder  wenn  maa 

jiese  Gröfse  durch  multipUcirt ,  ^//ut  =  i.075i36  geogra- 

^'Kische  Meilen« 

L  Man  suche  die  anfangliche  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein 
Körper  auf  derOberfläche  der  Erde  in  horizontalerRichtung  gewor*. 
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fen  werden  mürste,  um  einen  Kreis  um  die  Erde  aabealdliMbcm 

Nach  {•  6.  hat  man  füi*  diese  anfängliche  GeschwindigliMt  .. 


=  Vi 


WO  A  die  anfangliche  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erle, 
also  A  =:i  ist.  Es  ist  daher  C  =s  \//l(  =  i. 07611 36 Meilen,  oder 
34544  Fufs,  und  die  Umlaufszeit  des  Körpers  um  die  ganae  Erde  ut 

^^^^      ts  5o23"  =  i**  23'  43"* 


1.0751 36 

Wäre  C  SS  \/  —  ^  *-^^^  Meilen,  so  würde  der  Körper  eue 

Parabel  um  die  Erde  beschreiben ,  deren  Anfangspunkt  im  Feiv 
gäum  ist.  Die Uebereinstimraung  dieses Besultat es  mit  dem«  wd* 
ches  wirCap.  yi  $.  6.  für  dieselbe  Aufgabe  erhalten  haben,  zeigt, 
dflfs  die  Kraft  der  Sctiwere ,  welche  die  Körper  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  zu  ihrem  Mittelpunkte  zieht,  dieselbe  ist,  wclciie 
den  Mond  in  seiner  Bahn  um  die  Erde  bewegt.  Um  diese  Iden- 
tität noch  auf  einem  anderen  Wege  zu  untersuchen ,  so  fol^ 
aus  der  angenommenen  siderischen  Unilaufszeit  des  Mondes  toi 
T  =s  27.321661  Tagen,    dafs  dieser  Körper  sich   während  einer 

iS 
Sehunde  in  seiner  Bahn  um  den  Bogen  u  =s  —  =  0^^.^/1901  k- 

wogt.  Die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist 
60.46085  Erdhalbmesser,  oder  in  Par.  Fufsen  ausgedrückt|  gleid 

r  ==  (60.46085)  (22829) 

oder        r  s=  11868147100  Fufs. 

Der  Sinus  Versus  des  Bogens  a  aber  ist  gleich 

a  res* 

2r  Sin*  -  =  - —   Sin*  i^' 
2  2 

das  heifst ,  wenn  man  statt  r  und  a  die  yorhergehenden  Wertk 
substitnirt  0.004202  Fufs,  und  dieses  ist  der  Raum,  um  irel' 
chen  der  Mond  durch  die  Anziehung  der  Erde  in  einer  Sekiuuk 
gegen  die  Erde  fallt.  Wenn  also  die  Kraft  der  Erde  sich  ver 
hehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhält ,  so  würde  i^ 
Mond ,  wenn  er  der  Erde  60.46085  mahl  näher  wäre ,  oder  s« 
würde  der  Mond  auf  der  Oberfläche  der  Erde  während  einer 
Sekunde  durch  den  Raum  (0.004202)  (6o.46o85)*  das  heifst  darck 
i5.36  Fufs  fallen,  also  nahe  eben  so  viel,  wie  die  Körper  ai( 
der  Oberfläche  der  Erde  unseren  Beobachtungen  gemäfsHin  il^ 
Tfaat  während  der  ersten  Sekunde  fallen.  Die  vorhergehende  B^ 


) 


l 
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tduHing  wild' noch  eiise  geuvere  üebereinstimmüng,  bder  ein 
ff  Zahl  ^g  «k  iS.o5i4  (Cap*  T)  noch  näheres  Resnltat  gebfen, 
emi  iBiaii  iliehrere  Meine  Correotiönen  berftcksichtiget,  welche 
ir  der  Hürse  wegen  TemachlStsigt  haben :  so  wird  die  Central- 
raft  der  Erde  in  ihrer  Wirhung  auf  den  Mond  durch  die  Aiizie- 
ing  der  Sonne  um  den  368**»  Theil  dieser  Centi*al- Kraft  ver- 
ludert t  und  durch  die  Masse  des  Mondes  um  ihren  Sg*^  Theil 
(rmehrt  k  so  wie  die  Schwere  i  g  durch  die  Botation  der  Erde 
dem  Aeouator  um  ihren  288^  Theil  rermindert  wird  etc. 
ler  schon  das  Vorhergehende  ist  hinreichend,  die  Identität  bey- 
T  Kräfte  aufser  Zweifel  zu  setzen« 

Wir  haben  oben  gesehen,  dafs  sich  die  Flächen,  welche 
;r  Radius  Tector  eines  gegebenen  Planeten  in  yerschiedenen 
nten  beschreibt,  wie  diese  Zeiten  yerhaiten.  Um  noch  zu 
hen ,  wie  sich  die  Flächen  yerschiedener  Planeten  gegen  einan- 
T  yerhalten,  so  hatte  man 


P 


4  Bt  =  #/r«  dv,  —  =  —^^  und  ^  _      ^^ 


i  aber  S  die  Fläche  des  elliptischen  Sectors ,  wielche  der  Ba- 
us Vector  r  in  der  Zeit  t  beschreibt,  so  ist  S  «=  ij^r^  dv, 
10  geben  die  yorhergehenden  Gleichungen ,  wenn  man  aus  ih- 
n  die  Gröfsen  B  und  T  eliminirt , 

ler  da  [jl  eine  Constante  ist,  so  yerhalten  sich  bey  yerschiede- 
fn  Planeten  desselben  Systemes  die  Flächen ,  wie  die  Produkte 
s  den  Zeiten  in  die  Quadratwurzel  der  Parameter  ihrer  Bahnen« 

Aar'  a' 
L  In  der  Gleichung  Ms  — =;^   des  $.  5.  bezeichnet  a  die 

Ibe  grofse  Achse  und  T  die  siderische  Umlaufszeit  eines  Pia- 
ten,  und  M  die  Masse  des  Central-Körpers,  die  Masse  des  Pla- 
ten  als  Einheit  yorausgesetzt*  in  einem  anderen  Systeme  sey 
die  Masse  des  Central -Körpers  und  a'  T'  die  halbe  grolse 
;hse ,  und  die  Umlaufszeit  eines  Planeten  um  diesen  zweyten 
(iktral-Körper ,  so  ist  eben  so 

4«»a'»    , 


M         /a\«     /T/\» 


ese  Gleichung  enthält  das  dritte  Gesetz  Keplers ,  auf  versc  hie- 
ne  Systeme  angewendet,  und  sie  dient,   die  Massen  derjeui- 
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gen  Planeten  zu  bestimmen ,  um  welehe  sich  Satdlltea  tievefei, 
da  diese  Körper  unseres  Sonnen-Systemes  gleicksam  oigfinefif-i 
Sterne  für  sich  biMen.  Für  Jupiter  c.  B.  ist  seine  mittlere  Entlr 
nung  von  der  Sonne  a  =  5.20279  Halbmesser  der  Erdbahni  nl 
seine  siderische  Umlaufszeit  T  s=  433a.5()63i  Tag^.  Für  seiiei 
yierten  Satelliten  aber  ist  die  Umlaufszeit  um  Jupiter  T^^s  iift.6087|j 
Tage  und  die  mittlere  Entfernung  desselben  ron  dem  Mittelpiiaktt| 
Jupiters  (II.  ThU  p.  24O  gleich  26,998  Halbmesser  Jupiters,  ill 
lein  der  Halbmesser  Jupiters  erscheint  in  seiner  miuleren  Eifrl 
fcrnung  von  der  Sonne ,  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  geu^l 
hen,  unter  dem  Winkel  von  i3'^37  (a,  a.  O«)«  also  ist  m 
Halbmesser  Jupiters  gleich  a.tang  18^^.371  Halboieaser  der  EM 
bahn ,  und  daher  die  mittlere  Entfernung  des  vierten  Satelfital 
von  dem  Mittelpunkte  Jupiters  a^  =(36998)  a.tang  18^^371  =| 
=  o.oi25io53  Halbmesser  der  Erdbahn.  Substituirt  man 
Werthe  von  aa'  und  TT'  in  der  letzten  Gleichung ,  so  erhalt 

=    lOlVT 

m  ' 

für  die  Masse  der  Sonne ,  die  Masse  Jupiter»  »la  Einheit  voi 
gesetzt. 

Für  die  Erde  ist  eben  so  a  =  1   und  T  =s  365.356384 
für  den  Mond  T  =  27.32166  Tage.  Die  mittlere  Fntfemuiig 
Mondes  von  der  Erde  aber  ist  60.46085  Erdhalbmesser,- 
a'  =  (60  46085)  Sin  8'^  6  =  o.oo'i52o854  tJalbmeaser.  der 
bahn*    Substitnirt  man  diese  Werllie  von  aa'  und  TT'  in  der< 
chuiig  (i5j  so  ist 

M 

—  =  349280 

die  Masse  der  Sonne  gegen  die  der  Erde«    Die  Ursache  der 

schiedenheit  dieser  Angabc  von  der  des  ^.  5.  liegt  vorzfiglidii 

der  Sonnen-Farallaxe ,  deren  geringste  Aenderung  auf  denWc 

M  . 

von    —  schon  einen  sehr  merkbaren  Einflufs  auf  sert. 
m 


II.  Vergleicht  man  die  Gleichungen  IH.  des  ^.  4. ,  von  . 
eben  ^ir  bey  allen  gegenwärtigen  Untersuchungen  ausgegaB| 
sind,  mit  den  letzten  Gleichungen  iiefr  $.  4  Cap.  II,  so  si' 
man,  dafs  die  constante  Gröfse  [jl  nicht  sowohl  der  Masse M. 
Central-Uörpers,  als  vielmehr  der  Summe  der  Massen  (M-f' 
bey  der  Körper  proportional  ist.  Sucht  man  nähralich  die  a^' 
lute  Bewegung  des  Körpers  m,  so  ist^  wie  die  Gleichungen 
$.  3.  Nro.  II.  des  zwey.ten  Capitels  zeigen,  der  Faktor  p 
Masse  des  anziehenden  Körpers  proportional :  sucht  man ' 
blofs  die  relative  Bewegung  des  Körpers  m  um  M,  to  ist. 


lÜ 


als 
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le  Gleichungen  ^  4  Nro*  III  vn ff  lY  desselben  Capitels  zeigen , 
9r  Faktor  fi  der  Summe  dfr  Massen  (M+m)  proportional.  Die 
ergleichung  beyder  GattQn^en  Yon  Gleichungen  zeigt  also , 
ifs  die  relative  Bewegung  des  Korpers  m  um  M,  den  letzten 
H  ruhend  betrachtet,  so  bestimmt  wird,  als  wenn  man  die  Be- 
egang  yon  in  überhaupt  unter  der  Voraussetzung  suchte  f  dafs 
yon  M  mit  der  Kraft  (M  +  m)  angezogen  wird*   Die.  oben  ge- 

^bene  Gleichung  [/?fi  =  ■  des  J.  4,  I  ist  daner  eigentlich , 

enn  man /A  der  .Gröfse  .Ki-f«m.ptDpt»rtional  setzt 

^^«^^T 2ir  a' 

VÄ  +  ip  a 


■  •  •  j  • 


asvdritte  Gesetz  Keplers  ,  «ach  welchem  für  alle  VlftmeHta  «nr- 
»res  Sonnen-Systemeft  die  t^uadrate  der  Umlaufszeiten  sich  wie 
e  Würfel  der  grofseü  Achsen  verhalten^  ist  also  nur  dann  als 
mau  richtig  anzunehmen ,  wenn  man  für  alle  Planeten  die  Gröfse' 
!  -|-  m  als  eine  beständige  Gröfse- beti^chten  könnte,  d.  h.  wenn 
le  Masse  m  eines  jeden  Planeten  gegen  die  Masse*  M  der  Sonne 
a  yersch windend  angesehen  werden  kann,  wa»in  derThat  auch 
ihe  der  Fall  ist.'  Erlaubt  man -siicir  aber  diese  Voraussetzung 
eder  bey  den  Planeten  gegen  die  Sonne ,  noch  bey  den  Satel- 
:en  gegen  ihre  Hauptplaneten,  und  nennt  man,  wie  zuyor, 
y  a,  T  die  Masse,  mittlere*  Entfernung  ton  der  Sonne,  und  Um- 
ofszeit  des  Planeten,  und  m^  a^  T^  die  Masse,  mittlere  Entfer- 
ing  yon  dem  Planeten ,  und  Umlaufs'zeit  des  Satelliten  so  ist 

2jra^         .      .^ 27r  a'^ 


X/M+m  —  -7j7-  und  \/m+m\z=z  r-^ 
SO  auch 

id  diese  Gleichung  ist  e»,  die"  statt  der  (i5)  srfjstituirt  werden 
ofs.   Vernachlässigt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  gegen 

m' 

e  Einheit  äufserst  kleine  Gröfsc  rr-r ,  sor  erhält  man 

jKl-f-  m 

m 

m  /a'\»   /'£^y    _       M 

M  +  m  ™  U/     VlV      ~   1  +m 

M 

lo  auch 


so6 


"     -(r)"(l)" 


und  diese  letzte  Gleichnng  wird  man  genauer  stttt'fler'(i  5)  h 
chen  9  um  die  Hassen  derjenigen  Planeten  gegen  die  Sokmenou 
zu  bestimmen,  welche  mit  Satelliten  umgeben  aind* 

in.  Ist  für  irgend  einen  Planeten  a  seine  Entfernung  i 
der  Sonne ,  (  sein  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  in  der  E 
femung  a  gesehener  scheinbarer  Halbmesser ,  R  sein  wali 
Halbmesser ,  O  der  Flächeninhalt  seiner  Oberfläche  ,  Y  i 
Yolumoder  sein  körperlicher  Inhalt,  m  seine  Masse,  d  die  Di 
tigkeit  seiner  Masse ,  und  g  die  Fallhöhe  der  Körper  in  der 
aten  Sekunde  -auf  der  Oberfläche  der  Planeten  ,  und  besacfa 
man  für  einen  andern  Planeten  dieselben  Gröfsendorohe'f'B'.i 
so  hat  man  die  Gleichungen! 


o  _  /R^y   V  _  /R^y 
O'      W/  '  V'  ~  \kJ 

und  Sin  ^  =  — ,  Sin  c'  =  — 

a  '  *  a' 

■  • 

Gehören  z.  B.  die  a'  f'  R'..  •  für  die  Erde,  und  a  ^  B*..  firJ 
pitcr ,  so  hat  man 

1 

™' =  oVi. .  t      der  Sonpcnmasse> * 
356400 

5400 
r.'  =  •— —  =  869.4866  geogr.  Meilen,  und  f ^  ss  8".6 

■ 

Ist  aber  R    der  Halbmesser  einer  Kugel,    so  ist  die  Obei 
derselben  4  R'^  x  und  ihr  Volum  |  R^3  n^  also  der  ErdeObei 

O'  =  9281916  Quadr.  Meilen,  und  ihr  Volum 
V  =  2669078 1 00  Kubik-Meilen 

Für  Jupiter  ist  m  =  - — --   der  Sonnenmasse ,    und  die 
grofse  Achse  seiner  ßahn 

6.2027911  Halbmessser  der  Erdbahn  also 

a  =  (5..o.79,0^^^^i^  Meilen. 
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Femerist  (bacfc  Nro.  I)  f  =s  18^^87  ^'^^  ^^^^^^  ^®^  obigen  Glei- 
chung R  =  a  Sin  ^  =  935i.37Meilen9  der  Halbmesser  Jupiter». 

Für  dessen  Oberfläche  ist  —   =   123,5077,    oder  O   =   1146 

Millionen  Quadr«  Meilen  ,  und  für  den  körperlichen  Inhalt 

T  —  Ä  1 372.593  oder  V  =  3649821  Millionen  Kubik-Meilen.  Für 

l     das  Yerhältnifs  der  Schweren  auf  der  Oberfläche  Jupiters  und 
j^  der  Erde  ist 

»  V  I  =  ^  VR/  t  ="  ^.7049 und  da 

4^g's=3  i5.o5i4  Fufs,  so  ist  g  =  40.712S  oder  die  Körper  falle» 
^^•auf  der  Oberfläche  Jupiters  in  der  ersten  unserer  Sekunden  durch 
1^  140,71 25  Par«  Fufs ,  wenn  man  auf  die  durch  die  schnelle  Rota- 
tion dieses  Planeten  entstehende  Centrifugal  -  Kraft  keine  Buck- 
sieht nimmt«  Das  Yerhältnifs  der  Dichtigkeiten  beyder  Massen 
endlich  ist 

d  m     /R'\* 

a:  =  S7  (f)  ==  ''•^^3* 

Giehörten  die  Gröfsen  m^R^«.  für  die  Erde,  und  m  R  •«•  für  die 

Sonne,  so  ist  — ^  =s  356460  und  nahe  -g-  =  — r  also  geben  jene 

s^irrey  ersten  Gleichungen 
d 

ler  die  Erde  ist  yicrmahl  dichter  als  die  Sonne  ^  und  die  Kör- 
»  «r, fallen  in  der  ersten  Sekunde  auf  der  Oberfläche  der  Sonne 
C^vtrch  430  Par.  Fufs. 

Maskelyne  fand  durch  die  bekannten  von  Cavendish 

^eäT  einem  anderen  Wege  bestätigten  Versuche,  dafs  die  Dichte 

j^er  Erde  nahe  yiermahl  gröf^er  ist,  als  die  des  reinen  Wassers, 

''T^raus  also  folgt,  dafs  die  Dichte  der  Sonne ,  so  wie  die  desJu- 

<^*^|ters,  ebenfalls  nahe  der  Dichte  unseres  Wassers  gleich  ist* 

In  allem  Vorhergehenden  haben  wir,  um  die  Bewegung  der 
kneten  um  die  Sonne ,  und  der  Satelliten  um  ihre  Hauptpjane- 
^  zu  bestimmen,. alle  diese  Körper  als  Punkte  angenommen« 
^  aber  offenbar  alle  Elemente  eines  Planeten  von  jedem  Ele- 
^tite  der  Sonne  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der 
"^tfernung  beyder  Elemente  angezogen  werden,  so  wäre  esmög- 
•li,  dafs  die  vorhergehenden  Resultate  durch  die  Gröfse  und 
^  stall  der  Körper   unseres  Systemes,   auf  welche  wir   bisher 


d  ff*  .  - 

-r-  =  0,25  und  ^  =  27.92  u\id  g  =  4-0  Par.  Fuis. 
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keine  Rücksicht  genommen  haben,  beträchtliche  Aendenum 
leiden. 

Diese  Korper  haben  alle ,  wenn  man  die  kleinen  Abplatt» 
gen  derselben  vernachlässigt,  die  Gestalt  einer  Kugel.  Wir  ml' 
len  zuerst  annehmen ,  dafs  die  Dichte  dieser  kuffelförmigeiill» 
sen  bey  jedem  dieser  Körper  in  allen  seinen  TheiTen  dieselbeiev. 

Dieses  vorausgesetzt ,  suchen  wir  die  Änsiehung  einer  Hi- 
gel,  deren  Halbmesser  a  ist»  auf  einen  aufser  ihr  gelegenen  Pnih; 
dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kngel  gleich  AisL 
Eine  auf  die  Linie  zwischen  diesen  beyden  Punkten  senkrecht 
£bene  schneide  die  Kugel  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  t 
und  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Hagel  x, 
Yon  dem  angezogenen  Punkte  A-^x  seyn  soll.  Nennt  man  dmeii 
Element  der  Peripherie  dieses  Kreises ,  so  ist  die  Eüntfemnng  f  £i 

ses  Elementes  von  dem  angezogenen  Funkte  f  ss  \/(^A' x)*+ri 

also  auch  die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  von  diesem  Eleu« 

dm 

in  derBichtung  der  Distanz  f  angezogen  .wird ,  gleich^—.  Db 

Kraft  läfst  sich  in  cwej  andere  unter  einander  senkrechte  zeit 

gen,  deren  die  erste  y^-. — - — die  Richtung   von  f,    und  i 

dm    r      ,      , 
zweyte  -7^ .  Y  ^^6  Richtung  des  Durchmessers  des  Kreises  kit 

zu  welchem  das  Element  dm  gehört.    Da  aber  an   den»  an 

Endpunkte  dieses  Durchmessers  wieder   ein  ähnliches  £1 

dm    r 
des  Kreises  ist,  dessen  Anziehung 7^  .--  der  letzten  gl 

aber  in  der  Richtung  entgegengesetzt  ist ,  so   heben  sich 
xweyten  Kräfte ,  deren  Richtungen  alle  in  der  Ebene  des 

liegen,  auf,  und  es  bleibt  daher  blofs  die  Kraft  ---*  ^      ^ 

der  auf  dem  Kreise  senkrechten  Richtung,   oder  nach  der 
tung  der  geraden  Linie  übrig ,    welche  den  angezogenen 
mit  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  yerbindet. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  seiner  Lage  nach  onyeriiMic 
liehen  Halbmesser  dieses  Kreises,  und  nennen  wir  9  den  Wi 
kel ,    welchen  der  Halbmesser  r  des  Elementes  dm   mit  ü 
fixen  Halbmesser  bildet,    so  ist   rd9  das  Element   des  Boi 
und  rdsdr  das  Element  der  Fläche  dieses  Kreises«    Beti 
man  daher  diesen  Kreis  als  einen  körperlichen  QL^eii  der 
oder  als  eine  Kreisscheibe ,  deren  Dicke  dxist,    so  ist  das 
mcnt  dieser  Kreisscheibe ,    also   auch    das   Element  der  H«{(| 
dm  =  rdddrdx.    Substituirt  man  diesen  Werth  Ton  dm  in 

dm     A — X 
vorhergehenden  Ausdrucke  yon  fT  *    ^7 — »  *o   erhält  mm 

die  Anziehung  der  ganzen  Kugel 


Ti^';m(±±Or^Lt:äx: 
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^Btegrirt  üian  diesen  Ausdnicfczaerst  inBcgiehang  aiif  den Win- 
iPiti  9y  »ö  hat  man ,  da  f  Wä  ^^A—xy+bf;fotk  5  tinäbhängig  ist 


•    %    j  * 


X 


^...  a=U/     '       fi (^+.Cottsg 

.  r>der.  du,  die^e#  Integral  ^Tim^^dn  ö  hU  5  .a  .ämi  gehoniiüeii  wer« 
dentnufs) 


f.  .  ■■ 


-inicgüixit.man  daim  in  Br^ziebung  aiif  r , .  so  ist 

J  '      «  «/«.  (A-^x)^i  f  Cönst.  -  ^^-       ^  1 

f  l  v/(A— x)«+rO 

>Äer  da  dieses  Integral  ron  r  =  d  biä  r  =  \/a»— x*  genommen 
,irerden  soll, 

: .  k  «/••  ik^i)  it  [   •    -   , -  -   '         1 

...  (A—x        >/A»+a»— aAxJ    , 

^■d  wenn. man  endlich  in  Beziehung  atff  x  integritt 

ft  s  Const.  +  fljci  +  j-^  (2  A«— a'—Ax).  y^A«+ä«— siAx 

giOift  dieses  ist  die  Anziehung ,  welche  d6r  äufsere  Punlit  yondem 
.||H|lj&3e  der  Kugel  leidet,  welcher  zu  der  Abscisse  x  gehört.  Sucht 
j|ii^a.  also  die  Anziehung  der  ganzen  Kugel ,  so  wird  inaii  das 
iSixte  Integral  zwischen  den  W^rthen'x  s=  ä  und  x  ss  — a  neh- 
,!a'en«  wodurch  man  «erhält 

•  I  ■ 

^ä  ist  aber  der  körperliche  Inhalt,  ocler  die  Masse  M  einer  Ku- 

eili    defen  Halbmesser  ä  ist,  gleich  M  ±=  -|^a^9    also  ist  ^auch 
e  Anziehung  der  ganzen  Kugel  auf  einen  Punkt ,    dessen  £nt- 
|!^mtmg  ton  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A  ist,  gleich 

M 

R  ==   — 

A» 

id^r  die  Anziehung  der  Kugel  auf  einen  äufsercn  Punkt  verhält 
lieh  wie  die  Masse  der  Kugel  diyidirt  durch  das  Quadrat  derEnt* 
'«rnung  des  Punktes.  Diese  Anziehung  ist  also  dieselbe,  als  wenn 
S.ie  ganze  Masse  der  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  yereiniget  wäre. 
HL  Ö 
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Es  ist  daher  erlaubt,   hcy  der  Untersiidiang  der  Wirkung 
gegenseitigen  Anziehung  der  himmlischen  Körper,  diese  lei 
als  blofse  Punlite  zu  betrachten ,   in  welchen   ihre  Massen 
einiget  sind. 

Nennt  man  A  die  Dichte  der  Masse,  aus  "virelclier  die 
gel  besieht,  so  wird  man  iii  d^m  Vorhergehenden  din  =  Ard^d 
setzen.  Ist  diese  Dichte  durch  die  ganae  Kugel  dieselbe,  < 
ihre  Masse  gleichartig!,  s5  ändert  dieser-  cbnaUmte  Faktor  Z 
dem  Ausdrucke  von  dm  nichts  in  den  drey  vorhergehenden  I 
grationen,  und  man  erhält  als  Endresultat  für  die  Aojsiebiing 
ganzen  Kugel 

4  )ra^ 
^o  — r —  das  Volum  ,  oder  den  hörperlicben  Inhalt y  and' ^ 

Dichte,  also  beyder  Produkt  die  Maisse  M  der  Kugel  beseiciu 
so  dafs  man  also  wieder  hat 

A» 

Eine  andere  nächst  kleinere ,  mit  jener  eoncentriache  ßu{ 
wird  also  den  äufseren  Punkt  nach  demselben  Gesetze  anziehe 
olso  auch  die  Differenz  beyder  Kugeln ,  das  heifst ,  eine  ßu« 
schale  zieht  einen  äuiseren  Punkt  ebenfalls  im  geraden  Kttk 
nisse  ihrer  Masse  und  im  verkehrten  des  Quadrats  ihrer  End 
nung  an«  ^ 

Wäre  die  Dichte  der  ganzen  Kugel  nicht  gleichförmig,  s 
dern ,  wie  es  hey  den  hiQimlischen  Körpern  sehr  wahrscheinl 
ist,  gegen  den  Mittelpunkt  nach  irgend  einem  Cesetze<ztti 
mend,  so  dafs  die  Diente  jedes  Elementes  der  Masse  eiiie  Fb 
tion  der  Entfernung  des  Elementes  ron  dem  Mittelpunkte 
Kugel  ist ,  so  kann  man  sich  eine  solche  Kugel  als  aus  unzi 
gen  Kugelschalen  bestehend  denken ,  deren  jede  eine  bestimi 
Dichte  hat,  und  den  äuiseren  Punkt  nach  dem  Vorhergehem 

m  .  .  ' 

mit    def  Kraft  yj  anzieht ,  wenn  m  die  Ma6se  der  Kugelschi 

und  A  die  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  von  dem  äufseren  Fun 
ist.  Nennt  man  dann  m'  m'^..  die  Massen  der  nächstfolgeo( 
Kugelschalen,  so  ist  die  Kraft  aller  dieser  Kugelschalen,  d.  h. 
Kraft  der  ganzen  Kugel 

m  +  m'  +  m"  -)-... 

R  =s   : 


also  wieder 

M 


i 
911 


Bwenn  H  »  m  -|->  m'  -^  m'^ ,«  die  Masse  der  ^ganzen  Kugel  be- 
iiseicboet.  Die  Korper  des  Himmels  ziehen  also  einander  so  an., 
ip)s-  ob  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  yereiniget  wären ,  und 
jpirar  nicht  blofs ,  weil  ihre  Distanzen  von  einander  in  Beziehung 
iftuf  die  DimeQsionen  dieser  Körper  selbst  sehr  grofs  sind,  so^ 
^dem  auch,  weil  ihre  Gestalt  >on  der  einer  Kugel  sehr  weitig 
{Terschieden  ist. 

;  s.  1.. 

i         Es  ist  interessant,   zu  untersuchen,   ob  diese  Anziehung 
toi>Kit^n  auch  noch  bejr  anderen  Gesetzen ,  als  dem  der  Natur, 
statt  haben  k^nn.    Wir  wpllen  also  die  Gesetze  der  Anziehung 
mcbeii,  ftir  welche  eine  Kugel,  oder  was  hier,  nach  dem  Vor* 
i{iE|r|jbhenden ,   dasselbe  ist ,  für  welche  eine  Kugelschale  einen 
atlfier  ihr  gelegenen  Punkt  so  anzieht,  als   ob  die  ganze  Masse 
lier  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  yereiniget  wäre. 
Ii         Wenn  man  die  Elemente  eines  Körpers  aof  rechtwinklichte 
Koordinaten  x,  jr,'z  bezieht,    so  kann  man  sich  den  Körper  als 
in;  un2l[hlige   unendlich  kleine  rechtwinklichte.  Parallelepipeda 
zetheilt  Torstellen  ^    deren  Seitenlinien  den  Achsen  der  x  y  und 
i  jparallel  sind ,  so  dafs  also  das  Yolum  eines  Elementes  des  Kör- 
pers durch  das  di'eyfache  t^rodukt  dx  •  dy .  dz  ausgedrückt  wird* 
.j      .  Allein  zu  unserer  gegenwärtigen  Absicht  wird  es  bequemer 
JB/n^   X  =  rCos  5,  y  =.  r  Sin  3  Cos  w  und  z=  r  Sin  ^  Sin  w 
Jb  «etzen ,   wodurch   (Gap,  ;  §.  i6«)  das  Element  des  Körpers 
"^urch  r *  dr  dw  d5  Sin  S  ausgedrückt  wird. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  die  Entfernung  r  nach  der  einen 
-3^r  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite  verlängert ,  doch 
|iiimer  als  positiv  angesehen  wird ,  also  r  immer  positiv  ist ,  so 
jrprd  der  Punkt  A  im  Baume  vollkommen  bestimmt  seyn,  wenn 
^ji^Witikel  ^  nur  zwischen  o  und  i8o^  genommen  wird,  während 
[Tlwf  Winkel  w  von  o**  bis  3bo^  wachsen  kann.  Wird  also  der  vorige 
^nkosdrHck  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt ,  so  wird  man  des- 
^ten  Integral  in  Beziehung  zuf  3  nur  zwischen  den  Gränzen  o 
nid  1 8o,das  in  Beziehung  auf  w  aber  zwischen  o  und  36o^  nehmen* 

L  Diefs  vorausgesetzt  scy  c  äie  Distanz  des  äufseren  Piink- 

Me%  vom  lül^ittelpunkte  der  Kugelfläche ,  und  r  der  Halbmesser  der 

^ogelflache;  ;^  der  Winkel, 'welchen  der  Halbmesser  r  init  der 

Jbtanz  ^  bildet,  und  w  der  Winkel,  welchen  eine  Ebene,  die  durch 

'wdif  geht,  mit  einer  fixen  Ebene,  diie  durch  r  geht,  macht, 

^'^  ist  das  Element  der  Kugelfläche  nach  dem  Yorhergeheuden 

j^eich' 

dm  =  r«  Sin  ».ärd» dw. 

Vennt  man  dann  f  die  Entfernung  dieses  Elementes  von  demäus- 
leren  Punkte ,  so  ist  , 

f •  Ä  f «  ^  r^  —  a  ^r  Cos  :* 

2 


0 

Stellt  man  die  noch  unbekannte  Anziehung  in  der  Entfernu 
durch  9  (f)  yov ,  &o  ist  die  Anziehung  des  Elementes ,  pai 
mit  der  Richtung  der  Linie  f  zerlegt,  gleich  dm  xnultipliciit  d 
den  Cosinus  des  Winkels  der  Linien  r  f ,  oder  da  dieser  Cos 

-  — —  ist  y  und  da  nach  der  yorhergehenden  Gleichunj 

Cos  3         /df 


=  Q  -• 


SO  ist  diese  Anziehung  gleich  9  (f)«  f  y  \  dbnu     Beseichnet 

also  durch  <I>  (0  ^a»  Integraiy*df.9(f) ,  so  wird  die  Anziel 
der  ganzen  Kugelfläche  parallel  mit  der  Linie  ^  ^  i¥elche  den 
seien  Punkt  ipit  dem  Mittelpunkte  der  Schale  verbindet,  d 
das  Integral  ausgedrückt  seyn. 

R  =  r«dr/dw*d>  Sin  ».*(£) 

wenn  man  dasselbe  in  Beziehung  auf  f  differentiirt  and  nach 
Differentiation  durch  d^  diridirt. 

Dieses  Integral  yon  w  =  o  bis  w  :=  a  ar   genommen, 
IC  s  3«i4id^«..  gibt 

R  =  2jrr«dr/d^Sind.*(f.) 

Aber ,  wenn  man  die  erste  der  yorhergehenden  Gleichungei 
Beziehung  auf  f  und  3  differentiirt ,  so  erhält  man 

,    ^.  fdf 

d&  Sm  ;>  es  •— ,  also  ist  auch 

^         fiirrdr      ^«,^^^ 
n  =  './fdf.^CO 

Nach  der  yorhergehenden  Anmerkung  wird  man  das  Int^ 
in  Beziehung  auf  ^  nur  zwischen  den  Gränzen  3=0  .und  ^  s 
das  heifst:  zwischen  den  Gränzen  f  =.f-^r  und  f  s=&-^-j-ro 
men.  Nennt  man  daher  v)/ (f)  dieGröfsey^f  df  Jl>  (f),  so  hatfl 

flirr  dr 

IL  Bleiben  wir  bey  dem  letzten  Ausdrucke  yon  R  eineuii 
genblick  stehen.  Für  das  Gesetz  der  Natur  haben  wir  9  (0^1 

also  *  (f)  =  —  r,  und  daher  4»  (f)  =  —  f ,  also  auch 

^  (f+r)  =  — (<*  +  r),    und  v}/  (^_r)  =  — f^~r> 

Dieser  Ausdruck  von  R  geht  daher  für  das  Gesetz  der  Natur 
den  folgenden  über 


R  =  — 


?i3 

4jrr*ctr 


id  da  nach  dem  Yorhergehenden  die  Anziehung  der  ganzen  Ku- 
»Ischale  (  —  J  ist,  so  hat  man,  wenn  man  den  letzten  Aasdruck 
^n  R  in  Beziehung  auf  R  und  f  differentürt , 

^Trr'  dr 


'  * 


(^)  = 


<•' 


r  die  Anziehung  der  Kugelschale,  deren  Dicke  dr  i&ti  also  auch 
e  Anziehung  der  Kugel ,  deren  Halbmesser  r  ist  | 


4*    ^      _  ^nr* 


—  /"r*  dr  =  - 

ie  oben  $•  lO^  oder  für  das  Gesetz  der  Natur  ist  die  Anziehung 
trKugeUchalen  und  der  Kugeln  selbst  dasselbe ,  als  ob  ihre  Mas- 
n  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wären ,  so  dafs  wir  also  hier 
Den  neuen  Beweis  des  oben  aufgestellten  Satzes  erhalten* 

JIL  Nach  dieser  kleinen  Digression  wollen  wir  nun  die  Funk- 
en 9  (f)  der  Bedingung  gemäfs  zu  bestimmen  suchen,  dafs  die 
iziehung  der  Kugelschale  dieselbe  ist,  als  wenn  ihre  Maisso  in 
rem  Mittelpunkte  vereiniget  wäre.  Diese  Masse  der  Kugelschale 
gleich  /i'rr'dr,  jund  wenn  sie  ganz  in  dem  Mittelpunkt^.  4^v 
hale  vereiniget  wäre ,  so  hätte  man  für  ihre  Wirkung  auf  dc^ 
fseren  Punkt  4*^  r'dr .  (p  (^) ,  also  auch 


ax-rärtd.  r ^ — J  =4jrr«dr. 


9(^^ 


Icr 

d^ 

id  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  ^ ,       . 

^'C^  +  r)— vj'  (^— p)  =  afr/dy.>  (f)  +  ^ü 

o  U  eine  Funktion  von  r  und  anderen  Constanten  ist. 

ti 

Sey    yp  (^4'"')  — ^  fe — *0  =  S  ,     so  hat  man  /,,, 

S  =  3fr/df.9  ((»)+^U 

FTerentiirt  man  diesen  Ausdruck  zwejmahl  in  Beziehung  auf  (", 
ist 


3l4 


(d*S\  dflff) 


U 


und  eben  «o: 


/d^SX  /d'U\ 

Vdr»/   *"  ^  Vdr«/ 

Aus  der  Natur  der  Funktion  8  aber  folgt 

\dpj  ~  \d^/ 
8et£t  man  daher  die  Werthe  von  {-t^J  *"*«  l  j—r/  •^ 


gleich ,  BO  ist 


a9(rt 


^         •"    '^  d^  ar  \dr*y 


das  heifst: 


Da  aber  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  yon  r ,  und  das  jnn 
Ton  f  unabhängig  ist,  so  mufs  jedes  dieser  Glieder  für  sichgt 
einer  constanten  Gröfse  seyn ,  die  wir  durch  3A.  beseichnen^ 
len,  so  dafs  man  hat 

iL(£>  +  i:|i^  =  3A   oder 
f        '        df 

3^(f).df +  f.d9(f)  =  3Afdf 

d,[f*.9(f)]=3A?'d? 
und  daher  dessen  Integral 

f.  ?(<•)  =  Af » +B 
wo  B  eine  constante  Grofse  ist ,  oder  endlich 

.       .      .    B 

Alle  Gesetze  der  Anziehung,  für  welche  eine  Kugel  auf  eiieii 
sercn  Punkt  so  wirkt ,  als  ob  ihre  Masse  in  dem  Mitte'  ' 
vereinigt  w8re ,  sind  also  in  dem  allgemeinen  Ansdracke 

B 


3l5 

(hallen ,  wo  (»  die  Fntfernung  des  äufseren  Punktes  ron  dem 
ttelpiinkte  der  Kugel  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dafs  dieser 
isdruck  der  Gleichung  (17)  genug  ihut,  welches  auch  die 
crlhe  von  A  und  B  seyn  mögen. 

Setzt  man  yoraus,  dafs  A  gleich  Null  ist,  so  hat  man  das  Gesetz 
r  Natur,  so  dafs  also  Ton  der  unendlichen  Anzahl  der  Gesetze, 
dohe  die  Anziehung  für  grofse  Distanzen  sehr  klein  geben , 
les  der  Natur  das  einzige  ist ,  für  welches  die  Kugeln  die  oben 
gegebene  Eigenschaft  haben« 

5.  19. 

Dieses  Gesets  der  Natur  scheint  endlich  noch  eine  andere 
il  wichtigere  Eigen  Schaft  zu  haben,  die  ihm  ausschliefseiid  zu« 
nnnt,  und  zur  Erhaltung  des  Ganzen  nothwendig  ist.  Wir  ha- 
n  z.  B.  oben  gesehen ,  dafs ,  wenn  die  Kraft,  mit  welcher  sich 
»  Körper  gegenseitig'  anziehen,  sich  wie  verkehrt  der  Würfel 
'er  Entfernung  verhielte ,  die  Bahn  der  Planeten  eine  hyperr 
lische  Spirale  wäre,  in  welcher  sich  also  diese  Körper  der  Sonne 
mcr  mehr  pähern,  und  endlich  nach  unzähligen  immer  ^klei- 
nen Umgängen  in  sie  stürzen  würden*  Dasselbe  würde  der  Fall 
lon  nach  dem  ersten  Umgange  seyn,  wenn  die  Kraft  sich  ver<- 
irt  wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  verhielte.  Hey  die- 
1  und  vielen  anderen  ähnlichen  Gesetzen  würde  also  das  ganze 
siem  entweder  völlig  aufgelöset ,  oder  doch  bald  gewaltsamen 
hderungen  unterworfen  werden ,  welche  die  Symmetrie ,  und 
f  schönen  Verhältnisse,  die  wir  jetzt  an  demselben  beobachteu, 
izlich  zerstören.  Wenn  wir  aber  auch  nie  ergründen  können, 
rum  der  Urheber  der  Natur  unter  allen  unzähligen  Gesetzen, 
sn  dieses  gewählt,  und  warum  er  die  Dimensionen  der  einzcl- 
n  Himmelskörper  sowohl,  als  die  der  Distanzen ,  welche  sie 
jstvon  einander  trennen,  eben  nach  diesem  Mafsstabe  angeord« 
t  hat,  der  nun  der  Gegenstand  unserer  Beobachtungen  ist ,  so 
heint  es  doch  eine  weKcntliche  Eigenschaft  eines  jeden  Svsie- 
»Sf  das  auf  Dauer  Anspruch  machen  soll,  zu  seyn,  dais  das- 
he  bey  den  einJoiahTbestehendenVerhältnissen  seinerTheile  auch 
jh  einem  anderen  jtfafsstabe  ausgeführt  werden  könne,  oluu* 
Lurch  eine  wesentliche  Aenderung  zu  leiden.  Nehmon  wir  an, 
V»  al'e Dimensionen  der  Körper  dieses  Systemes  sowohl  als  ihrer 
tfernungen  von  einander  in  dem  Verhältnisse  1  zu  n  geändert 
s*den ,  und  dafs  die  Planeten  auch  nach  dieser  Aenderung  nuch 
nnen  um  die  Sonne  beschreiben ,  welche  den  gegenwärtigen 
ilich  sind,  was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  auch  die 
ift  der  Sonne  in  demselben  Verhältnisse  1  zu  n  geändert  wird. 
z.  B.  bey  den  gegenwärtigen  Verhältnissen  M  die  Masse  der 

*M 
nne,    und  r  ihre  Entfernuns:  von  der  Erde,    und  drückt  

%  noch  unbekannte  Ge^tCtz  der  Kraft  au^,  mit  welcher  die  Sonno 
f  die  Erde  und  auf  alle  übrigen  Planeten  wirkt ,  so  werden  in 


3l6 


dem  geänderten  Systcmo  die  Gröfsein  r.« ,  9  i^r)  und  M  in  folp 

übergehen  rn,  9  (rn)  und  Mn*,  und  die  neue  Kraft  derSoi 

mit  welcher  sie  die  Erde  in  der  Entfemunjg  m  ansieht  1  1 

Mn*  .  - 

■  ^    ■   seyn*   Da  aber ,    wenn  die  neue  Bahn  der  Erde  der ' 

9  (rn) 


hergehenden  ähnlich  seyn  soll,  die  Kraft  — -^  der  Sonne  iod 

selben  Verhältnisse  1  :n  geändert  werden  mnfa  ,  weil  dieSi 
versus  der  Bogen ,  welche  die  Erde  unter  bejden  Voraosseti 
gen  durch  die  Wirkung  der  Sonne  beschreibt,  der  Kraft  derSfl 
proportionirt  seyn  9iüs8en  (^.  5.),  so  wird  mun  haben 

Mn'  M 

■  ,    \  =•  n  .   -7^  oder 
9  (rn)  9  (r) 

« 

nVp(r)=:9(ni) 

oder  die  Kraft  9  (r)  mufs  eine  solche  Fnnktioji  yon  x  b^jH) 

ungeändcrt    bleibt,    wenn  man  in  ihr   rn     statt    r   snbstito 

und   den  neuen  Ausdruck  durch  n*  dividirt.    tat  js.  B.  dielli 

der  Sonne  irgend  einer  Potenz  der  Entfernung   proportioai 

also  9  (r)  =  Ar*°,  wo  A  eine  constante  Gröfse  iat,    so  haCi 

9  (rn)  =  Ar"»  n™,  und  n».9  (r)  =  Ar".n".  Set2st  man  daher 

beyden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich,  so  ist  q«— «  s=  \% 

m  =  2 ,  das  heilst ,  wenn  bej  einem  geänderten  Mafsstabe  < 

ganzen  Systemes  die  Ycrhältnisse  seiner  Theile  noch  dieid 

bleiben  ,  und  das  neue  System  dem  Vorhergehenden  ahnlicki 

soll ,  so  muFs  m  =  2  also  ^  (r)  r=  Ar*  und  daher  die  Hra&i 

M  .   ,         • 

Sonne  gleich  r — p  seyn,  welches  wieder  das  Gesetz  derl 

tnr ,  also  auch  das  einzige  ist ,  für  welches  die  Bewegungen  1 
alle  Erscheinungen  der  Natur ,  nicht  Ton  der  absoluten  Gri 
des  Systemes  und  seiner  Theile,  sondern  blofs  ron  ihren Ti 
hältnissen  gegen  einander  abhängig  sind,  während  für  jedes  1 
dore  Gesetz  fL\e  geringste  Veränderung  des  M afsstabes ,  wenaJ 
Verhältnisse  ungeändert  bleiben,  eine  ganz  andiere  Welt  zur  Folj 
haben  würde« 

gv  i3. 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  noch  im  il 
gemeinen  die  Anziehung  eines  gegebenen  Körpers  ron  irga 
einer  Gestalt  auf  einen  gegebenen  Punkt  suchen. 

Scy  P  ein  Punkt  der  Oberfläche  dieses  Körpers,  de« 
drey  rcchtwinklichte  Coordinaten  x  7  z  seyn  sollen.  Durch ^ 
Punkt  P  ziehe  man  die  drey  geraden  Linien  PX,  PT,  PZi 
Coordinaten  x  y  z  parallel,  und  die  Normale  PQ  derOberilidi 
Sey  ferner  M  irgend  ein  Punkt  in  oder  aufser  dem  Körper,  1» 
seine  mit  den  yorigen  parallelen  Coordinaten  a  b  c,  undo^ 
lieh  die  Entfernung  bcyder  Punkte  PM  s  r  also 
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r  =  v/(a-x)-  +  (b-y)»  +  (c-z)«. 

er  Kürze  wegen  wollen  wir 

e  Winkel  MPX,  MPY,  MPZ . .  QfS^,  QPy,  QPZ  und  QPM 
irch  MX,      MY,     MZ  •  .  QX,     QY,     QZ     und,QM 

^zeichnen ,  so  dafs  man  also  bat 

Co»  MX  =  ?i^,    Cos  MY  =   -^,    Cos  MZ  =  ^^. 

r     '  ,     r     '  r 

a  die  gerade  Linie  r  doreb  die  zwey Punkte  geht,  deren Goor« 
naten  x  y  z  nnd  a  b  e  sind ,  so  sind  die  Gleichungen  diesei*  ge« 
iden  Linie  zwischen  den  Coordinaten  |  v  ^folgende: 

g-x  =  (J— z)  ^  und  if— y  =  (^— z)  ^—^  .  ,  . . 

icht  man  aber  aus  der  gegebenen  Gleichung  der  Ober^iche 
(8  Körpers  die  partiellen  Differenti«^lien 

I  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der  Normale  dieser  Flache 

i-x  +  il—z)  P  =  o  und  t^y  +  (^— z)  Q  «  o 

iraus  folgt  für  den  Winkel  QP  M  cl^r  Normale  mit  der  Ent* 
muug  r*^ 

Co.  QM  =  ^"^  ^  +  <'7>  Q  +  '-'' 

id  für  die  Winkel  der  Normale  QPX,  QPY,  QPZ  mit  den 
ciisen  der  z ,  y ,  z 


WO    E  =  \/i+P'+Q'  ist. 
L    Dieses  vorausgesetzt,   ist  bekanntlich  das  Element  der 

hei^fläcbe  des  Körpers  ds  =  R  dx  dy  \/i  +P«  +  gi,   und  das 
lement  des  Körpers  selbst  dK  =  dx  dy  dz ,  als^Lg^rHRich 

1er  da  nach  dem  Vorhergehenden  dz  =  R  dx  Cos  QX  ist , 

Krs/yxds.CosQX 
as  offenbar  auch  so  ausgedrückt  werden  kann 


fti8 

K  rs/Zyds.  Cos  QT  oder  K  ^/f%A%.  Cos  QZ. 

TT«  Die  Projection  des  Elementes  ds  der  gegebenen  Obe^ 
flache  Auf  eine  Ebene ,  die  auf  der  Achse  der  x  senkredü 
steht  I  ist 

P 

d^=  dyd£  oder  iS'ssRdxdy;  — 

also  auch,   wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  Ton  Bdxdj 

P 

und  -■  substituirt ,  dr  =  ds  Cos  QX.  Denkt  man  sich  durch  aBe 

Punkte  des  Umfanges  von  dZ  gerade  Linien,  welche  senkredt 
auf  die  Protections  -  Ebene ,  also  parallel  mit  der  Achse  der  x 
stehen,  so  werden  diese  Linien  einen  Cylinder  bilden ,  detsai 
Element  d2idz  ist,  und  wenn  fr  das  Anssiehungsgesetz  der  Ib- 
terie  dieses  Cylinders  ausdrückt ,  so  wird  die  Anziehung  dieses 
cylindrischen  Elementes  auf  den  um  die  Distanz  r  entfernt» 
Punkt  M  seyn  d2  •  dx .  fr. 

Es  ist  at^r  r*  =  (a— x)«  +  (b— y)»  +  (c-— z)«, 

also  da  durch  den  ganzen  Cylinder  nur  x  als  yariabel  an  zusehet 
ist,  rdr  =:  —  (a — x)  dx,   und  daher  die  Anziehung   des  cylis- 

drisch en  Elementes  = '- — '- .    Wird  diese    Anziehm; 

nach  der  Achse  der  x  zerlegt,  so  erhält  man  —  fr  •  dr  •  d  2,  «ri 
beaseichnet  man  das  Integral y*.  fr  dr  durch  Fr,  so  ist  dieA» 
Ziehung  des  ganzen  Cylinders  von  der  Grundfläche  dlT  auf  da 
Punkt  M  in  der  Richtung  der  x  gleich  —  Fr  «dr,  oder  wen 
man  den  vorhergehenden  Werth  von  dr  substituirt ,  so  ist  die 
Anziehung  des  ganzen  gegebenen  Körpers  auf  den  Punkt  X 
parallel  mit  der  Achse  der  x  gleich  — /Fr.ds  Cos  QX,  vil 
eben  so  ist  die  Anziehung  des  Körpers  auf  den  Punkt  M  pani* 
l'el  mit  y  und  mit  z  gleich 

— /Fr.ds  Cos  QY  und  — /Fr.ds  Cos  QZ. 

Diese  Untersuchungen,  den  körperlichen  Inhalt  und  dieii- 
Ziehung  eines  Körpers  auf  einen  gegebenen  Punkt  M  zu  sochei. 
lassen  sich  noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  anstellen.  Zi 
diesem  Zwecke  denke  man  sich  um  den  Punkt  M  als  Mittelpiuk 
eine  Kugel  beschrieben ,  deren  Halbmesser  die  Einheit  ist  Sef 
n  ein  auf  der  Oberfläche  dieser  Kugel  dem  kleinen  Raum  dS  zr 
gehöriger  Punkt.  Die  Linie  M/7  schneide  verlängert  die  Obe^ 
fläche  des  Körpers  zuerst  in  dem  Punkte  P',  dann  weiter  rer 
längert  das  zweyte  Mahl  in  dem  Punkte  P^^  dann  in  P^'^u.! 
Zieht  man  dann  von  dem  Punkte  M  an  die  Peripherie  des  Bai* 
mes  dS  gerade  Linien ,    so  werden  diese  Linien  eine  Art  to* 


Kegel  bilden ,  uni  an  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  an 
den  tränkten  P',  P^^  P^^  . .  die  Räume  ds^  'ds'^  4^^^^  «  .  be- 
grinEen,  Endlich  beschreibe  man  noch  aas  dein  Mittelponhte  M 
mit  den  Halbmessern  MP'  =:  W,  JIP"  =s  ^'^  IJP^''  =  r'"  .  .  ; 
durch  die  Punkte  P',  P"^  P'" .  *  .  Tbeile  sphärischer  Oberfla- 
chen«  und  nenne  d^',  d«T",  da*'"  .  •  •  die  Bäurae,  welche  jener 
Kegel  yon  diesen  sphärischen  Oberflächen  ausschneidet« 

Dieses  yorausgesetsst  hat  man,  da  diese  Theile  der  sphäri- 
scbea  Oberflächen  sich  vie  die  Quadrate  ihre^  Halbmesser  yer- 
lialten 

,^       de'        d«r"        d«r'" 
dS  = 


p/a  p//a  p//ia 


«    •  • 


I 


und  da/der  Elementarraum  do*'  als  die  Projection  des  Raumes 
ds'  auf  eine  Ebene,  der  die  Gerade  P'M  normal  ist,  angesehen 
werden  bann, 

dö-'  ta  +  ds'  Cos  MQ'  und^eben  so  d<r'^  =  +  ds"  Cos  MQ", 

d<r'"  =  +  ds'^  Cos  MO//' ... 

wo  das  obere  Zeichen  statt  hat,  wenn  der  Winkel  MQ  =  MPQ 
^  kleiner  als  ein  rechter  ist,  d.  h.  wenn  der  angexogene  Punkt  M 
^    innerhalb  dem  Körper  liegt,  das  untere  Zeichen  aber,  wenn  M 

ein  äusserer  Punkt  des  Körpers  ist«  Betrachten  wir  jeden  dieser 

Fälle  für  sich. 

,C  I«  Ist  M  ein  innerer  Punkt  des  Körpers ,  so  ist  also  für  den 

^i   traten  Dnrchschnitlspunkt  der  Linie  Mi7  mit  der  Oberflache  des 
ji  gegebenen  Körpers 

^  Aari  ts:  +  ds'  Cos  MQ'  oder  da  d(r'  ==  r'«  .dS  ist , 

t  ds'  Cos  MO' 

I  ^iJi^^^S.  =  +  dS« 

"  j»/a 

Für  den  zwejten  Dnrchschnittspunkt  der  yerlängerten  Linie  Mi7 
mit  der  Oberfläche  des  Körpers  kömmt  diese  Linie  aus  einem 

ds"  Cos  MQ/'  ,  ■ 

aufseren Räume  in  den  Körper,  also  ist  — ^ — — ^   =— -dS; 

ffir  den  dritten  Durchschnittspunkt  kömmt  jene  Linie  aus  dem 
Körper  in  den  äufsern  Raum ,  oder  es  ist 

ds'/'CosMQ'"         .    ,« 
— 2^ —  s=  +  dS  u.  s«  w# 

und  da  die  Anzahl  dieser  Durchschnittspunkte  gerade  ist,  so 
hat  man  für  einen  inneren  Punkt  M 

ds'  ds''  ds'/'  ^ 

^  Co.  MQ/  +  —  Cos  MQ"  +  —  Cos  MQ'"  + 

SS  dS  — dS  +  d8 =0. 


I 


• «  • 
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Werden  dann  aUe  anderen  Elemente  dS  der  Oberilä€lie  inwnr 
Upgel ,  derfp  Halbmesser  die  Einheit  ist  9  eben  so  bohjmdeh  ol 
^Hmmirt,  oder  wird  dieses  Verfahren  anf  die  gansii.  Oherflad« 
dieser  Kugel  aatgedehnt,  so  hat  man  nach  dem  Geifjte  der  Inte- 
gralrechnung  |  für  einen  inneren  Punkt 

.  p-  Co.  MQ  -  o 

K 

11.  ist  aber  H  ein  äufserev  Punkt,  soh^tmas  ebeik  ftO  für  des 

.      ds' 
ersten  Durchschnitt  — ^  Cos  MQ'  s  -r-  dS 

2weyt9i|    »      9        -^  Cos  MQ'^  =  -|-  dS 

ds''^ 
dritten       »      »        -j^  Cos  MQ/''s=  —  dS  u.  f. 

und  da  die  Anzahl  dieser  Durchschnitts  punkte  ungerade  ist,  so 
heben  sich  in  der  Summe  dieser  Ausdvucke  alle  bia  amCden  letx- 
ten  auf,  und  man  erhält 

/^Co«M9  =  -8, 

oder  da  S  die  ganxe  Oberfläche  der  mit  dem  Radiua  s  1  It 
schriebenen  Hugelfläche  bezeichnet,  also  8  =  4«  tat,  für  eine* 
äuüseren  Punkt 


/Ab 
^.  Gos  MQ  =  -  4« 


wo    X  =  3.i4>C9  «^  •  • 

111«   Das  Volum  des  Hegelranmea  Ton  der  Spitze  M  bb  it 
den  Punkten  P^  P'^  P^^'  •  •  ist  in  derselben  Ordnung 

i  r'  d(l•^  f  r''  d(r",  ^  r''/  dir/'' .... 

oder  ±  i  r'  ds'  Cos  MQ',  +  ^  r''  ds''  Cos  MQ'/, 
+  i  r"'  ds'"  Cos  MQ'"  .  .  . 

das  obere  Zeichen,  wenn  der  Punkt  M  in  dem  Inneren  desBo^ 
pers  liegt,  woraus  sofort  folgt ,  dafs  das  Volum  des  ganse* 
Körpers  gleich  ist 

K  =  —  i/rds  CosMQ. 

IV*  Um  nun  auch  die  Attraction  dieses  Körpers  auf  den  p" 
gebenen  Punkt  M  zu  finden ,  so  war  dS  die  Basis  des  Kegds 
dessen  Höhe  die  Einheit  ist,  also  ist  auch  r'.dS  die  Basis  dei 
Kegels ,  dessen  U^he  gleich  1:  ist«  Das  Volum  des  legten  Hejab 
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ist  daher  f  r< /iES ,  und  d6ssM'Diffefeit1iti1't*»dl»6dS:  Igt  also 
-wieder.  Fr.  das  Gesetz  der  Attraction^  Siai^t  äij^  Aitraqtion 
selbst  gleich  dem  Volum  des  Elementes  in  fr  inultiplicirt ,  oder 
'  gleich  r*  dv «  dS  •  fr«  Bezeichnet  man  daherS  das  Integral 
fr^.fr.dr  durch  ^r,  S(0  ist  die  Attraction  des  ganzen  Kegels 
gleich  9r « dS  oder  gleich 

er .  ds     •.    .      ^ 

xind  daher  die  Attraction  des  ganzen  Kdrpers  a^f  den  Punlit  M 
gleich  Sem  Ilite^l6  '  '»  '  ^^* 

WO  dieses  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers. aus- 
I  «adehnen  ist.'  Däir  Pro^nltt  äfietfes^  Autsdrucbes  itV'Cod  MX  gibt 
die  Attraction  des  Körpersauf  den  Punkt  M  nach  der  RichtiAiig 
4ier  Ac&se  derx,  die  also  gleich  


r      •«  < 


^  '>         • 


:  1 1    •  • 


isti  und  eben  so  ist  die  Attractionr  des  Körper» 

\ .  ■  »  ■     • 

nach  der  Richtutig  der  j  .  «  v^  -  V*^^^  Ck)a  H(J*iC1m?  lllr'^ 

/9r .  d* 
^-^ —  Co»MQ.Co»MZ 

y.   Nehmen  Vir   alles  Yorhergehende  zuitammeiiTy  so   hat 
man  folgende  Theoreme : 

i)   Das  auf  die  ganze  Oberiläebe  des  Körpers  ausgedehnte 
Integral 

y^d»«Ce«  QX  ist  immer  =8  o^ 

s)  Das  Volum  des  Korpers  isk 

7  X  ds  Cos  QX  =/y  ds  Co»  Qt  =  fzis  Co»  QZ , 

oder  =  —  ly  r  d»  Cos  QM. 

3)  Für  einen  Punkt  M ,    dessen  Entfernung  ycm  einem  will- 
^l&ührlichen  Punkt  der  Oberfläche  des  Körper»  gleich  r  ist,  ist 
das  Integral 

/*  —  Cos  MQ  gleich  o , 

5vcnn  der  Punkt  M  inner  dem  Körper,  und  gleich' —  4ir ,  wenn 
^er  aufser  dem  Körper  liegt. 


aftts 


4)  Dia  Aasiehniig  des  Körpers  auf  den  Pivikt  M  ist: 

nach  der  Richtung  der  x  .  :  •  .  X  =.  — yFV.ä«  Cos  QX 

9r«ds 


=-/ 


CosQH  Cos  MX 


nach  der  Richtung  der  y  ....  T  =  — fVr.  ds  Cos  QY 

=5  ^JfE^  Cos  QM  Cos  MX 

nach  der  Richtung  der  z  •  •  •  •  Z  =s  — y  Fr  *ds*  Cos  QZ 


=  -/^C»QM 


Cos  MZ 


wo  das  Gesetz  der  Anziehung  £r  s  ^  und  wo  Fr  =s  /  fr.i 

utid  ^r  s=yr*.fr.dr  ist,  urid  wo  alle  vorhergehenden  Ihtegnk 
auf  die  gansse  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnt  werden  dl 

len.  Für  den  Fall  der  Natur  hat  nian  f i^  ss  ~    also  Fr  =s  —  • 

r«  rl 

und  9^  =3  i"  *  -— 

.  Mehrere  Anwendungen  dieser  Ausdrücke  werden  sich  ink 
Folge  iiridon.    (Mo n a t1:  C o rr e s p.  XXY lO.  Biui&d.^ 
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ACHTES   KAPITEL. 


F.  r.oblein  der   drey   H  6  t  f  e  i. 


V  o  r  b  •  r  #  )  t  n  ni  g  «  n; 

^Vir  bäben  bereits  in  dem  Torhergehendefttlapitelg^elieh^  trel- 
le  Schwierigkeiten  die  BestimmMg  der  Bewegung  von  Körpern, 
e  ihrer  gegenseitigen  Anziehiinj  unterworfen  sind,  selbst  in 
in  einfachsten  Fällen  darbiethet,  sobald  die  Anzahl  dieser  Kör- 
iv  gröCser  als  zwej  ist.  Der  TtorzAglichste  Zwech  det  Anwen- 
ing  der  Mechanik  auf  die  Astronomie  ist  die  Bestimmung  der 
swegung  der  Körper  unseres  Planetensystemes  ,  deren  jeder 
cht  nur  der  Anziehung  der  Sonne,  äes  CeAtral-KÖrpers  des  Sy- 
3ines ,  sondern  aueh  noch  dem  Anziehungen  aller  übrigen  Kör* 
:r  desselben  unterworfen  ist.  In  dieser  Allgemeinheit  aber  ist  die 
Ulf lösung  dieses  grofsrcn  Probleme»  bey  dem  gegenwärtigen  Zu- 
ande  unserer  Analysis  völlig  unmÖgUeh.  Glücklicher  Wi&ise  sind 
e  Entfernungen ,   welche  mese  Körper  von  einanJer  trennen , 

Beziehung  auf  ihre  eigenen  Dimensionen  so  grofs ,  dafs  die 
;örungen ,  welche  jeder  Planet,  während  er  der  Hauptkraft  der 
>noe  gehorchend  »eine  elliptische  Bahn  um  dieselbe  beschreibt, 
m  allen  übrige'Ä Planeten  leidet,  so  klein  sind,  dal»  man' bey 
sr  Untersuchung  der  Wirkungen  eines  jeden  Planeten  auf  ei- 
en  anderen,  den  ungestörten  elliptischen  Ort  des  ersten  zu 
runde  legen  kann,  ohne  eincfn  für  unsKsre  Beobachtungen  morkba- 
Jn  Fehler  zu  befüixhten,  dal^sihan  alsd  dieStörungeny  welche  je* 
^r  einzelne  Planet  Von  allen  andern  erfahrt ,  von  einander  ab- 
^sondert  betrachten  ,  oder  dafs  man  nur  die  Störung  eines  je- 
ra  Planeten  durch  einen  jeden  andern ,  als  ob  der  letzte  allein 

wäre,  aufzusuchen,  und  dann  alle  diese  StöruDgen  zu  siim- 
t^en  braucht,  um  die  gesammte  Störung  dnes  jeden  Planeten 
it*ch  alle  übrigen  zu  erhalten.  Dadurch  wird  unser  Problem 
^  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Planeten  zurückgeführt, 
c^  in  seiner  elliptischen  Bahn  um  die  Sonne ,    deren  'Kraft  die 
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aller  anderen  Planeten  weit  überwiegt,  dnrch  idie  riel  schwächere 
Hraft  eines  zweyten  Planeten  gestört  wird ,  daher  man  dieseAit 
gäbe  9  mit  deren  Auflösung  wir  uns  in  diesem  and  den  folgenia 
2wey  Kapiteln  beschäftigen  wollen,  das  Problem  der  drej 
Körper  genannt  hat.  Wir  werden  aber  bald  sehen,  dafs  selbst  nad 
dieser  Beschränkung  die  direete  Anflös.ung  dieser  Aufgabe  noii 
immer  als  unmöglich  angesehen  werden  mufs  ,  und  dafs  wir  nit 
daher  mit  einer  blofs  genäherten  Bestimmung  begnügen  raüssei, 
welche  uns  durch  die,  wie  es  scheint,  blofs  zufällige  Einriel' 
tung  des  Sonnensystemes  möglich  gemacht  wird ,  nach  welcki 
die  Bahnen  aller  Planeten  selu'  nahe  kreisförmig  ^  und  die  Wi» 
kel,  welche  die  Ebenen  ihrer  Bahnen  unter  einander  bilden,  sehr 
klein  sind ,  so  dafs  man  ihre  wahren ,  von  den  übrigen  Planetci 
gestörten  Längen,  Breiten  und  Entfernungen  Ton  der  Sonne ii 
Reihen  auflösen  kann ,  welche  nach  den  Potenzen  der  Excentti* 
citäten  und  Neigungen  der  Bahnen  fortgehen,  welche  wegen  da 
geringen  Werthen  dieser  Gröfsen  sehr  schnell  convergiren,  ul 
dadurch  die  Integrationen  der  äufserst  verwickelten  zweyten  W 
ferentialgleichungen ,  welche  die  Mechanik  für  die  Bewegvij 
dieser  Körper  darbiethet,  wenigstens  Annäherungsweise  möf 
lieh  ihachen. 

Diese  Diffiprentialgleichungefi  haben  alle ,  Wie  wrr  im  xtitf 
ten  Kapitel  ges^nen  haben  ^  die  Form 

* 

^        _  _  _     ,   ,  _  du    .    _ 

^0  P  uitd  Q  Funktionen  von  ti,   t,  und  •-r-  sind,  und  wo  «et 

^  dt 

sehr  kleiner  constanter  Factor  ist.   Wir  wollen  annehmen,  dab 

man  das  endliche  oder  zweyte  Integral  dieser' Gleichung'  für  da 

Fall  trenne,   wo  a  gleich  INfull  ist«    Differentiirt  man  dieses  I1lt^ 

gral  in  Beziehung  auf  u  und  t ,  so  hat  man  also  z^ej  Gleidun- 

gen,    nämlich   das   erste    und   zwejte   Integral   dier    Gleichuo; 

d«u 
ö  =  -y-ji  -|-  P ,   und  kann  daher  aus  diesen  zwey  Gleichungen 

durch  Elimination  die  Werthe  von  zwey  Constanteh  c  und  c'fc 
den,  die  in  diesen  zwey  Gleichungen  enthalten  sind.  Diese Coo- 

stauten  cund  c^  werden  also  in  Funktionen  von  u  und  t  und-r 

dl 

ausgedrückt  seyn.  Nennt  man  daher  Y  und  V^  diese  Funktionell 
so  sind  jene  zwey  Gleichungen 

c  =s  V,  und  c'=:T' 

und   sie  sind  offenbar  die  zwey  ersten  Inlegralien  von  dergej^ 


Aeneji  Qleichunjg  o  ==  ^j—  +  P,  und  sie  werden  durch  die  Elimi« 

Ration  Fon  ->—  das  gesuchte  zwejte  oder  endliche  Integral  die« 

st&er  Gleichung  wieder  geben.  Differentürtman  diese  bejdenGlei- 
ifrchjangen  noch  einmahj ,  so  erhält  man 

^  o  =  dV  und  o  =  dV 

«und  da  diese  Gleichungen  Tollständige  Di£Perentialgleichungen 
4  der  fT^eyten  Oi*dnuAg  -  sind  ^    so  kann  jede  Ton  ihnen  nichts  an- 

^deri  «f^yn  als  diö  g^gObäh^  Gleichung  o  =?  t-j-  +  ,P  selbst  mit 

«;)^|;epd  e^pqn  FaUtor.  niultiplicirt.  Nennt  man  also  Fdt  den  Falt- 
ttor  dieser  letifeten  Gleichung ,  der  die  Gleichung  o  =  dV  9  und 
«ineiiAt  man  F' dt  den  Faktor,  der  die  Gleichung  o  =  dV^  gibt,  so 
■«hat  m^ 

m  dV=x  Fdt  Tt-^  +  PI  und 

■  "'  'diu 


(d'u  \ 


Es  ist  aber  leicht,  diese  Faktoren  F  und  F^.zu  bestimmen, 

'  -wenn  die  Gr Olsen  Y  und  Y^  bekannt  sind.    Denn  F  ist  offenbar 

d'u  . 
der  Faktor  f  on  j-j   in  dem  «weyten  Differentiale  yon  V ,  und  F' 

d'u 
ist  der  Faktor  von  ^j^  in  dem  zwc)  ten  Differentiale  TonV'.  Da 

man  also,   nach  der  Yoratissetzung ,    die  Werthe  yon  V  und'V' 

bennt ,  so  darf  man  nur  die  Faktoren  Ton  -7-^   aus  diesen  bey- 

ft^A'Wei't'hen  suchen,  uiii  die  YVerthe  yonF  undF^  zu  erhalten. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  zu  unserer  ursprünglichen  Gleichung 

d^u 


o  == 


dt«    ^         ^     ^ 


zurück«  Multiplicirt  man  sie  durch  Fdt  und  F^  dt,  so  erhalt  man 

o  =  d  V  +  aAt  F  Q  und 
o  =  dV'+adtF'Q 

und  dayon  sind  die  Integralien 

c— «/dt  FQ  =  V 

c/— «ydtF'Q=V'  '  .:  ., 


29{ 

aller  anderen  Planeten  weit  ülierwiegt,  dnrch  die  riel  schwächeR 
Hraft  eines  zweyten  Planeten  gestört  wird ,  daher  man  dieseAul 
gäbe  9  mit  deren  Auflösung  wir  uns  in  diesem  und  den  folgenda 
2wey  Kapiteln  beschäftigen  wollen,  das  Problem  der  drej 
Körper  genannt  hat.  Wir  werden  aber  bald  sehen,  dafs  selbst  mdi 
dieser  Beschränkung  die  directe  Auflösung  dieser  Aufgabe  nod 
immer  als  unmöglich  angesehen  werden  miifs  ,  n/id  dafs  wir  m 
daher  mit  einer  blofs  genäherten  Bestimmung  begnügen  raüiia, 
welche  uns  durch  die,  wie  es  scheint,  blofs  zufällige  Einrieb' 
tung  des  Sonnensystem  es  möglich  gemacht  wird ,  nach  welebs 
die  Bahnen  aller-  Planeten  sehr  nahe  kreisförmig  j  und  die  VT» 
kel,  -welche  die  Ebenen  ihrer  Bahnen  unter  einander  bilden,  seb 
klein  sind ,  so  dafs  man  ihre  wahren ,  von  den  übrigen  Planeta 
gestörten  Längen,  Breiten  und  EntfeiTiungen  Ton  der  Sonne b 
Reihen  auflösen  kann ,  welche  nach  den  Potenzen  der  Excentn* 
citäten  und  Neigungen  der  Bahnen  fortgehen,  welche  wegen  da 
geringen  Werthen  dieser  GrÖfsen  sehr  schnell  conyergiren,  vi 
dadurch  die  Integrationen  der  äufserst  yerwickelten  zweyten  Di^ 
ferentialgleichungen ,  welche  die  Mechanik  für  die  Bewegn; 
dieser  Körper  darbiethet,  wenigstens  Annähemngsw-eise  mf 
lieh  iftachen. 

■  ■  ■        ■       ■ 

Diese  Diffißrentialgleichungefi  haben  alle  ,  Wie  wrr  im  tfftf 
ten  Kapitel  ges^nen  haben «  die  Form 

^6  P  und  Q  Funktionen  von  ti,-   t,  und  —  sind,  und  wo  et  ec 

sehr  kleiner  constanter  Factor  ist.   Wir  wollen  annehmen,  diüi 

man  das  endliche  oder  zweyte  Integral  dieser' Gleichung' für  <iei 

Fall  kenne,   wo  a  gleich  INfull  ist*    Differentiirt  man  dieses'I1lt^ 

gral  in  Beziehung  auf  u  und  t ,  so  hat  man  also  Tsirej  Gleichui' 

gen ,    nämlich   das   erste    und   zwejte   Integral   dier    Gleichus; 

d«u 
ö  =  -pji  -|-  P,   und  kann  daher  aus  diesen  tyrey  Gleichunges 

durch  Elimination  die  Werthe  ron  zwcy  Constanteh  c  und  c'fio' 
den^  die  m  diesen  zwey  Gleichungen  enthalten  sind.  Diese  Cod* 


sEanten  cund  c^  werden  also  in  Funktionen  Ton  a  und  t  und^ 

dt 

ausgedrückt  seyn.  Nennt  man  daher  V  und  V  diese  Funktionen) 
so  sind  jene  zwey  Gleichungen 

c  SS  V,  und  c^=:T' 
und  sie  sind  offenbar  die  zwey  ersten  Inlcgralien  von  der  gege- 


ßnc^  Qleichunjg  o  ==  ^—  -|- P,  und  sie  werden  durch  die  Elimi« 

Bition  Fon  ^-  das  gesuchte  zwejte  oder  -^n^Uche  Integral  die« 

>r  Gleichung  wieder  geben.  Differentürtman  diese  bejdenGlei- 
tlLOiigen  noch  einmahl,  so^e;rhält  man 

o  =  dV  und  o  =  dV 

.1  ■  '      •  - 

id  da  diese  Gleichungen  Tollständige  Di£Perentialgleichungen 
er  zweyten  Ojbdnui^g-sind^    so  kann  jede  Ton  ihnen  nichts  an- 

d^u 
BTÄ  «f^n  als  diö  gcfgrfS^nö  Gleichung  o  =?   ~  +  ,P  selbst  ^mit 

gepd  ej^qn  FaUtor.  multiplicirt,  Nennt,  man  also  Fdt  den  Fak- 
»r  dieser  letifeten  GleichuDg ,  der  die  Gleichung  o  =  dV ,  und 
^natinan  F'  dt  den  Faktor ,  der  die  Gleichung  o  =  d  V^  gibt ,  so 
it  m^ 

••     -  .w  .  . .    .  ;.  \,./i       ».  I    v- .  •d'U  '  \    '• 

d  V  =x  Fdt  r  T-^  +  P  1  und 

(d»u  \ 

di^  +  ^A 

Es  ist  aber  leicht,  diese  Faktoren  F  und  F^. zu  bestimmen, 

enn  die  Grölsen  Y  und  Y^  bekannt  sind.    Denn  F  ist  offenbar 

d»u  . 
er  Faktor  ron  j-j   in  dem  asweyten  Differentiale  yon  V ,  und  F' 

(  d?U  i  •  .r 

it  der  Faktor  yon  ^"y"  ^^  dem  zwe)ten  Differentiale  TonV.  Da 
lan  also,  nach  der  YoraUssetzung ,  die  Werthe  von  V  und'V 
ennt ,  so  darf  man  nur  die  Faktoren  yon  y^  aus  diesen  bey- 
eA'Vv'^i't'hen  suchen,'  üiii  die  Werthe  yoriF  undF'  zu  erhalten. 
Gehen  wir  jetzt  wieder  zu  unserer  ursprünglichen  Gleichung 

d^u 

»  =  dF+P  +  -Q     

*       -■      ■  .-  •    .      -  ,       1     - 

urück«  Multiplicirt  man  ßie  durch  F  dt  und  F^  dt,  so  erhält  man 

o  =  dV  +  «dt  FQ   und 
o  =  dV'+ÄdtF'Q 

nd  dayon  siiid  die  Integralien 

c-.«/dlFQ  =  V 

ni.  i» 


/ 
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und  so  hat  man  rwej  Differentialgleichungen,  welche  dieselbe  Fon 
haben,  wie  in  dem  Falle  wo  a  =  o  ist,  mil  dem  einzigen  Um» 
schiede ,  dafs  man  statt  den  willkührlichen  Constanten  c  und  c'  fr] 
folgenden  Gröfsen  setzt 

c—a/dt  FQ  und  c'— «/dt  F'Q 

Wenn  man  aber  unter  der  Voraussetzung  et  =s  o ,    aus  den  eirey 

du       ,     , 
Integralen  c  =  V  und  c'  =s  V  die  Gröfse  -t"  eliminirt ,    so  ö-j 

hält  man,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  das  endliche  Integraler 

d*a 
Gleichung  o  a  --r-^  4~^9  ^^^^  erhält,  mim  auch  das  endlicheb 

d*n 
tegral  der  gegebenen  Gleichung  o  ==  ^-p  +  P  -{-*«(  Q , 

ot  ^. 

man  blofs  in  dem  Torhergehenden  Integrale  die  Gröfsen  c  undcl 
in  c — a  /  dt  FQ  und  c' — «/dt  F'Q  verwandelt.  Um  das  VorM 
gehende  auf  einen  besondern  Fall  anzuwenden,  sejr  dieGleichuf 

d«u 
o  =  ^  +a*u  +  «Q 

gegeben,  wo  a  eine  sehr  kleine  Gröfse ,  undQ  irgend  eineFooi- 

du 

tion  yon  u  t  und  t*  ist«  Für  a  s=  o  hat  man 

dt 

d«u 

^  =  dF  ;*-•/* 

und  Ton  dieser  Gleichung  ist  das  zweyte  Integral 

c   _  c' 

u  Ä  —  Sin  at  +  —  Cos  at, 
a  a 

wo  c  und  c<  zwey  beständige  Gröfsen  sind,  und  davon  ist  das» 
ste  Differential 

—  s=  c  Cos .  at — c'  Sin  at. 
Die  Combination  dieser  bejden  letzten  Gleichungen  gibt 

c  =s  au  Sin  at  -^  ^  Cos  at 

c'  =  au  Cos  at  —  -r-  Sin  at. 

dt 

Dieses  sind  die  zwey  Gleichungen ,  welche  wir  oben  c  s^Yvi 
c'  =  Y'  genannt  haben.   In  der  ersten  derselben  ist  der  Faktor 
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>n  dt«"  S'^^^**  ^  ==  ^^*  ** '  ^^^  ^  ^er  zweiten  F'  =  —  Sin  at. 

ir  wer aen  daher ,  tun  das  yoUständige  Integral  der  gegebenen 
leichung  zu  erhalten,  nach  dem  Vorhergehenden  in  der  Gleicfanng 

es  -  Sm  at  +  —  Cos  at  blofs  statt  c  die  Gröfee  c— «/  dt  FQ, 

\d  statt  c'  die  Gröfse  c'— «/dtF'O  substituiren ,  wodurch  man 
hält 

=  (£r^Z:9iLE2iÜ^  Sin  at  +  (-c'+VQ^tSinatj  ^^^^^ 

ler  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung 

d«u 
^  —  ^[^  +  a*u  +  ^  Q  imä  seyn 

c                   c'  a  * 

11  =  ^  Sinat  H Cos  at —      Sin  at/  Q  dt  Cos  at 

a 
a 

Ist  z/B.     aQ  s=  A  +  B  Cos  mt  4-  C  Cos  nt 

4"  ß  Sin  mt  4-  Y  Siö  nt 
r  ist  das  gesuchte  Integral 

A  c  ^.  .    c' 

—  bin  at  +  - 
a  '    a 


+  -  Cos  at/Q  dt  Sin  at  .  .  .  (A) 


IL  G  C 

u  s=  *-  --  4 Sin  at  4-  —  Cos  at 


B  C 

+  ii'^I=?-C^smt+  rv^^  Cos  nt  + 

ß  y 

+  xaa_ot  Sinmt+  ;;^— ;^  Sia  nt  + 


I.   In  der  Theorie  der  Störungen  besteht,   wie  wir  sehen 

;rden ,  die  Gröfse  Q  blofs  aus  Gliedern  der  Form  A  Sin  (mt-j^  £) 

er  A  Cos  (mt  4-  8)  9    und  man  sieht  leicht ,   wenn  man  diese 

erthe  statt  Q  in  dem  letzten  Ausdrucke  yon  u  substituirt,  dafs 

3es  Glied  yon  Q ,   welches  die  Form  hat  A  Sin  (mt  H^  ') '   ^^ 

aA 

m  Ausdrucke  yon  u  ein  Glied  '—  Sin  (mt  +  e)  ,  und  dafs 

m' — a* 

en  so  jedes  Glied  yon  Q ,  welches  die  Form  A  Cos  (mt  +  «) 
t ,    in  dem  Ausdrucke  yon  u  ein  ihm  correspondirendes  Glied 

u  A 

i :    Cos  (mt  +  0  heryorbringt.  Man  wird  daher ,  wie  man 

Pa 


schan  jetzt  sieht,  bey  den  folgenden  bloTs  genäherten  Intei 
tionen  dieser  Gleichungen  yorzüglich  auf  diejenigen  Glieder  Ri 
fticht  nehmen  müssen ,  für  welche  die  Gröfsen  m  und  a  einao 
nahe  gleich  sind,  weil  diese  durch  die  Integration  oft  sehr 
trächtliche  Werthe  erhalten  können« 

Davon  maeht  der  Fall ,  wenn  m  =  a  ist ,  eine  Ausnahi 
Denn  ist  z,  B.  in  der  Gleichung  ^I)  die  Gröfse  aO  s=  B  Cosi 
so  findet  man  für  ihr  Integral 

«o.  c'  ^  B    ^  Bt 

u  =  -Sin  at  +  —  Cosat  —  • Cos  at— Sinat, 

a  a  4a»  2a 

Bt 

und  hier  unterscheidet  sich  das  letzte  Glied  —  Sin  at  n 

tta 

sentlich  Tor  aTlen  übrigen f  weit  es  die  Zeit  t  auf  ser  demZt 

chen  des  Sinus  enthält ,  und  also  mit  der  Zeit  ohne  Cnde  wäd 

oder  abnimmt,  während  alle  andern  Glieder,  die  die  Zeitttf 

unter  dem  Zeichen  des  Sinus  oder  Cosinus  enthalten,  blofsenperif] 

dischen  Aenderuagen ,  so  wie  jene  trigonometrischen  Fnn&tioB 

selbst  unterworfen  sind,   und  daher  zwischen  bestimmten' Gm] 

zen  ,ab  -  und  zunehmen ,  aber  ohne  diese  Gränzen  selbst  zu 

schreiten. 

Da  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  perfodisch  wiederic 

ren ,  wenn  auch  ihre  Winiiel  ins  unendliche  wachsen ,  so  ist 

des  Glied  der  Form  A  q^  (mt  +  t)  selbst  periodisch ,  und 
nennt  A  das  Maximum ,  mt  -)-  £  das  Argument ,  und  endlich 

die  Periode  des  Ausdruckes  A^^^^^  (nit  +  «),    wo   m  in  Gnii 

und  die  Periode  in  solchen  Zeiteinheiten  ausgedrückt  wird,  in 
chen  die  Gröfse  t  selbst  ausgedrückt  ist.  Die  Periode  jenes Ai 
druckes  ist  nähmlich  die  Zeit ,  während  welcher  der  Werth"^ 

A   (j^g  (mt  +  c)  durch  alle  seine  Abwechslungen    von  GröU.  j 

und  Zeichen  geht ,  bis  er  Wieder  zu  dem  Punkte  gelangt,  m  i 
welchem  er  ausgegangen  ist ,  um  eine  neue  ähnliche  Reihe  iv  t 
Abwechslungen  zu  beginnen«  Wird  also  z.  ß.  die  Gröfse  tili' 
Tagen  und  deren  Theilen  ausgedrückt,  so  ist  m  die  tightV^ 
Aenderung  des  Argumentes  in  Graden  ausgedrückt^  und  Ümi 
Tai:i'=s  3öo:T,  oder  die  Periode  Ic 

r«  300      ^  Wf 

T=  -—  Tage.  1^ 

Während  also  die  oben  betrachteten  Glieder  von  u,  -w^^ 
aA        g:^ 
die  Form  ^,_^,   ^^^  (mt  +  c)  haben,    nur   periodische, 

kürzeren  oder  längeren  Perioden  wiederkehrende  XTngleicUf  a 
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en  sind ,  bezeichnen  im  Gegentheile  die  + ^.  *   (at  +  «) 

^  —    2a     Sm    ^ 

iber  alle  Gränzen  fortgehende  Störungen  ,  die ,  wenn  sie  in  der 
l!*hat  in  einem  Systeme  statt  haben,  endlich  die  völligi)  Zerstör; 
iing,  oder  doch  eine  gänzliche  Umänderung  des  Systemes  zlir 
«'ölge  haben  müssen.  Wir  werden  aber  weiter  unten ,  wo  wir 
uf  die  Gleichungen  der  letzten  Art  wieder  zurückkommen  wer- 
6n ,  sehen  ,  dals  sie  ihren  Ursprung  nicht  isowohl  in  der  Natur 
er  Differentialgleichungen ,  sondern  in  der  Unvollkommenheit 
nserer  Analysis  haben,  und  dafs  ihre  nähere  Betrachtung  zu 
iner  eigenen  Gattung  von  Störungen  führte ,  die  wir  in  dem 
ahnten  Capitel  entwickeln  werden. 

!!•  Wenn  also ,  wie  es  bey  der  Bestimmung  der  Bewegun- 
sn  der  himmlischen  Körper  der  Fall  ist,  dieGröfseO  eine  ganze 
rüd  rationelle  Funktion  von  u  und  von  dem  Sinus  und  Cosinus 
>lcher  Winkel  ist ,  die  mit  der  Zeit  t  gleichförpiig  wachsen , 
>  wird  die  Integration  der  Gleichungen  der  Form 

d«u  ^ 

o  =  j^  +a«u+  aQ 

arin  bestehen ,  dafs  man  zuerst  die  kleine  Gröfse  a  gleich  Nul 

nnimmt,   wo  dann  das  endliche  Integral  der  Gleichung 

d'i        t 
u 

=  T— ;■  4"  ^*^  einen  ersten  genäherten  Werth  von  u,  den  rein 

iptischen  Werth  gibt,  wenn  aQ  die  störenden  Kräfte  enthält. 
•Ibstituirt  man  diesen  ersten  Werth  inQ  ,  so  wird  man  dadurch 
^Is  eine  ganze  und  rationelle  Funktion  erhalten ,    deren  Glic- 

Sin 

'»  alle  von  der  Form  Aq^^  (pit  -j?-  «)  sind,    Integrirt  man  dann 

d«u 
^Gleichung  o  =. |-a*u  +  aQ  mit  Hülfe  der  Gleichung  (AJ, 

erhält  man  einen  zweyten  Werth  von  u,  der  aus  zwey  Thei- 

-  bestehen  wird,  wovon  der  erste  (wie  die  Gleichung  (A)  zeigt), 
i^  vorigen  elliptischen  Werth  von  u ,  und  der  zweyte  die  Cor* 
*iion  dieses  elliptischen  Werthes  enthalten  wird,  welche  Cor- 
^tion  offenbar  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte  d.  h.  von 
•r Ordnung  der  kleinen  Gröfse  a  seyn  wird.  Substituirt  man  dann 

-  sen  zweyten  Werth  von  u  inQ,  und  integrirt  die  so  erhalteneGlei- 
Kung  wieder,  so  wird  man  einen  dritten  Werth  von  u  erhalten, 
f  aus  drey  Theilen  besteht ,  dem  elliptischen ,  dem  von  der 
'  dnung  a,    und  dem  von  der  Ordnung  a',    und  wenn  man  das- 

be  Verfahren  fortsetzt  ,   so  wird  man  den  genäherten  Werth 
^  u  bis  zu  einer  gegebenen  Potenz  der  störenden  Kräfte  erhalt  Cii. 

5.  3. 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Gapitels  werden  sich  auf 
r   Entwickluns"  der  GrÖfsc 


23(1 

B'/  =  ^  Cos  5— (a«— aaa'Co»  3+  a'«)— i 
a'* 

in  eine  Reihe  beziehen ,  die  nach  dem  Cosinus  der  yiel&ch 
Winkel)^  fortgeht«  Um  den  Gang  jener  Untersuchungen  dort  nidt 
mehr  zu  unterbrechen,  wollen  wir  diese  Entwicklung  schon  lue 
vornehmen. 

Nehmen  wir  also  an ,   dafs  die  zu  suchende  Reihe  folgeoi 
Gestalt  habe 


(o) 


(0 


W. 


R'/  =a  i  A}""  +  A'*'  Cos  S  +  A'^^Cos  2  d  +  A^^^  Cos  3  »  +.. 
wofür  man  allgemein  setzen  kann 

wenn  man  voraussetzt,  dafs  n  alle  ganze  Zahlen  von  ji  =  ^; 
bis  X  =s  -f«  00  bezeichnet,  auch  denWerth  x  =s  o  mit  begriffi 

wo  dann  A  ^    =s  A     ist ,  und  daher  in  dem  letzten  Ans- 
der  Cosinus  für  jedenWerth  von  n  zwejmahi  vorkömmt ,  so 

also  für  X  =  3  ist 

R/'  =x  i  A^^Cos  (33)  +  4  A^""^Cos  (—3^)    * 
das  heifst,  da  A^^^=  A^""^^und  Cos  (3<^)  =  Cos  (—35)  ist, 

R/'  =  A^    Cos  33    wie  zuvor. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  Werthe  von  A     undi 
Differentialien  in  Beziehung  auf  a  und  a'  d«  h»  die  Werthe 

j  ,    ( -—     ^  ,     (  - —     )     «.  f.  suchen. 
/       Vda'     J       Vda«      / 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  die  Grofse 

(a— 2aa'Co8S  +  a"*)      in  eine  oolcheReihe  entwickeln,  die 

den  Cosinus  der  vielfachen  5  fort£;eht.  Setzt  man  —  =  «.  so 


-'X' 


—  21 


. — X 


jene  Grofse  a'         (i — 2  a  Cos  3  +  a')      . 
I.  Wir  wollen  also  annehmen 

.    (i— 2o  Cos  3  +  a«)""''  =  i  b^  +  b '  CosS  +  b*  Cos  »3 

X     "  X  X 

+  b^  Cos  3  3  + .  .  .  . 

Ol  2 

und  zuerst  die  Werthe  von  b    ,  b    ,  b      •  •  «  •   suchen. 

X  XX 

Nimmt  man  von  diesem  Ausdrucke  die  logarithmischen  Differet 
tialien ,  so  ist 


33l 


T.       _2«xSm9  -b*Sm9-ab*8ma»-.... 


r  '  fb^  +  l»^  Coss +b   Co»a» +.  .  .  . 

•  Mnltiplicirt  man  kreuzweise«    und  betrachtet  man  blofs  die  in 
Sin  (j! — i)d  multiplicirten Glieder,  so  wird 

—  2£ex  Sin5(ib^ +b*Cosd+b*CosaS+»  •  «)geben' 


JC— 2 


■r 


9 


—  a«  X  Sin  S  Cos  (ii — a)  d.b       — aax  Sind  Cos'jid  b 

=  (ax  b    — äxb        f  Sin(x— i)S, 
lud  eben  so  wird 
(i — aa  Cos  5  4-«*)  ( —  ^*  Sini^ — ab*  SinaS —  .  •  .)  geben 


* — 1  «.     .  v^   •         ,  .  -  X— 2 


V  (i-|-«0(»— *)^       Sin(Ä— i>+-aa(x— a)b       Cosi^Sin^Ä— a)5 


X 

4-2ftjib   CosSSinji^ 

•  •     X 


j  =  r_(i+««i)(«_i)b*    *+«(«— 2) b*^+a«b*1  Sin(ji~i)5* 

.Setzt  man  beyde  Faktoren  yon  Sin  («  —  i)  5  gleich,   so  er- 
r    hält  man 

(ii-i)(i+«»)bP-(i.  +  x-a)ab"-* 

\=  ^ ^ : L_ (a) 

(ji— X)  a 

und  diese  Gleichung  gibt  daher  b   ,  b  » .  .  . ,  wenn  man  b^  und 
b      hat. 

X 

11/  Verwandelt  man  x  in  x  -|- 1 ,  so  ist 
(i— aaCos5+a')""*""'=ib°      +b*      CosS+b*       Cosa^+.. 

Multiplicirt  man  beyde  Theile  dieser  Gleichung  durch 

O — 2  «  Cos  5  +  a»)  und  substiluirt  für  (i  —  a  a  CosS^""^) 
die  im  iVufange  ypn  (I)  gegebene  Reihe ,  so  ist 


23a 

Ab'^+b- Co»l^+b' Cos«l^+.  .  .  =(i — 2«Cos5+o«) 

fxb^      4.b*       Cöß?+b*       Cos2;^4-.  ,  .  .1 
J^»    x+1  '      X4-1  x4-i  •  J 

Der  Coefficient  vonC^s  «S  in  dem  ersten  Theile  dieser  deidrai^ 
ist  b   ,  und   in  dem  zweyten  Theile  ist  das  Glied  dieses  Coeffi* 

X 

rienten 

(i+aMb*       Cos«)^— aab*"*"*  Cos  i»  Cos  C«+0  ^ 

— 2a  b        Cos 9  Cos  (ji — 1)9 

x+i 

.  .  '    •  •         .   .  ■  "    ' 

b*      — ah     * — ab         |  CosxS. 


l.  ^   ^^   -^     X+l  X+l  X+l  J 

Setztman  also  bey4e Coefilcienten  Ton Cos  jid gleich,  so  ist 

b"  =  (i  +  a»)  b*       — ab""^'— ab*~^ 
X         ^  ^^      -^     x+i  x+i 


8abstitairt  man  in  diesem  Ausdrucke  den  Werth  von  b         aus  (4 

x-f-i 

nähmlich 

^      '«(i+a«)b*      — (Ä+x)«b*~'* 
X4-I  (>i — x)  a 

60  erhalt  man 

X  2  ax  b       .  —  (i+a»)xb    ,      ••'*(•) 

X  .         — — ^.^ 


n  —  X 

oder  wenn  man  a  in  ji  +  i  verwandelt , 

-1,  3axb         — (i+a«)xb 

b  ^*    =  x+i        ^     ^     ^        x-f-i 

X  

n  —  X  +  1 

x-l-i 
oder  wenn  man  wieder  den  vorieen  Werth  von  b  substitoirt, 


..(2) 


a  (ti — x)  («  —  x+  0 
Eliminirt  man  dann  b        aus  den  Gleichungen  (l)  und  (a) ,  so  ist 
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(!+««) (ä+x)  h^  - 3  («-X  + 1) ab  - 
= •  *  '  *  KP) 


b"  = 

*"*"*  X(l— ««)« 

oder  wenn  man  hier  wieder  den  Werth  von  b         aus  (a)  substi- 
tuirt, 

*    b*        ==  ^""""^^  ('  +^')  '^i  +  2  (ä  +  x— l)  ab*"^^  ^,^ 

x+i 


x(i— «»)« 
und  diese  Gleichung  wird  die  Werthe  von 

b    ,    ,  b        '  b         ...  geben, 

X+l'       X-f-l         x+i  ^ 

wenn  die  von  b  ,  b^ .  b    •  ♦  •  bekannt  sind. 

X       x;     X 

in.  Wir  wollen  nun  noch  die  Gröfsen  b     und  b      suchen  , 

X  X 

von  welchen ,    wie  wir  gesehen  haben ,  ialle  anderen  abhängen. 
Sey  der  Kürze  wegen  x  =  i  —  2a  Cos  S  -f-  «*,  also  auch 

X      =  (i* — at  )      •   (i  —  OS  }      j  wolog.nat.«=iisU 

Entwickelt  man  den  zweytenTheil  dieser  Gleichung,  so  ist  klar, 

dafs  die  zwey  Gröfsen  £  und  e  in  der  Entwick. 

lungd  enselben  Coefficienten  haben  werden,  weil  sie  vor  der 
I  Entwicklung  denselben  Coefficienten  a  haben.   Nennt  man  also 

X  diesen  Coeincientcn  von  c  oder  c  «so  wird 

die  Summe  dieser  bejden  Glieder  M^^  gX^V^— i  und  M^e— *^  V^— » 

gleich  2  M   Cos  ^9  seyn ,   und  da  dieser  Ausdruck  auch  gleich 

X  X  ■•       :        ' 

b     Cos  a5  seyn  mufs ,  so  hat  man  b  =  2  H  . 

■    '        ■  — X    :  '        . 

^  Nun  ist  aber  'K       gleich  dem  Produkte  der  beyden  Reihen 

•               :;jv-i   .•  «'x(x+i)     23V-I 
b  i+«x«  +   p7^ .  « 


i 

^ 


"     I     a^.x(x-^^)(x  +  a)     53V— i  +  .  .  .     ' 


334 

-^  V-i    .    a'^(x  +  i)     —4^  v_, 
1  4-  a  xt  H  ;-;;^ < 

fl*x  (x  +  i)  (x  4-  g)   — 3:>v— 1 

"*"  i^a.ö  •  +  •   •  - 

Wir  wollen  diese  bcjclen  Reihen  ^o  ausdrücken , 

Ol  •  2 

4-w«e  +w         €  +w         «^' 

wH-w«  +W-«  «.^ 

O    '  1  2 

In  dem  Produkte  derselben  ist  der  Faktor  yon  «  gleic 

WW+W¥^  +ww^      +w,  w  +,. 

O        Jt     '  1        x  +  1  2       x-l-2  3       «-f-3  . 

Für  JE  =:  o  ist  daher  dieser  Factor 

und  für  i&  =  i 

w    w    +w    MT    +Mr    w^+w.   w,  +\«*=M, 

d.  h.  wenn  man  die  Werthe  von 

w  =  I.,  '^  =«,  w  ==£iCltl> 

o  «  '     a  i.a        •  •  • 

wieder  herstellt ,  so  ist 

1  1.2  "^  1.2       *  ^I*2,3 

und  da  b    s  2  M  ,  und  b    ==  2  M    war ,  so  ist  auch 

X  O  X  1 
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'  1.3 

I.«  i««.3j  J 

ik  diese  beyden  letzten  Reihen  conyergiren ,  mufs  a  kleiner 


a 


lie  Einheit  seyn.   Wir  haben  aber  «  ==  --  gesetzt ,  wodurch 


—  2aa'Cos3  +  a'«) 


— X  — -ix  ■— X 

=3  a'       (i— ««CosS+a")        erhielt. 


a        •  (i — 3aCos3+«')      ^ 


OK 

te  a  ^  a^  seyn ,  so  wird  man  a  =  —    annehmen  ,    wodurch 

a 

erhält 

i«  — aaa'CosS+a'»)""*  = 

lafs  also  diese  zwej  Reihen  immer  conyergiren ,   wenn  man 

:  -•  und  a  <  a^  annimmt;, 
a'  ^ 

Wir  werden  in  dem  folgenden  Kapitel  sehen ,  dafs  man  in 

Theorie  ^der  Störungen  yorzüglich  die  Werthe  yon  b    und 

i 

iraucht,   indem  man  in  den  Reihen  (d)  die  Gröfse  x  =  f 

X  =1  I  setzt.  t)a  aber  für  diese  zwey  besonderen  T^älle  die 
len  (d)  nur  wenig  conyergiren ,  wenn  nicht  «  sehr  klein  ist« 
sollen  wir  x  =s  —  ^  setzen ,  wodurch  diese  Reihen  in  fol* 
ic  übergehen: 


,  /I.1.3.5     y  , 

+  (  T—s»«*/     +••• 


2*4  3  •  4 • 0 

1.3.5    1 • I .3.5.7 


.♦.(dO 


.3    I.1.3.5  1.3. 9    1.1.3.5.7  1 

:6*a./».6.B*'+4TO-a.4.6.8.io-*    '  *  J 
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« 

O 


Hat  man  so  b      und  b    , ,  so  findet  man'b^  aus  derGleichiuig(b) 

o    = — J —±  .  .  .  {e} 

Dieselbe  Gleichung  gibt  «auch 


2  -         .         .^   ,  1 


Die  Gleichung  (a)  aber  gibt 

8  O  '  1 

lo  a  b       =.  Sa  b    ,  +  4  (>  +  Ä*)  b      ,  also  hat  man 


^^.^aabl,  +  3(.+aOb^^     ^Q 

*  6-*')- 

O  _       l 

Kennt  man  so  b   und  b    aus  (e)  und  (f),  so  gibt  die  Gleichung 

n  X  JL  * 

(a)  die  Werthe  von  b  ,  b  ,  b  ,  und  die  Gleichung  (c^  die  Wer- 

i       j       V 

ihe  von  b^,   b,,  b^  .  .  .  . 

'  "a        i        ¥ 

Noch  fehlt  b,  und  b^  •  Die  Gleichung  (b)  gibt  für  x  -s  o  und  x=:  j 

ir  3 

o         (»+«')  b,    —  Sab 


b;  = 


n 


(l-u«) 


o       1  *  * 
Substituirt  man  die  Werthe  von  b^j^undb^  aus  (e)  und  (£)^  suisi 

K  =         -«       •  •   .  (g) 

Eben  so  gibt  die  Gleichung  (c)  für  je  =ä  i  und  x  =   j^ 

1  _  sab^— (i+a»)  b' 


►,  und  bj_ 

2  l2 


also  wenn  man  wieder  die  Werthe  von  b,  und  b^  substituirt 


flS7 


5.4 


>• 


X 


Nachdem  wir  so  die  Gröfsen  b    bestimmt  haben ,  Wollen  wir 

nun  die  Werfli^'von  Ä   .,  A^,   Jt^^ .  .  /  suchen.    Wir  haben 
oben  angenommen  ,  ,'    _•    .Id..  .....*..:.' 

;   ^^  Gjiys  i>  —  (a«  — ;2  ta' €os  5  +  a'/»)V* 
=  i  A.^**^  +  A^*^  Cos  5  -I-  A^*^  Co«  39  +  •'•  •' 

i  « 

«    < 

Ist  aber  --  =  « ,  so  ist 
a' 

'  '•■■■-       K-  —     ;  .  !      . 


(a»—  fl  aa'  Cos  5  +  a")    *  =  f  (1  —  2«  Cos  ^  +  ««)    % 
und  dEeser  letzte  Ausdruck  war.  gleich 

?_  («  b®  +  b*  Cos  S  +  b^Cos  23+  .•  0  . 
.  a'  ..    .4  «*  «^ 

also  ist 


■  >  ■     /' 


9: 

•r.  .  ♦». 


—  CosS  — (a«— cäa'CosSr+a'O    * 
a'« 


« j    «^  I •  • '  • 


=  _JL      b*'4-Y-^ lb'\C08  5-ib*C08«S- 

2  a'*     {     'Va'"       a'    »/  a'    i 


•    «    « 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  ersten  der  vorherge- 
benden Gleichungen ,  so  sieht  man  ,  dafs  allgemein  ist 

a*    1 

wo  ii  alle  positive  und  negative  ganze  Zahlen  ^  auch  /i  ,s;  ^  bo« 
zeichnet«  Für  den  besondern  Fall  A  ==  i  aber  hat  man : 


A 


(1) 


a'*  a'        i 


L  Da  wir  in  dem  folgenden  Kapitel  auch  die  Gröfse 


— s 


^a«  —  2  aa'  Cos  ^  +  a'")    *  brauchen  werden ,  die  wir  gleich 
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r  B^^)  +  B^'^  Cos  3  +  B^*^  Cos  ai^  +  B^^^  Cos  35  + 

setzen  wollen,   so  können  wir  anch  dieser  Reihe ,  -wie  imAi- 

fange  des  3.  J.  die  Form  i  2B  Cos  vi  3  geben  ,  wo  ä  iried« 
alle  positive  und  negative  ganze  Zahlen,  auch  n  =  o  mit  lie- 
grifiPen ,  bezeichnet*  Üa  aber  diese  Reihe  die  Entwicklmig  der 
Gröfse 

(aO""^  (i  —  a«  Cos  5  4-  «0~*  »»*  $ 
und  diese  Entwichlung  nach  dem  Yorhergehenden  gleich 

(aO'"^  (i  K+^\  Cos  3  +  b!  Cos  35  -1-  •  .  -^  ist, 
so  hat  man  allgemein 

B«=i,..;...(o 

für  alle  Wert  he  von  a  ohne  Ausnahme. 

•5.  5-  '    '       . 

Nachdem  wir  so  die  Gröfsen  A  und  B^^^  gefunden  haba 
sind  noch  die  Werthe  der  Differentialien  diesei?  Gröfsen  in  B«- 
siehang  auf  a  und  a^  zu  suchen«  ' 

Es  sey  (wie  im  J.  3.  III)  A.  =.  i — a«  Cos d-j-«"»  also  (ikachj.ll 
7i^^  =  I  b^  +  b*  Cos  d  +  b^  Cos  a  d  -1^  •  .  . 
Uifferentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  a ,  so  ist 

-x_,  db""  db* 

—  ax  (a— Cos  »).\  » I  _j  +      3c     Cos  » 

dtf  da 


db* 


da 


2.  Cosa  d  + 


•    •    •    • 


oder  da  a  *—  Cos  ^  =s • ist ,  so  ist  auch 

a  <*  ^-  da 


-  (x+i)  . 

u 

-X 

db" 

±          X 

'-dT 

db' 

+    ^ 

da 

Cos  a 

»  + 

•    •    •    • 

ergleicht  man  die  Coefikienten  yon  Cos  js  5 ,  so  hat  man 

db  X  X  X    X 

T    -  et  ^  •'      x-f-i        a    X 

da 


her  die  Gleichung  (b)  des  §•  3«  gibt 

X 


(.-«Ob*  ^    (x+«)(.+a')j^»       _2(^-X+.)^ 

ddirt  man  also  zu  diesem  Ausdrucke  die  Gröfse 

a(i— a«)     X  * 
o  erhält  man 

ab* 


ind  das  Differential  dieser  Gleichung  ist  ^ 

d'b"        <t4-«'(^-t-a»)   db* 

2a«  (i+a«)  (ä+x)  — (i-r-a»)«Ä       x 

■   ■  ■■■    ,  .  b 

a»  (i— «')*  * 

x>4**i 
2  fn— x+i)    db  4(^ — x+»)a    i.*+*  ,  \ 

da  \  y 

I.  Die  Gleichung  (i)  gibt  daher 


aA^*^  »      /dÄ\    db  _    /d« 


i      /daN    db  /"•"^        *"    . 


da 
und  für  den  besondern  Fall  «  s=  i 

dA^*>-    »    /        db* 
da         -      '  a« 


>         1    /        db'  \  f.. 


und  endlich  allgemein  ^  selbst  für  den  Fall  ^  =  i 


a/|o 


d? 


(") 


da« 


J^d»  b 
da» 


Cp) 


X 

a 


n«  Um  eben  so  dieDifferentialieo  vonA  in  Beziehung  auf 
zu  erhalten,  wollen  wir  bemerken,  dafs  man  fär  jede  homog( 
Funktion  yonx  nndy  z  B.für  die  Funktion  z  =  px»  -f-  qy",( 
Dimension  m ,  die  Gleichung  hat 


(dl) + y  Cd?)  =^  "'^• 


dy. 


(«)  -.. 


Da  non  A     eine  solche  homogene  Fanhtion  von  a  und  a'  der 
mension  —  i  i»t ,  so  hat  mftn 


a 


r^) + .'  (^)  =-a(«> 

V  da  /  V  aa'  -^ 


woraus  sofort  folgt 


a' 


/dÄ^''h^_,(x)_/dA<''\ 
*    V  da'  "^  ^  da    X 

Vda  da'/  ^  da   -^  V  "  J^^,    y 

V  da"  -'  ^  da  ''  V  da»    / 


III.  Eben  so  gibt  die  Gleichung  (1) 


also  auch 


( 


dB^\ 
da   ^ 


_  1     db 


1 

a^* 


•  f#') 


a'5  (  l_) 


<l«c' 


^4^: 


iW 


vhA  a«  Ö      wiefler  eine  lioioögeiie  Fiinktiiim  roö  ii  tind  a'  der  Dti 
mensioti  -—  3  iat ,  so  hat  man 


a 


'.äB^">^ 


also  ähch 


,(«) 


(i) 


^    dÜ    >^  .V   da'  X 


{") 


«.  ä,  #; 


dl 


ri 


III. 


^s 


I 

l  •  


NEUNTES    KAPITEL. 


Problem    der    dreyKörp  «^r. 


S*  1. 

Um  die  Bewegung  eines  Körpers,  dessen  Masse  m  ist,  vmc 
nen  Central -Körper  der  Masse  M  unter  der  Yoraussetzang  cal 
den,  dafs  auf  den  bewegten  Körper  m  noch  andere' Körper,  den 
Massen  m^  m^^  m'^^.  sind,  wirken,  sejen  xyz  die  rechtwinklid 
ten  Goordinaten  ,  welche  die  Lage  ton  m  gegen  M  bestimmen.  D 
Lage  yon  m^  m'^.  .  .  gegen  denselben  Central -Körper  M  -werd 
durch  die  den  yorigen  parallelen  Coordinaten  x*  y^  z'  und  t*'y"z*', 
bestimmt,  wo  der  Anfang  aller  dieser  Coordinatenaehsen  in  de 
Mittelpunkte  TonM  ist,  und  wo  daher  die  Entfernung  derKörp« 
m,  m^,  m'^ « •  von  dem  Mittelpunkte  von  M  nach  der  Ordnung 

V/x«  -+-y«  -+-Z«  =  r,     \/x'«  +  y«  4-  2'*   =  r', 

y/x*'*  +  y«  +  z''«  =  r''   ist,  u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt  sey 

m'  ni'' 

R  -r:  —  (XX'  +  yy/  +  m')  +  :^  (xx"  +  yy"  -f-  az'O  +  • 


m' 


\/U'— »)•  +  (y— y)!  +  c*'-  «)• 

~"  \/'(x"—xy  +  (y" — y)»  +  (z"— 2j« 

so  hat  man  für  die  gesuchten  Gleichungen,  welche  die  Beweg» 
des  Körpers  m  um  M  bestimmen ,  nach  Cap.  II,  §.  3.  I 


*=  dF'  +  T^'T"  Vd7/ 
*  =  di»"  +  f»'  "•"    Vdy~/ 

*""  df  ^  7»  ^  Vdz/ 


*    •  ■• 


(A) 
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"wo  vrieder  /x  =3Ir|-:™  ^s.^*  Diese  Gleichungen.^  welche ,  vn^  man 
sieht,  für  R*  =,  o  in  die  (des  Cap.  II  ^l  4)  übergehen ,  sollen  nun 
integrirt  Averden.. 

MuUiplicirt  man.  diese  Gl^ichji^ngeii  nac)i  derOrdnijng  di^rcti 
dx ,  dj  ^  dz ,  so  gibt'  die  Summe  dieser  Produkte  9  wenn  man 
sie  integrirt, 

c     -  dj^"      .    .  r  a  •^  ^ 

■  .j  ..    •;  ;',•■•        ■  •  •  ■  '.•'•; 

wo  «  die  Cpuslame  ^  der  Integration  ist,  die  ,pach.Th«  IT,  p.  29 
Khriek  dier  halben  gröfsen  Achse  der  .Bahn,  des  Körpers  iia,  sejn 
mH^  wenn  A  =s  o  ist ,  oder. wenn  die  Wirkungen  der  anderen 
JBmrpet  m^  m^^m'^^.«  verschwinden.    .  ., .  ^ :  , 

.       Hultiplicirt.man  die  Gleichungen  A  nfich  der  Ordnung  durch. 
.  X  W  y  z  und  addirt  ihre  Summe  zu  der  Grieichung  B,  so  erhält  man, 

?4da|d«.r«==:a.rir==xd«x+yd*y+zd»2  +  dx«4*dy«4Hl2«i8^^ 

i      o  =  i.^_t4.e  +  s/dR+rfi/..:.(ci 

^WO  der  Kürze  wegen 

l'L       \      .   /dR\     .        /dR\     .        /dR 


*rrfR'  =  x  f  g— J  +y  VdTv  "^^  vdy  8®*^^^  worden  ist. 


£s  »ey  nun  äy  ier  zwi.9pben  dem  Bjidius  y  und  r.  +,  ^r.  ^i^i 

S'eschlosseneBogen,  also  dx*  -f"^y*  +  ^z*  =  dr" -J-r'dv',  und 
aber  die  Gleichung  (b^ 


o  = 


dt*  r    ^  a   ^^    ^ 


äiubtrahirt  man  diese   (G)eicbiing  ton  {JQ)\  un^  bemerkt,    dafs 
i  i*^i^  =  dr"  -f"  J^d*r  ist,     so  hat  man 

rd'r  —  v'iv"    .    /*    .      i,    •  ^v 

*  =  ■ d? +  f  +  '*'••  •  ^"^ 

' '       •  1  •  •    '  .     .    ■         .  '  •  .  •      ' 

Älultiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  A  durch  y  und 
Ir  ^ie  zwe)rte  durch  —  x ,  so  ist  die  Summe  beyder  Produkte 

xd«y  — Vd»x     :       /dRv  /dR 

o  = r^ '       '    -  ' 


und  deren  Integral  ' 
X  dy  —  y  dx 
dt 

und  eben  so  erhält  man' 


2 


«♦4 

WO  c  c'  c''  die  Constanten  der  Integration  sind.  Wenn  Ä  =  • 
ist,  woJannnachTh.il  p.  3i.  die  Bahn  des  Körper»  m  eine  ebene 
Ourve ,  ein  KegeAschnitt  ^st ,  und  wenn  man  annimmt  ^  dafs  diese 
Curye  in  der  £bene  der  x  y  Hegt ,  so  ist  z  =.  o ,  und  dann  ist 
naeh  Th/  II  p.  s6.  und  Cap.  YII,  j.  4.5, 4.i^ -.^^te  jener  Uonstanta, 

c  =s  \/9LfA  (i— ^e')  wo  ae  die  Excentrtcität  der  Bahn  von  a  iitii 
Tbeileir  der  halbe»  ^ofsen  Achse  a  dieser  Bahn  ausgedrückt»  Ibi 
kann  noch  bemerken ,   dafs  au  a,  O«  p«  is()«  die  Gröfse  ^.  gUfk 

-=7^,  a*  oder  /im  n"  a^  ist,  wenn  n  die  mittlere  tagliclie  Be¥^ 

giing  des  Körpers  m  um  M  bezeichnet« 

Multiplicirt  man  die  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungei 
durch  y,  und  die  dritfe  durch  —  x,  so  gibt  ihre  Summe 

Die  crkte  jerter  dTrejCIeichongeii  aber  gibt,  'wenn  maa  die  lIfih^ 
i-en  Potenzen  Tod 

I>ie  Yerbindung  der  bejden  letzten  Ausdrücke  endlich  gibt 
e/y — e"x         (c'y — c"x) 


+ 


Die  Gleichung  (C)  gibt  die  Aenderung  des  elliptischen  Werthes 
von  r,  welcher  elliptische  Werth  von  r  iiähmlich  dann  statt  ha- 
ben würde ,  wenn  K  =  o,  oder  wenn  der  dritte  Körper  m'  nicht 
da  wäre,  d,  h,  diese  Gleichung  gibt  die  von  der  Wirkung  dieses 
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Körpet*s  m^  entspringende  Störung'yon  r,  üiid  >rcnn  die«e  be- 
kannt ist,  so  gibt  (D)  die  Störung  yotivj  und  endlich  (E)  die 
Störung  TOn  z. 

I :- Wir  wollen  nun  diese  drey  Gleichungen  zur  bequemeren  Ah* 
'Wendung  >veiter  entwickeln.  Diese  Entwicklung  einfacher  zuma- 
.chen/  wollen  wir  voraussetzen,  wie  es  bey  den  Körpern  unseres 

0oniiensj8tenies  in  derThat  der  Fall  ist,  dafs  die  Massen  derPIa^ 
iaeteii  m  in^  m'^  g^gc  die  Masse  M  der  Sonne  sehr  klein,  dafs  also 
'die  Störungen ,  welche  m'  m''. . ,  in  der  Bewegung  von  m  her- 
iToril>ringt ,  ebenfalls  sehr  klein  sind  ,  und  dafs  endlich  auch  die 
i(£xcentricitälen  und  Neigungen  aller  Planeten  nur  geringe  Gröfsen 
i|d|n4^  deren  höhere  Potenzen  man  ohne  merklichen  Fehler  vei:«- 

nachlässigen  kann.  Ohne  diesen  Voraussetzungen  würde  es  für 
'den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  Anal jsis  so  gut  als  unmöglich 

aeyn ,  die  Gleichungei^  (A)  zu  integriren;  mit  ihnen  aber  wird 
,  es  erlaubt  seyn ,  die  Störungen  des  m  durch  die  verschiedenen 
'^anderen  Planeten  m*  m'*  m'^^..  von  einander  abgesondert  zu 
'bestimmen,  wodurch  also  unser  Problem  auf  die  Hestimmung  der 

Bewegung  eines  Planeten  m  um  die  Sonne  zurück  geführt  wird,  auf 

den  blofs  ein  anderer  Planet  m^  störend  einwirkt. 

Nennt  man  also  r  den  ungestörten  elliptischen  l^adius  Tpn 
Ulf  und  ^r  dessen  Störung  durch  |n^  ao  wird  man  in  d^m  vor* 
hergehenden  Ausdrücken  r  =i  r-f-^r,  r"  =  r'+ar^r  und 

B  a  J^  w 

J--  =s —   —  setzen ,    wodurch  die  Gleichung  (C)  in  folgende 

übergeht, 

d«.fr?+2rÄr)  fi        »        ^»\    ,    ^ /.  t«.  ,     «, 

f.  . 

^iFür  die  ungestörte  Ellipse  aber  ist  die  Gleichung  (C> 

jalso  beyder  Gleichungen  Differenz 

A^.Cvbr)  .Ar  ,_ 

Aber  für  R  =  o  werden  die  beyden  ersten  der  Gleichungen  (A) 


O  s 


=  — -.  +  4.  und  o  =    5-^  +  -r 
dt*     '   r'   .  dt«        r» 

Sfultiplicirt  man  daher  die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  durch 
xbv  und  die  Gleichung  (1)  durch  x,  s(r  gibt  beydcr  Producklc 
Dl  fferenz 
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o  = 


r  ^r  4*x  —  xd**  (r  br) 
dl* 


—  2x/dR  —  xrR' 


and  deren  Integral  in  Beziehung  auf  d 

*  ■■     ■ 

r^rdx  —  xd.Cr*r) 


dt 


—  a/xdt/dH— /xrft/.dt  •  .  .  (s) 


Hultiplicirt  man  eben  so  die  letzte  der  zwey  elliptischen  GIei( 
gen  durcbr^r  nQddieGleicliiing'(i)  durchji  ^o  iat  üire iKffe 


r  Ar  dy — yd .  (r  ^r) 

- — dt 


—  a/y  dl/im  — »  rR'  dt  .  .  (J) 


•  f 


Hultiplicirt  man  endlfch  (3)  durch  y  und  (3)  durch  x,  so  gibt 


der  Produkte  t)iffer'enz 


o  =rdr 


+  a y/  xdt/  dR  —  s  xJ^jitfiBi 


dt 


-f  y/xr  R'dt  —  x/yrR'dt 


Nimmt  man  nun  für  die  Ebene  der  xy  die  der  Bahn  des  Plai 
für  irgend  eine  gegebene  Fpocbe  an,  so  wird  z  nur  von  derL 
nung  der  störenden  "Araft  von  m^   also  sehr  klein  seyn,   snJi 
man  die  Quadrate  dieser  Kraft  vernachlässiget,  so  -wird  aucbi 

•dTi\, 
Grofse  z  f*^)  vernachlässiget  werden  können«  Aus  derselbenr^ 

Sache  wird  auch  der  Radius  r  von  seiner  Projection  in  derl 
XV  nur  um  Gröfsen  der  Ordnung  z'  verschieden  seyn ,  unl 
Winkel,  welchen  dieser  Radius  mit  der  Achse  der  x  macht,  i^ 
von  der  Projection  dieses  Winkels  in  xy  ebenfalls  nur  um  Grob 
der  Ordnung  z'  verschieden  seyn.  Setzt  man  daher  diesen 
kel  gleich  w ,  so  wird  man  annehmen  können 

X  =  r  Cos  p  und  y  ss  r  Sin  v 
Nun  ist  der  vollständige  Werth  von  dR 

oder  wenn  man  in  dieser  Gleichung 

X  dr  y  dr 

dx  =  —  ydy  und  äy  =  — : — f-xdy  substituirt, 

r  "^  r 

und  dann  die  Gröfsen  dr  und  dv  als  von  einander  unabhängig  ii^| 
trachtet,  und  nach  dem  Vorhergehenden  (t~*  )   dz  wegläftt, 
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'(")+'e='© 


iroraus 


folgt,  dafs  ^'  =  (  jr)  ist«  Substiluirt  man  daher  diesen 

von  R/  in  Aet  rorberg^Hbhden  Gleichnng ,  und  setzt  nach 
lern  Vorhergehenden 

r 


It ^  =  pV/a(i— e») 

pM  erhält  man 

'^'^>der  wenn  man  ftit»  i  uAd  y  ihre  ailgez^igCen  Werthe  substiturrt, 
und  /a  =s  n  *  a^  setzt , 

'irja \/i     c* r=.  *  ^^**  i'./ndt.r  Sinv  j  2/dR  4-r  (  t— yj 

C  dR    ^  •'*(^) 

J  — aSiny./ndt.rCosy  I  3/dR  +  r^— )| 

L  Wird  eben  so  der  Winkel  v  durch  die  Wirhnng  des  Hör^ 
iftei^s  pi'  um  die  Grdfse  t>^  refändert ,  oder  ist  bv  die  Störung  des 
.fiVJaihels  V ,  80  wird  man  in  den  Gleichungen  des  §•  i.  setzen 
^  ==s  r  -^  Ar  und  v  =  V'-\'dv,  wodurch  die  Gleichung  (D) ,  wenn 
^an  die  vierten  und  höheren  Differentialien  Ternachlässiget ,  in 
folgende  übergeht 

r  d*r  —  r*  dv«  -f-  d*r  «  ^r 

dt" 
rd*.6r — ardv^.Är — 2r»dv.döv 

^      ;  dt^ 

X>a  aber  ohne  Rücksicht  auf  Störung 


'+K-i)+'(S) 


räv*         A'r         1*   . 


Weiter  ut  (Th.  Jl  p.  56O 


r«  Av    ' 


dt 


=  \/a/i(i — e»)  =s  nA"  v/i-^e? 


Sobitituirt  10411  die^e  Werthc  ypn  -^-^.  i:fiid     ,  »  ■■  ii^dc^liiuta 
Gleichung,  so  ist 

rd*.^r — d«r.6r       Sft^r       «d5v 


o  =  ^ 


dt' 


*    m  ' 


dt   • 


W\/?^4-r^^)..(i 


Die  Gleichung  (t)  aber  gibt 

und  es  U%    d .  (r  Ar)  =  dr  *r  +  rd  ^r,     also  auch 

d*.(r*r)  CS  d'rÄr  +  «drdar.+ ipd' te. 

also  auch  die  letzte  Gleichung 

uit        d*r^r  +  adrd^r  +  rd**r     .         -  ,^     .        /^ 
r*-^  Jt»  -r     j     .-r     ^ 

/tt*  6r 
Sttbstituirt  man  den  Werth  von  — ^  aus  dieser  Gleichungiof 


m 


so  fr^ält  w^^ 
A.tv 


isrd*  2r-f-d  *  r>8rr|-3dr.ddr 
dt« 


+3yaR-Hr(j 


und  wenn  man  integrirt ,  und  bemerkt ,  dafs  n  •  a  1  =: 


na 


ist 


s^r .  d5r+dr.&r       3a 


IP   SS 


a 


Sr^+>^-»+>'«-Cv) 


T- 


>"H 


{/i—e* 


I 

n.  Nennt  man  s  die  Tangente  der  Freite    von  m  über 
Ebene  der  x  y ,  so  ist  für  die  reine  Ellipse 

s  Ä  — :r"  :'\. .  ■ ..  und  für  die  gestörte  sC=    — -^ 

also  die  Stöi^un^  dieser  Tangente,  der  Breite 

6z 


s  oder  bs  SS 


V/x«+y3 
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oder  da  man  hier  ohnc^  merklichen  Fehler  y/x^  +  y^  =  ä  setzen 
kann,  die  gesuchte  Stprung  vqn  z  gleich  dz  =  ads.  Diese  Stör 
mng  von  z  ist  aher  auch  gleich  den  drey  letzten  Gliedern  der 
Gleichung  (E),   also  ist 

o'y— c"x 

Da  ako  sehr  nahe  e  s  ^— ^ ist.  und  da  man  diese  kleinen 

c 

lOrßfsen  z«  wo  sie  sohon  in  die  Störungen  R  multiplioirt  ist«  ohne 

Nachtheil  weglassen  kann,    so  ist  die  letzte  Gleichung,  wenn 

man  z  s  o  setzt , 


a 

i 


••  =  r/'-'©-|^"'"© 


oder  wenn  man  wieder  x  r=s  r  Cos  v  ^  y  =  r  Sin  v 

— — — — •  I 

und  c  =      ■■   ■  set^t , 

an 

(JON  /^ilTW 

-zrr)  — a  Sin  V  .yndt.r XJos  '^  T ;?-  ) 

k  = : ^ —^  .  .(H) 

l«\/i-^e» 

5.  3. 

Die  Gleichungen  F,  G,  H  geben  die  Störungen  des  Radius 
Victors ,  der  Lange  und  der  Breite  der  Planeten  m  durch  m' 
in  endlichen  Gröfsen,  Die  geringe  Excentricität  und  Neigung 
3er  Planetenbahnen  aber  erlaubt  uns ,  diese  Ausdrucke  für 
br  n  ^v  und  b%  in  convergirende  Reihen  zu  entwickeln,  wodurch 
ilie  Auflösung  unserer  Aufgabe  sehr  erleichtert  wird. 

Wir  wollen  die  Gleichung  C  wieder  Tomehmen ,  und  der 
Kürze  wegen  ^ydR  -f-  rR^  =  Q  setzen,  so  ist  diese  Gleichung 

^  d«.r«  /i        i\ 

'1  o  =  -jj^  +  3^  (--7;  +  2  Q  .  . .  (5) 

!n  der  elliptische^  Bewegung  ist  Q  =  o  und  (nach  Th.  II  p.  60) 
**  eine  Funktion  ron  dermittleren  Anomalie  des  Planeten.  Heifst 
iiese  m,Nund  die  Epoche  der  mittleren  Länge  des  Planeten  s, 
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und  die  Länge  des  Periheliums  w ,  so  ist  die  mittlere  Aaonialie 
m  =  nt  ^  t  —  w.    Es  ley  u  s=s  e  Cos  rni|  ala^o  auch 

d  .  Cos  m  SS  —  ndt  Sin  m,  d'  •  Cos  m  =  —  n*  dt*  Cosi 
und  daher 

d*  •  e  Cos  m  ^  _ 

—  +  n'e  Co»  m  3s  o   oder 


dt 
d»  .u 


dt* 


+  n"u  =  o 


In  der  Ton  m  gestörten  Bahn  des  Körpers  m  aber  ist  nicht  nckj 
u  s=  e  Cos  nu  Da  nähmlich  aus  der  (jiei6h«nj^  (S}  nun  nodi  m 
Gröfse  Q  hinzukömmt,  dicT  (ür  die  elliptische  B^l^egung  tvI 
schwindet ,  so  wollen  wir  U  =  u  +  6a  =  e  Cos  m  -|-  du  setiftl 
wo  also  U  wieder  eine  Funktion  von  r  seyn  win^  ^  die  wir 
>^;  (r*)  ausdrücken  wol'en  Ist  also  ü  =  -J/  (r*),  so  ist  iril 
du  =  vp'  rr«).dr«  ,  wo  J/'  ff«)  iWs  Differential  vort  ifr  (jf)  M| 
d«r*  dividirt  beseiehnet.  Eben  so  ist 

d«  U  =  ^"(r')(d.r«)«  +  >f/'(r«).d*.r«  und  (d.r')«  =4r*fr,| 
also  auch 

d*U  _         4r»dr«      ,     ^     , 


dt' 


d'.r 


Multiplicirt  man  aber  die  Gleichung  (f)  durch  ärdr  ,  so  iit 
rdr.d* .r' 


dt« 


1« 


+  3/bi.rdr  f )  +  a  Qrdr 

und  dessen  Integral 

r'dr*  /r*  \ 

Substituirt  man  iii  der  Gleichung  (6)  den  Wertti  von 

d*.r»^ 
der   letzten  Gleichung,    und  den  von  ■  -4  ^  ■  aus   (5)\   so  H 

hält  mau 

d«ü                       r                    ur»  1 

-^j^+n«ü=  |^ttftr_4'^;; Öy-Qrdrj   q.//( 


dt* 


s5i 


^  da  U  =  u  -|~  ^u  ist ,  - 

I 

d"ü  f  MF»  \ 

+  2/1»  Q  — -^)  v(.^(r»)  — n'+Cr») 
=  —  -5^,     —  n'Äu  — a/Qrdr.v)^/'  (r«)  —  9 Q . v)/' (r«) 

.  dieser  Gleichung  gehört  der  Tbeil  yor  dem  Gleichheitssei- 
n  der  reinen  Ellipse,  der  andere  aber  der  Störung  derselben« 
■ber  diese  beiden  Theile  ihrer  Natur  nach  yon  einander  nn- 
ängig  seyn  messen ,  so  mufs  jeder  von  ihnen  fir  sich  gleich 
I  äeyn ,  so  dafs  man  also  hat 

-  +  n*fu=— 8  4/"(r')/Qrdr  —  2Q*\^'(r*).  .••(?) 

Djr  nun  r*  =  9  (u)  wo  p  wieder  irgend  eine  Funktion  ron  u 
icihnet*  Da  U  =  \)/  (r')  war,  und  du  =  dU  gesetzt  wer- 
Iftann,  so  ist  srdr  =  f^  (u).dn  und  du  ==  ardr.v)/'  (}^*)^ 

Q^uch  v(/'  (r»)  =   —         und  dieser  Gleichung  Differential  ist 

j.//  (r.)  =  -=:.?lL«)i.^^  =  -»^^(") 

^     '^    ''        d.r«.(y'(a))«  (9'(u»» 

r-ituirt  man  diese  Werthe  von  %J/'  (r*)  und  yp^'  (r*)  in  der 
sliong  (7) ,  »o  ist 

^  4.n.«a  =  'l^filin.f'  (l.)- ^  .  .  .  (8) 

^  aber  (TU.  n  p.  60) 

r  ^  c*         ®*  ^ 

—   =  1  —  e  Cos  m  + —  Cos  2  m 

e  die  Excentricität  der  Bahn  bezeichnet,  also  auch 

i  r  r* 

Cos  m  s=  u  ist,  —  =  1  —  u  —  u»  und  —  =;  i — su  —  u* 

a  a* 

=  f  (u)  und  daher  ^  (u)  =  —  «  a»  (1  -J-  u) 


V 
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und  die  Länge  des  Periheliums  w ,  so  ist  die  mittlere  Aaomaüe 
m  =  nt  -f-  t  —  w.    Es  ley  u  s=s  e  Cos  rni|  alsro  aach 

d  .  Cos  m  SS  —  ndt  Sin  m,  d'  •  Cos  m  =  ; —  n*  dt*  Cosi 
und  daher 

d*  •  e  Cos  m 

2P 1-  n»e  Cos  m  s  o   oder 

d»  .u 
.j^+n«u  =  o 

In  der  Ton  m  gestörten  Bahn  des  Körpers  m  aber  ist  nicht  meii 
u  s=  e  Cos  nu  Da  nähmlich  aus  der  (jieichanjß;  ^^)  nun  nock  A 
Gröfse  Q  hinzukömmt,  dicT  (ür  die  elliptische  B^^^egong  tq 
schwindet,  so  wollen  wir  U  =  u  +  6a  =  e  Cos  m  -|-  du setza 
wo  also  U  wieder  eine  Funktion  von  r  seyn  wind  ,  die  wir  ixa 
^  (r*)  ausdrücken  wol'en  Ist  also  ü  ==  'J/  (r*)  ,  so  ist  a« 
du  =  ^'  rr •).dr«  ,  wo  J/'  <r*)  iWs  Differential  vort  4^  <r*)  im 
d.r*  diTidirt  beseichnet.  Eben  so  ist 

d«  U  =  ^"(r')(d.r«)«-i->J/'(r«).d*.r«  und  (d.r')«  =4r*4 
also  auch 

d«U  Är'dr«      . 

+  -^.Nj;'(r*)  +  n«NKr«)  ...  (6) 

Multiplicirt  man  aber  die  Gleichung  (f)  durch  ärdr  ,  so  i^t 
rdr.d» .r' 


+  3/bi.rdr  ( )  +  a  Qrdr 


dt« 

und  dessen  Integral 

r«dr'  /r*  \ 

o  =  ~^^^  +  f,{^       -  2rJ  +3/Qrdr. 


r'dr* 


Substituirt  man  in  der  Gleichung  (6)  den  Wertti  toö     ,  ^     •' 

d*.r» 
der   letzten  Gleichung,    und  den  von  ■  -4  ^  ■  aus   (5)\    so  € 

hält  mau 

d'ü                      r                   ur»  1 

-^+n«ü=  |^tt/zr_4'^;;^ 8/Qrdr j   q.//(r») 


s5i 


oder  da  U  =  u  -|-  du  ist ,  - 


d«du 

#  ■  • 

Von  dieser  Gleichung  gehört  der  Tbeil  yor  dem  Gleichheittsei- 
cben  der  reinen  EUipsev  der  andere  aber  der  StöirBug  dejrselben« 
Da  aber  diese  beiden  Theile  ihrer  Natur  nach  yon  einander  nn- 
sbhängig  seyn  messen,  so  muf^  jeder  yon  ihne&^fKr  sich'gleicli 
Null  aeyn ,  so  dafs  man  also  hat 

^~+  n»fu==— 8v^//(rO/Qrdr  -aQ.x^'Cr«) (7) 

Es  sey  nun  r*  =  9  (u)  wo  p  wieder  irgend  eine  Funktion  ron  u 
bezeichnet«  Da  U  =  \)/  (r^)  war,  und  du  =  dU  gesetzt  wer- 
len  kann,  so  ist  srdr  =  f^  (u).dn  und  du  ==  ardr.v)/'  i^*)^ 

ilso  auch  v(/'  (r*)  =   —         und  dieser  Gleichung  Differential  ist 

g.«  (r.)  =   -f'^'OJr  =  -»^^(") 

^     '^    ^        d.r«.(y'(a))«  (9'(u»» 

>ubstituirt  man  diese  Werthe  von  \(/'  (r»)  und  vjy"  (r*)  in  der 
[jleichung  (7) ,  so  ist 

lllii  +  n.*a  =  'l^L^filin.f'  (,,)-  ^  .  .  .  (8) 
dt«       *  (9'(«i))*-^  ^  9'(u)  ^  ^ 

Es  ist  aber  (TM.  n  p.  60) 

r  ^  ®*         ®*  ^ 

—   =  1  —  e  Cos  m  + —  —  Cos  2  m 

vro  a  e  die  Excentricität  der  Bahn  bezeichnet ,  also  auch 


r  .       .  r 


9 


la  c  Cos  m  s=  u  ist.  —  =s  1  —  u  —  u*  und  —  ==  i — 2u  —  u* 

•  a  a* 

s=  9  (u)  und  daher  p^  (u)  =  —  «a»  (1  -J-  «) 


=  -  o47  0-«+«o 


^.'(u)  aa 


s 


859 


(?'(«>)» 


I 

81 


^    (i— 3u  +  6u«)undj^"(a) 


=  — ta< 


Noch  hat  man  du  =  —  ^n  dt .  Sin  m  also  auch 
y  Q du •  9'.(»»)  ••=  2  a*  «y»  Q dt  •  Sin  m  (1  -f-  e  Cos  m)  ol 

£bel|  S0  ist  iBudlieii 

-4r-|  =  —  ^  (»  —  iß  Cos  m) 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (8) ,  so  ist 

d ' du  30         ■ 

Q  ==  -TTt — |-  n*  Ä|i  *^  -  ^  y  ndt.  Q  Sin  i|i  (&  -)~  ^  Cos  ■} 


a' 


—  -  -  (i  —  0  Co»  m) 

a*  ^ 


oder  wenn  man  den  Werth  von  Q  wieder  herstellt ,    . 
o  =  -^^  +  n^öu--(i-eCo«m)  '^a/dR  +  r  (^^j] 

[a/dR+r(J^)]...Cl) 

Hat  man  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  Ton  6u  gefundeS) 
ist  auch  die  Störung  dr  des  fladius  Yectors  bekannt,    da  manl 

r  =5  a  (1 — u — u")     also  auch     ^  =  —  aÄu  (i-f-sc  Cosm). 


se 
a^ 


T  fn  dt  Sin  m 


Ist  aber  bv  bekannt ,    so  findet  man  dv ,  oder  die  Störung 
Länge  durch  die  Gleichung  (G).  Um  endlich  noch  die  Störung' 
der  Breite  zu  erhalten ,    so  sieht  man  aus  der  blofaen  einüic 
Vergleichung  der  Gleichungen  F  und  H,   dafs  6r  sich  in  H 
wandelt ,  w^nn  man  in  der  Gleichung  für  br  die  Gröfse 


Es  ist  daher 
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I 

/ 

*.  =  'dir  +  n«*ü'— ^  O-e  CöViir)  f"!!  ) 
»^8  =  —  a  öu'  (i  +  2  e  Cos  in}  ist. 

'j  •      .  ■  ;  .        j.  .  ,,.:,..■ 

tssen  zuerst  noch  die  Werthe  toaR  «nd  2y*dR-f.r  (  "^  j  be^' 
f-mmt  werden*  '  .! 

war  (J.  1.),  werni  wir  Uoffrauf  einfeir  storetid'eii  Flfa^elen  m' 
m'  (x  X'  -j-  y  y'  -J^  a  z')  bj/ 

taitnian'f  wie  zuvor 

X  =  r  Co»  V     xxnä    1^=1?'  Cös  v* 
y  =  r  Sia  v  y/  =  r'  Siii  v^ 

ist  dieser  Aösdraeh 

m'  (r  *'  Co*  (v'  —  v)  -j-  z  z'} 

J.  ■  R  SS — — * ■• — j-^ 

,  (i"«4.z/«)5! 

•i;       _  m'  [r'— 2rr'  Cos  (v'— v)  +  1"»  -|-(z'-^z)«]"^» 

die  Planetenbahnen  alle  nfthc  Rrefsförniij^  und  seHr  weaig  ^e- 

A  einander  geneigt  sind ,  so*  werdeti  die  Gröfsen  r  üAd  v*  sehr 

nig  von  den  halben.  Achsen' a  und  a^  det*  Bahlien  verschieden 

yn,    und  man  wird  die  Ebene  der  xy  so  wählen  können,    dais 

.|ind  z'  sehr  klein  ist.    Es  sey< 

r  r' 

.{(  -  r=  I  4-», ,  -    =  t^  4-  ttV 

rä  eben  so  i'  =  nt  -f-  *  +  ^/  w»d  v*  =  n^t  +  i'  +  v',  wo  also 
.  u'/  v,   v'^  nur  hleine  Gröfsen  sind ,  deren  Quadrate  und  Pro- 
bte wir  vernachlässigen  werden.  Substituirt  man  diese  Werthe 
jk  r  r'  V  v^  in  dem  vorhergehende  Ausdrucke  von  R ,  so^  wird 
n  ihn  in  eine  Reihe  entwickeln  können,    die  nach  den  Poten- 
a   und  Produkten  von  u,  v,  z  u'/  v*,  z'  fortgeht.    Diese  Ent- 
cklung  wird  man  bequem  auf  folgende  Weise  vömehiüetu 


"^  mi  (TT'  Cos  (»'—7)  +  ZX')  (V* 

3""    „        ,  .     zz' 

an.'*  '■  '-^  a'* 


355 


-«)'.  [r» — srr'Cos  (>' — v)  +•^"1     " 

5  i>t^   so  hat  man,  wenn  man  analog  mit  den 

— «  aa'  Coa  S)~'  =  i  2  B^**  Cöa  «  9 
Stellten  Theil  von  R 
i  +  r  (^^.).  £.  b'"'  Co,  -  9  +'Ü^' 

dUtändigA  Ausdruck  venR  iat ,  wenä  Aian  den 
Enimnit 


iUleioI,angent  +  i=l 

1  und   wie  zuvor  ,    die 

,  BO  dafs  ukin  hat 


0  — w) 


le  ron  R 
iher» 


954 

IstH/'  der  Werth  ron  R  für  h^s»  u'/  s  y^  c^  y^  =:  Nill,ii 
hat  man,  wemi  der  Kürze  wegen  n^t — ^nt-|-<^ — <=sS  gesetzt  wiri 
und  wenn  man  den  Faktor  m'  wegläfst , 

a  a'  Cos  5  +  z  z' 
R//=:  — —  _  [a»— aaä'Co«5  +  a'»  +(z/— z)t]-i 

V 

Wir  .wollen  ip  diesem  Ansdrucke  zuerst  dieGrdfse  z  jond  z'we^ 
lastiiii,  Viren  siob  dUi  däron  abhSqgenden  Gliedto  betoikderietf 
wickehi  laukitf«  Es  ikt  dabei*;  wi6  Srii"  in  Cap.  f  lll,  §.  3.  angenoi 
meii  habeü 


'i   ■%! 


Ä/>=  ^  CösjJ  — [ä»  — n  aa^Coid-{-  a^«]     * 
Nehmeil  wir  weiter ,  wie  dort,  äii 
R//  =i  t  A^""*  +  A^'^  Cos  5  +  A^*^  Cos  2  ^  +  A^^^  C083S+ 

das  heifst    R^>  =  ^  £ .  A^^'^Cos  ^  S 

wo  II  nach  der  Reihe  alle  gaiize  Zahlen  Töh  k  =-—  QO  his  xsi  -)-CC 
auch  A  =  ö  mit  begriffen,   bezeichnet,   und  wo   inäii  beiBole 

muls ,  dals  A  :=  A  ist. 

YTenn  nun  R  nur  die  dr^y  veränderlichen  Gröfsen  r  r'mi 
y/ — p  enthält ,  äo  ist  nach  den  ersten  Vorschriften  deir  Diffem 
tialrechnung 

Es  ist  aber 


als(^  ist  auclt 

j.^^SSi!'^  Co.  .5-f.-J  ü,  2  ä(iA^cön., 

m'  /"j  iWv  i.  m'  /  X 

+  ~n',2  a'  (dA    ^  Co.  «  »--  (»',-v,).2  *  A^^Si.« 

und  diesem  Ausdrucke  wird  man  noch  die  von  z  tuid  z'  al^ 
gigen  Glieder  hinzufügen.  Sieht  man  blofs  auf  diese  Glieder,  soÜ 
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-f .     •■ 

ind  überdiefs 


Sa*"  ^      ,                    zz' 
=  —  — TT  ^ö*  (''' — *')  "i TT 


]i 


3 


hl  [r*  — ?  rr' Co»  (*'  —  »)+ r'« +(z'—z)n 

Ij  »■■-.'"    '  ^  ,        ^    *  ^         ■•'••'  i- 

—  _  j  (»<*^  «) *.  [r  »  — ' a  r  r^  Cos  (v'-^  i^)  +  r^^^T^ 

i^-der  da  W  —  y  c=  i»  ist,    so  hat  tean,   w^nn  man  aiialog  mit  den 
' '  ''orher  gehenden  ^ 

(a«  +  a'*— a  aa'  Cos  5)""'  =*  j  2  B^*^  C6s  ji  » 
7'||Bt2t,  für  den  gesachten  Theil  von  H 

S   — 3 — CosS  +  —  (z'^2)»i.B      Cos  «  S  +  -_. 

* 

g^  dafs  also  der  tollständige  Ausdih^ck  yonR  ist,  wenii'  Äiah  den 

«iktor  m'  wieder  aufnimmt 

*  3  v-xr/ 


+  —  n',  2  ä'  (  i^  J  CÖ8  9  » 


(V'/— V)  2  A  A        Sin  Ä  5H _.  ^  3  r- r— i 

a  a'*  a  a* 

-  4.  ?^  (z' -  z)V  2  B^*^  Co4  Ä  3. 

j  I.  Wir  wollen  nun  der  Kürze  wegen  die  mittlere  Länge  nt+  «=1 
\A  n't+€'  ==  1'  also  das  vorige  5  =1' — l  und  wie  zuvor  ,  die 
(ngen  der  Perihölien  gleich  w  und  w'  setzen ,  so  dafi  man  hat 

u/  =:  i—  e  Cos  (1  —  w)  v/  =  a  e  Sin  (l  —  w) 

S        u',  =  —  e'Cos  (P—  w')  W/  =  a  e'  Sin  (!'— w') 

ese  Ausdrücke  sollen  in  dem  vorhergehenden  Werthe  von  R 
Jbstituirt  werden.    Tor  dieser  Substitution  bemerke  man  aber , 
^  fs  man  allgemein  hat 

-2*  2  Cos  Jit  .  Sin  l  =^  I  Sin  (l~«t)  +-  2  Sin  (l  +  ait) 


v^ 


-*•. 


ft56 

und  da  1  — «t  sich  in  1  +  «t  yerwandell,  wci^n^  flt^Üiw^ 
so  ftieht  man «  dafs  jf  des  Glied  d^r  R^ihe  ^  Su»  {I  — M)  ekglfr 
ches  Glied  in  der  Reihe  2  Sin  (1  4*  «0  hat ,  und-  dlifb  ako  iit 

Sin  1  •  2  Cos  iit  =  2  Sin  (l  4-*  '"O  ^^^^  auch 

Sin  l.r  A^*^Cos  «t  =  iA*''^8in(iit+l)=— ^A^^^SinCaW 
und  eben  so 

Cos  1 . 2  A^*^Cds  Ä t  =  r A^*^  Cos  («t  + 1)  =  +  r  A^*^  Cos  («t  -I 
Daher  ist  .das  swejte  Glied  des  letzten  Aus&*iiekes  toh  B 

_  -  Cos  (l-lr).i:a  (^-j^J  Cos  m  (I't-I) 

(dA<*K 
-^jj-J  Cös  (ä  (1'— 1)  4-  1  —  w^ 

Yerßhrt  inan  eben  so  mit  den  andern  GKedem^  so  itt 

R  =:  —  ^A^'^  Cos  «  (!'—  1) 

-  T^  [*  C~ir)  +**-aH    «  Cos  C«  (H  -r-  »>+!-' 

^^^  ff 

so  ist  dR  ^as  Differential  ron  R  in  Bea^ehung  anf  nt ,  als»  ni 
A.  Cos  A  (!'  — 1)  =  Ji  ndt  .Sin  a  C*^—  1)  tuki 

/d.  Cos  A  (!'  — 0  == —   Cos  A  (I'— .n 

n' — n*    •  ^  ,         -^ 

VerfSlirt  man  eben  so  mit  df?n  aadem  GliederjfE  yc^  B,  so 
hält  man 

5/dH  =  -  ^  2   -^  aC*)  Cos' a  Cl'--i> 
X  e  Cos  (ü  0'—»)  +  1  — w) 


«57 

X  e'  Cos  (ä  (1'— 1)  + 1— wO 
erncr  ist 

X  e  Cos  (>e  (1'  — 1> +l--y) 

X  e'  Cos  (x  (1'  — I)  +  1—  wO 

o  nähmlich  in  dem  zweyten  Gliede  dieses  Ausdruckes  das  Dif- 

/■dACK 
ü-ential  Ton  a  (  — j — \  durch  da  dividirt  gleich  ist 

a  aber  die  Gröfse  A^  in  dem  Werthe  von  B  in  keinen  Cosinus 
ultiplicirt  ist  y  so  muis  sie ,  als  eine  beständige  Gröfse  ^  in  dli 
srschwinden ,  und  kann  daher  auch  nicht  in /*dB.  yorkomipen« 
ieser  Umstand  nöthiget  uns,  die  Glieder,  j^r  welche  x  NuU 
t,   besonders  zu  betrachten»  Diese  Glieder  sind  für  2  /"dR 


n' — n 


.  A^^-2a(^-^f^)eCos(l-w) 


-^K 


3^')  +2A'j  e/Cos(l-wO 


o  man  nähmlich  A^"^*^  für  A^    ^^    gesetzt  hat,    und    wo  man 

och  statt  dem  ersten  Gliede  —  i  2 .  a^^^  iracud  einc^con- 

•      n'— n    ^         ° 

ante  Gröfse  ag ,  wegen  der  Integration  setzen  kann.  Eben  so 
nd  jene  Glieder  für  r  (  ^T  ) 

III.  R 


■i 


9^ 


Xe  Cos(l  — w) 
Sammelt  man  diese  Ausdrücke ,  so  ist 

^    *     2     V   da    ^         a         l   >w  da    y        n — n'        J 

X  Cos  Ä  (!'— J) 

-  T  ["•  V.-d;^  J  +  3-  L-i;r>/j  ^  ^os  ci-w) 


j 


X   e'C08(l  — TT') 

•f  /d'A<«-^^K  ,    dA^'^*^      1 

^'C-iid;?r;-^(--oa-äir- 


'  /i(n— n')— nL   V     da'     /       ^        -^  J   ! 

-wo  das  Snminen zeichen  Z  sich  anf  alle  ganze  positive  und  ne- 
(i;atiTe  Werthe  von  x  bezieht  <  den  einzigen  Fall  ji  =  o  ausg^ 
nommen^  v.elchcn  letzten  wir  besonders  betrachtet  haben    Nacb- 

•T-J  bestimmt  haken,  g^ 
hen  wir  wieder  zu  unterer  Gleichung  (J)  des  ^«  3  znrück« 

5. 5. 

rJTJN 

'  ■     *    Vdr/ 
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cler  Gleichung  (J)  substituirt ,   nnd  nur  *lie  ersten  Poten- 
n  der  Gröfsen  e  und  e'  betrachtet ,  so  erhält  man 

d»6u  ,       '  m'n*  Z^dA^^K 

dt*     *  ^  2  V   da  y 

2,  ,  a»  ( --7—  )  + ■  A^*")    Cos  n  ([/— 1) 

2  (       V  da   •     '^n— n'        J 

+  m'n»  .  Ce  Cos  (1— w)  +  m'n* .  De' Cos  (1  -  w') 

+  m/n^  2  CW  e  Cos  (ä  (1'— 1)  +  1  —  ^) 

+  m'n«  2  D>)  e'  Cos  (ä  (1'— Ij  +  1— tv') 
o  man  der  Kürze  M^egcn  gesetzt  hat 

2(Ä(n— n'^—n^  v      V  da   -/        n  -  n'  J 

^^Ä(n— n'J — u  i.      V  da   ^  ^  J 

"<•'  =  •-^- C^^) -("-).■  C^") 


id  wo  man  die  Summe  der  Massen  M  -}-  m  oder  fi^  gleich 

-^    =  n'  oder  — 
a*  a 


jr  Einheit,   also   auch   {§.   i)  -3    =  n«  oder  —    =  n«a  ge- 


tzt  hat«  .  I 

Die  vorhergehende  Gleichung  soll  nun  integrirt  werden, 
^enden  wir  hier  das  an ,  was  wir  Cap.  Vlll ,  §.  a.  1  gesagt  ha- 
:i ,  so  sey  für  die  mit  2  bezeichneten  Glieder 

d«au  , 

=  5u  -  A  Cos  pr,  so  ist  o  =  -r—  +  »'*«+A(p  — n«)Cospt 

II  a 


96o 

Man*  erhält  also  den  Cosinus  von  pt  im  Integrale ,  weia  ■■ 
den  Coefficienten  desselben  Cosinus  im  Differentiale  im 
—  (p* — 11«)  diyidirt.  In  unserem  Falle  ist  aber  p  &=  x  (n'— i 
und  p  =  X  (n^ — n)  —  n,  also  sind  die  drey  Glieder  des  ]m 

grals 

_^  Zi  ^H-dr->)+"-^=^V  Co.  M  (1/-1) 

l       «»(n^— n)«— n«        J 

m/  n«  2 •  C^''^  e  Cos  (ä  (1/— 1)  +  1  —  w) 
H 


+ 


[«  (n— n')  —  n] » — n  • 

m^n2  ^.  D^*)  e'  Cos  («  (V—\)  +  1  — wO 

■  ■■■■'  ■  ■  ■— ^1— — ^p^ 

[ä  (n — n*)  —  n]  « — n  « 

Für  die  in  C  und  D  multiplicirten  Glieder  sej  eben  so 

d*öu 
öu  =  At  Sin  (1  —  w)  so  ist  o  =  -jr; |-n"  övl — 2  An  Cps(l— w), 

so  dafs  also  die  Integration  dieser  Glieder  blofs  in   der  Multiplt 

t 

cation  durch besteht ,   wodurch  in  unserem  Falle  erha^ 

2n 

ten  wird 

—  m'  —  Ce  Cos  (1— w) De'  Cos  (1 — ^wO 

Statt  den  bejden  beständigen  Gliedern ,  welche  die  Integratioi 
erfodert,  kann  man  auch  zwey  willkührliche  periodische  Glieds 
m' f/  e  Cos  (1  —  w)  und  m'  £',  e'  Cos  (1  —  w')  einführen,  mi 
es  wird  sich  im  Verfolge  der  Rechnung  zeigen,  dafs  die» 
periodischen  Glieder  der  Gleichung  ebenfalls  genug  thun. 

Nimmt  man  die  yorhergehenden  Glieder  zusammen ,  so  &• 
hält  man  für  das  gesuchte  Integral 

m'a"  •taWx        m'n«  —   „(x)  ^ 
«u=s2m'agH (^A^ -^-H      Cosä(1/— 1) 

+  m'f,  e  Cos  (1 — w)  +  m'  f',  e'  Cos(l — w') 

m'nt                                  m'nt 
.Ce  8in(l— w) .De'Sin  (1 ^/^ 

jt  3  ^ 

+  m'-^  C      »'  -e  Cos  (Äa'~I)  +  l— v) 

[Ä(n  — n') — n]«-^n« 


t6i 


*  +m'. 


D^^^n. 


[«(n—nO  — n]«— n» 


. .  0'  Coi  («  (1'  —.  l)  4. 1— wO 


C«) 


woH 


(«) 


«'(n  — n')* — n« 


aA 


(») 


L 


rbstituirt  man  diesen  Ausdruck  von  du  in  der  Gleichung  (j^  3.) 

—  =  — du  (1  +  20  Coi(l  — w)) 


erhält  man ,  wenn  man  wieder  die  höheren  Potenzen  tob  e 
i^rnachlässiget 

^     ^  Vir/      • 


~m'feCo§(I— w)  —  m'f'e'CÄO— ^ 


m^nt 


4 Ce8in(I— V)-{ De^S^ll— ^1j 


—1»— «»i 


•-.-fr«- 


llMCu—nO—ny—m^j 
»    f  «^  f'  xvej  "viäkmltKÜAe  Gräfes 


'OB:  '^in  ::»  mir 


I.  DäMer  * 


1    jfiM'  -tfKlä.  1:^X^  ^=^  t  *     1«^   aic 

4ii^  ^*M«i:;?.)£:e  «4«  e  trt:!^atHC 


7 


I 


96a 

V^    da  da/  >'  V      da*      '^  ^       da     -^ 

5r  . 
Diiferentiirt  man  den  vorhergehenden,  Ausdruck  yon  —  in  B^ 

a 

Ziehung  auf  t»   und  bemerkt,   dafs  —  as  i  —  e  Co«  (l — w)bI 

a 

80  erhält  man 

—   d^ 
a  *     T  =  —  m'n  2  Ji  (n'  — n)  H -"^  Sin  m  (!'— 1) 

n  dt 

+  3m'fe  Sin(l— w)  +  3m'f'e'  Sin  (1  —  y^^ 

+  m'  e  C  Sm  (1  —  w)  +  m'  e/  D  Sin  (1 — wO 

+  m'e.CntCo8  (1  — w)  •+-  m'e'.D  ntCos  (1 — ;wO 

X  [«  (n'— n)  +  n]  e  Sin  («(!'— 1)  -{-  1 — w) 
+  3in'n2.  1:^ - 


[x  (n  —  n')  —  n]«  — n» 
[x  (n'— ii)  -f  n]  e'  Sin  (x  (1'— 1)  -f-  1— w')  .    .  .  (.)) 

Ferner  ist       a  ==  e  Sin  (1 — w)   also  auch 
ndt 

_a      a^=-m/<2ag+^(^-^^>eSin(l  — w^ 
ndt  ^  ^ 

^ /ülULl  ^  H^*^  e  Sin(Ä(l/— 1)  +  1  — w)  .   .  •   (lo) 

Weiter  ist 

//  n  dt. d. Cos  X  (1'  —  1)  =        ~"    '-  Sin  x  (1'— 1) 
•^  ^  '^  «  (u  —  n')  ^  ' 


/Tndt  d.Cos(«(l'-l;+l_w)=  ',-^l„.)'_n].  Siii(«a'— 1)+1-' 
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Mäher  ist 

4  /-/ndt.dn  =.-~Z  ■      "'        ■  A^"^  Sin  «  (1' -  b 


+ 

l 


X  c  Sin  («  (f  —  1)  +  1  — w) 


X  e'  Sin  («  (1/— l)  +  1— wO 

_^  Da  man  aber  vorher  demlntegraleydR  dieConstante  m'ag  hin- 
zugefügt hat,   so  mufs   man  auch  dem  integrale  yn dt.  dR  die 
i    Gröfsc  m'  g  n  dt,  also  dem  doppelten  Tntegrall  (fix  dt  •  dR  die  Grölse 
p,  m^gnt  hinzufügen.    Setzt  man  endlich  die  Glieder,  welche  aus 
der  Voraussetzung  x  =  o  entspringen ,  wieder  besonders  an,  und 

/   multiplicirt  das  Ganze  durch— ^  =s  Sa/  und  setzt  statt 

-j*  f* 

)     a'  (  j  den  oben  angezeigten  Werth ,  so  ist 

3ajyndt,dRÄ3m'ag.nt— m/,{a«  ( -^ — J  c  Sin  (1— w) 
+  U  a,  (t!^^  -  !  a  A(»)]  m' e' Sin  (l->r') 
~  m'  2    ^»'a^^'^    Sin  «  (l'-l) 

X  eSin(/i(l'  — l)4.1_w) 

[ü(n — nO — np     l         \da/*^\2/  3 

X  e' Sin  (Ji  (!'  — 1)  +  1  -  ^0  •  •  •  (*  •) 
Multiplicirt  man  endlich  den  in  §.  4-  gegebenen  Ausdruck  von 
r  (-fr)  durch  ndt,  und  iniegrirt',  so  ist 


/. 


[" 


f^ 
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•'  \dp/  3  V.  da  /     «(n — ^n')  ^        ' 


n— bO-« 
X  e  Sin  («  (1'— 1)  + 1— v) 


X  e'  Sin  («  (!'— 1)  +  1— W) 

Da»  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  kann  auch  anf  dein  Fall  x  =i 
nicht  angewendet  werden.  Integrirt  man  daher  dieses  Glied  k 

.      /.    -        /dA(<'>\         ^      /dA<<»)\ 
sonders,  so  isty  ndt.a  I -^ — y  ^^  "*'•*  V~5 — J' 

Nimmt  man  dann  die  übrigen  Glieder  für  n  ss  o  ebenbl 

besonders,  multiplicirt  alle  durch  3a  und  setzt  für  aa'  /""'-^     1 

V    dada'i 
seinen  oben  angezeigten  Werlh ,   so  hat  man 


««/«dt-r©  =  ™'«'(^) 


nt 


-  »'  r  C-d;^>)  + '  \:är)\ '  S'"  0-^) 

+  m.a3  (l;i!2)e'Sin(l-wO-m/2a.  C^\  _!L. 
V   da«    ^^  ^  '  V.  da     y  «(n— n') 

X  Sin«(l'--1) 

+  „..Ja.  (^^V(«-+Oa.  (1^)] rL__ 

X  c  Sin  (^  (!'  — 1)  +  1  — w) 

—  m/2    a'  ( — 1  +'2  «a( — ^  J| ^ 

t      V     da«      /  ^*  V      da      /J    ^  („_„/j_n 

X  e'  Sin  (*  (l'~I)  +  1  — w')  ,  •  .  (,2) 
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II.  Die  Summe  der  Gleichnngen  q,  lo,  ii  und  12  ^bt  den 
^suchten  Werth  von  bv.  Man  mk|£s  aber  bemerken ,  dafs  das 
jr  Zeit  t  proportionale  Glied  aus  dem  Ausdrucke  von  bv  ver- 
liwinden  soll,  weil  nt  die  mittler^  Bewegung  des  gestörten 
laneten  m  ausdrückt.  Nimmt  man  also  die  Summe  der  in  nt 
altiplicirten  Glieder  dieser  yier  Gleichungen  gleich 'Null,  so 
'hält  man 


a   /d  AW 

6==-"5V"d; 


) 


odurch  also  die  Constante  g  bestimmt  wird«  Dieswey  ande- 
n  Constanten  f  und  f^  lassen  sich  ebenfalls  aus  dem  Ausdrucke 
)n  dv  entfernen ,  wenn  man  in  der  Summe  dieser  vier  Glei- 
mngen  die  Faktoren  von  e  Sin  (1 — w)  und  e'  Sin  (1 — w') 
den  für  sich  gleich  Null  setzt«  wodurch  man  erhält 

3     V   da  /  ^   4    >^   da»    / 


f/  = 


■""4  4    \  da   /  "^    4    Wa«   . 


Sammelt  man  also  die  vorhergehenden  Gleichungen  0  «  *  12, 
bstituirt  den  gefundenen  Werth  von.g,  und  setzt  die  Fakto- 
n  von  e  Sin  (1 — w)  und  e'  Sin  (1  —  w')  gleich  Null,  so  er- 
ilt  man 

^v  CS  m'  nt.Ce  Cos  (l— w)  +  m'  nt.De^  Cos  (1  —  w') 

l.         V        -^  a«(n— n')  ^  \  da  /  Ä  (n— n')  J 

X  Smji(l'— 1) 

[«(n— n')— n]»  l'       V  da  /  J 

^.  f    /d«A^*>\  ,         .    ,     /^^^"Kl  1 

-^  b<-dIT-;+("+Oa'(-^;J^-^;;:Z^;p;; 

X  [Sin(«  (!'— 1)+1— v)] 


-m'ne< 
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-|-m'ne''< 


32. 


[«  (n  — n')  —  n]* — n 


(«(n/— o)+ii) 


(«(n— nO— n)»[*      \     da      / 


dA<*-»h      6«— 3 


;ac^'> 


d'A^"-») 


/dA^«— ') 


"^     da 


-0] L_ 

yjJi(n — n')— I 


X  [  Sin  (*  d'  —  1)  +  1— wO  3 

IIL  Um  diese  Ausdrücke  abzukürzen,  wollen  wir  den  Cot 

^r  , 

^cienten  you  m'  n*  e  Cos  (ä  (!' — I)  +  I  —  w)  in  —    durch  E- 

a 

den  von  m'n  e  Sin  (ä  (1'  —  1)  +  1  —  w)  in  dr  darcb 

n — Ä(n— tf 

und  den  ron  m'  n  e'  Sin  («  (1'  —  1)  +  1 w')  in  dv  durc 


f;(«) 


n  —  a  (u  —  n'j 

^r  _  m'a»  /dA^°) 
a  "* 


bezeichnen ,  so  dad  man  hat 


/dA^^K        m/n«   ^  „r«^  ^ 

—  m'  fe  Cos  (I— w)  —  m'f'e'  Cos  (1  —  w') 

w>'nt    ^     «.      .                m'nt    ^       ^.       _ 
.  C  e  Sin  (1— w)  H .De'  Sin   (l — w') 


+  m/n«.^ 


E(«) 


n«— [n— «(n-n')]* 


. .  o  Cos  (*  (1'— 1>  •+  1-^w) 


I  +-_-J?f!!L-__.e'Cos(«(l/-l)+l— wO 
j  *  n« — [n — Ä(n— n')]« 

m'        r  n»  aAW  q  n'  H<*>  |  e-  ,^        ,x 

a        |ji(n— nO*         «  (n  — n'))  ^  ^ 

4-  m'  nt.Ce  Cos  (1  — w)+  m'nt.De'  Cos  (1  —  w') 


+  ni'  n « Z 


n— '^  (n  —  n') 


.  eSin  (*(!'— 1)4-1— w) 


I        +  ^^^^         •e/Sin(Ä(l/— 1)  +  I~w0 
J^n  — /i(n  — nO  ^ 


...l' 
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ind  in  diesen  bejden  Gleichungen  ist  *       - 

2a'   /dÄ.<°h        a»  /d»A^°)\ 

*  -  T  V-dT-y  +  4- V"^S^>' ' 

f/  _  aA^^  _  a_^  /dA^')\         a»  /d'A^'K 
4  4  ^  daV         T^^a«.  / 

n — H  (n  — n') 
n  —  Ä^n  — n')   *     V     Ja      y        ä    V      da*      y 

5'*>  = —-7-  +  [««  (n  —  nO  [n+«  (n  — n')]  — 3n«]  H<*> 

a»  /^d»AWN 
+  T  V  da»    ^ 


• 


F(«  =  °«(*--0a(»)  4.  ,0li(n  +  «(n-nO)_3n»1  H« 


2n 


ew 


n«  —  [n— Ä  (n  — n/)]» 


*■       ■  * 

2  [n  —  K  (n  —  n')] 


n»  — [n  —  «(n  —  n^]' 

Ä«  (n— iiO   — '^ 
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Setzt  man ,  um  noch  mehr  abzukürzen 


aw  = 


n'aA^«)      .    an»  H^*> 


«  (n  —  n')*         «(n — ^n'^ 


pW  =  — 


£<«> 


•(«)  sa 


n'  —  [ii — x{n  — n-)J 

n«D<*> 
"*"  n« — [n  —  Ä(n  —  n')] 


S«  =  - 


— n  PW 


n  —  «(n — n') 


n— Ä  (n  —  n') 

80  sind  die  Gleiehungen  (L)  und  (M),  wenn  man   die  in  t  muli^ 
plicirten  Glieder  \Feglärst , 

—  m'fe  Cos  (1— w)  — m'f'e'  Cos  (1 — ^/) 
—  m' .  r  PW  e  Cos  (a  (1'— 1)  +  1  —  w)- 
4-  m'.r  QW  e'Cos  («  C— l)  +  1  — wO  .  .  .  (L') 


dl.  =.— .iRW  Sm«(l/— 1) 


—  m'.  Z  S^''^  e  Sin  («  (1'  — 1)  +  1 
+  m'.Z  t'«>  e'  Sin  («  (1'  — 1)  +  1 


-w) 


—  W) 


•     • 


(MO 


Noch  ist  die  ähnliche  Reduktion  der  Gleichung  ^K)  desfJ 
für  die  Breite  ührig.   Vernachlässiget  man  das  Produkt  derEt| 
centricität  in  die  Neigung  der  Bahn ,  so  ist  diese  Gleichung 

d"^u/  1   WRn     • 

0=   -g^+n««u/--Q-^^Jwo6s  =  -a6u/isu 

Der  Ausdruck  von  R  in  5*4.  vor  Nr.  I  gibt,  wenn  manbW 
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Inf  clie  drej  letzten  Glieder  desselben  Bücksicht  nimmt ,  da  das 
vorletzte  yon  z  unabhängig  ist , 

(dRN         m'z'  m'z^    x^^(x\ 

pro  Ä  alle  ganze  positive  und  negative  Zahlen ,   auch  ^  =  o  •  be- 

z'  . 

zeichnet.  Es  ist  aber  —  der  Sinus  der  Breite  des  störenden  Pia- 

leten ,  und  wenn  cy  die  Tangente  der  Neigung  der  Bahn  des  sto-^ 
«enden  Planeten  m'  über  der  ursprünglichen  Ebene  des  gestör- 
en  m ,  und  TI  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  ersten 
lieser  Ebenen  auf  der  zwey ten  bezeichnet ,  so  ist  (Th.  II  p.  69.) 
lie  Tangente  der  Breite  vonm'  gleich  <y  Sin  (1' — n),  also  ist  auch, 
^enn  man,  v/as  hier  erlaubt  ist,  die  Tangente  der  Breite  mit. 
lem  Sinus  derselben  verwechselt ,  , 

z'=r:a'YSin(l/— 77) 

Kjind  daher ,   wenn  man  die  Glieder  für  «  =  o  besonders  nimmt , 
lad  die  Bemerkung  des  Jj,4. Nr.l  berücksichtiget, 

dz)  =  I#^^^^^'-^> — ^Sin(l-n) 


j  _?i^^B(*-*)  cy  Sin  (ä  (L/~1)  +  1  — J7) 


»TO  K  alle  ganze  positive  und  negative  Zahlen ,  blofs*  x  =  o  ans- 

■^enommen,  bezeichnet.  Multiplicirt  man  diesen  Werth  yon  (  3—  ) 

larch  n»  a*  =  1,  so  erhält  man  für  die   vorhergehende  Glei- 
chung 

d'.Äu'  m'n'acy 

0=    -5~ ^.n»5u'— . — -^  Sin  (1/— 77) 

dt»       '  a'*  ^  ^ 

.    m'n'aa'    ^/,n 
-J .  B(0  y  Sin  (1—77) 


^m^n^^  r  B^^-0  ^  Sin  (.  (V-l)  +1-77) 


[ntegrirt  man  diese  Gleichung  nach  derVorschrift  des  J.  3,Cap.VIII. 
%lio  wie  wir  ^.  5  die  Gleichung  für  du  integrirt  haben  |  und  »etzt 
man  ös  s=s  —  adu^,  so  ist 


ÜJO 


b%  = 


m'n' a* 


m'a*a' 


.  b'*^  nt.y  Cos(l-n 


+ -^ 


b(*-i) 


a 


»• — [n — .K  (n — n';]  • 


^Sin(Ä(l'— .1)  +  U 


I.  Es  sej  nan  9  die  Neigang  der  Bahn  Ton  m  über  eiier 
fixen  Ebene ,  ivelche  gegen  die  ursprfingliche  £bene  Ton  m  n 
"wenig  geneigt  ist,  und  ^  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  k 
ser  Lahn  auf  derselben  Ebene;  für  m'  seyen  dieselben  ( röüe 
^'  und  5^  so  ist  tg^^Sin  (1—5)  die  Breite  Ton  m  fiber  der  &b 
Ebene ,  ivenn  sich  m  in  seiner  ursprünglichen  t  bene  bevef 
und  lg  f'  Sin  (1 — 5')  würde  die  Breite  von  m  über  4er  üxenEbei 
seyn  ,  wenn  sich  m  in  der  ursprünglichen  Ebene  TOn  m' bewegte 
nie  Differenz  dieser  beyden  Breiten  wird  sehr  nahe  dieBi 
\on  m  über  seiner  ursprünglichen  Ebene  seyn  ,  und  da  diel 
Breite  gleich «y  Sin  ^i — /Zy  ist,  so  hat  man  (Vergl.  Cap.  i3,^5.j 

tg  y'  Sin  (1—^0  —  tg  9  Sin  (1— Ä)  =.  <y  Sin  (1— /7; 

Es  sey     p  ss  tg^SinS     und    p' =  tgf^Sin^ 

q  Ä  tg9>Co83  q'  =  tgy^CosS^ 

liöfst  man  die  letzte  Gleichung  auf,   und  setzt  die  Coeffick 
von  Sin  1  und  Cos  1,   jeden  für  sich  gleich  i\uÜ,    so  erhalt) 

p' — p  =  <y  Sin  n     und     q' — q  =  ^  Cos  IJ 
also  auch      <ySin  (1'— II)  =  (q  — q)  Sin  l'— (p' — ^p)  Cos  1' 

Löfst  man  eben  so     <y  Cos  (1 — /7)   und   <y  Sin  (ä  (1' — 1)  + 
auf,  und  substituirt  diese  Werthe  in  dem  letzten  Ausdrucke  tmI 
80  erhält  man 


ÄS  =  — 


m'n«  a* 


a*(n* — n  ») 


[(q'— q)  Sinl'—  (p'— p)  Cos  1'] 


XO 


^TO^a'a^B     nt  [(p/— p)  Sin  1  +  Cq— q)  Cosl] 
,    V        ^^ — ;  •  Sin  Ca  (1'— 1>  +1) 


+  --    -_.r> 


2 


— Cp'-p^b'«-^' 


I     .-"•      *•     TT  ■  CK«  (K-D+l)  I 


und  die:ser  Ausdruck  von  6s  gibt  die  Breite  von  m  über  derl 
seiner  ursprünglichen  Bahn.  Will  man  die  Breite  von  m  überj 
icdle  E^bene,    die  sehr  wenig  gegen  die  ursprüngliche  B«b{ 


271 

ligt  ist,  80  bat  man  9  'wenn  diese  Breite  über  der  festen  Ebene 
iTch  8  bezeichnet  wird  9 

8  =  tg  9  Sin  (1 — 3)  +  ÖS  oder 

8  =  q  Sin  1 — p  Cos  1  -J-  Äs ,   also  auch 

ni'n*a* 
s q Sin l-p Cos  1  - ,,,(^.^„,.^  [(q'-q) Sin l'-CP'-P) Co.l'] 

- '"^«•«^•B^'^°t  ,.(p,_p^ Sin l+Cq'-q) Co»  1] 


m'n*a*a' 


(q'— q)B''-»>  1 

■  .     r  . :;;t^  Sin  r«  (1'— 1)  +1) 

n«— [d— jt(n— n')]«  '^^         ^"T^j 

?■•  •  (N) 


[^      n* — [n— «(n — n')] 


C08(*(l/-1)+1)! 


d  die  Gleichungen  LMN  sind  die  gesuchten ,  von  denen  also 
die  Störung  ör  des  elliptischen  lUdius  Vectors.  M  die  Störun- 
n  bv  der  elliptischen  Länge,  und  endlich  N  die  gestörte  Breite 
es  Planeten  ,m  über  einer  festen  Ebene  gibt ,  die  nur  wenig 
^en  die  ursprängliche  Ebene  von  m  geneigt  ist 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Werthe  yon  A     j 

und  yon  B'     haben  wir  bereits  im 


<ia  -^     V  da'  ^ 


•  •  •  • 


<la 

r;^,  VIII J,  4.  gefunden  »  wo  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen 
''• .  dieselbe  Bedeutung  mit  den  gegenwärtigen  haben.    Uebri- 

^s  gelten  die  dort  gegebenen  Werthe  von  A     ,    B      u.  f.  für 

Störungen  ,  welche  der  Körper  m  von  m'  leidet.    Sucht  man 

^r  die  Störungen,   welche  m^  von  m  leidet,    so  sind  offenbar 

(x)         (x) 

'   Werthe  von  A     ,   B     .•♦  dieselben  mit  den  vorhergehenden, 
ti  einzigen  Fall  AC»)  ausgenommen,  dessen  Werth  dann 


'^i)  wird* 

a»       a'      iy 


e  Berechnung  der  Werthe  von  A  ,  B  ••.  und  ihrer  ver- 
hicdenen  Diiferentialien  dient  also  für  die  Entwickhing  der  Stö- 
ßigen beyder  Körper  m  und  m',  welche  sie  gegenseitig?  von 
lander  leiden.  Hat  man  die  Störung  des  m  durch  m^  berechnet, 
d  sucht  man  dann  die  Störung  des  m'  durch  m,  so  wird  man  a 

a^    und   a^  in  a  verwandeln ,  und  jeden  Coeificienten  b^^  der 
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n 
vorigen  Bechnong  durch  «  =  — ,  so  wie  jeden 

durch  a^  SS  ~  multipliciren ,  um  seinen  Werth  für  die  swcjti 

et 

Berechnung  zu  erhalten« 

Uebrigens  enthalten  die  vorhergehenden  Ausdrücke  nnr&i 
jenigen  Störungen ,   welche  von  der  £xcentricitat  .und  der 
gung  der  Planetenbahnen  unabhängig  sind,  und  welche  niurri 
der  ersten  Potenz  der  Excentricität  und  Neigung  abhängen.  ^ 
lein  unter  den  Gliedern  jener  Beihen ,    deren  erste  Theile  1^ 
entwickelt  haben ,    gibt  es  noch  mehrere  nickt  unbeträchtlicl 
die  von  dem  Quadrate  und  von  den  höheren  Potenzen  jener 
den  Gröfsen  abhängen  ,    und  selbst  diejenigen  werden  aocli 
weilen  merklich,  die  von  dem  Quadrate  der  störenden  Kraft 
men.  Da  die  [Bestimmung  aller  dieser  GrÖfsen  hlofs  in  einer  ig 
teren  Entwicklung  der  bisher  betrachteten  Ausdrücke  bestek  * 
und  es   hierzu  unserer  Absicht  hinreicht,    den  Weg,   weidf 
man  gehen  niiiis  ,  gezeigt,  und  die  vorzüglichsten  Störungeoji  \ 
geben  zu  haben,  so  kann  man  diese  Erweiterungen  der  vorhei;  ■ 
henden  UMersuchung  in  Laplace,  Mec.  cel«    ill  VoLoi' 
in  Schuberts  Traite  d'Astron.  111  Yol«   Pcter&b.il 
nachscheu. 

J-  7- 

Da  die  Satelliten  mit  ihren  Hauptplaneten  sich  nicht  ui 
nen  beyden  gemeinschaftlichen  Central -Punkt  bewegen,  lo 
sich  auch  die  bisher  vorgetragene  Methode  nickt  unmittelbar! 
die  Störungen  anwenden ,   welche  die  Hauptplaneten  voo  i 
Monden  leiden.  Da  aber  die  jenigen  Theile  dieser  Slörungeu. 
che  von  der  Excentricität  und  der  Neigung  der  Satellitenb  * 
abhängen  ,  sehr  gering  sind  ,  so  lassen  sich  die  übrigen  bet 
lieberen  Wirkungen  der  Satteliiten  auf  ihre  i:iauptpla9eteo 
folgende  einfache  Weise  bestimmen. 

Ist  r  die  Entfernung  der  Sonne  von  dem  Hauptplaneten  1 
f  die  des  Planeten  von  seinen  Satelliten;   ist  fei*ner  fi,  die 
des  Satelliten,  jene  der  Sonne  als  Einheit  angenonunen,  so 
auf  den  Hauptplaneten  die  Kraft 

Sey  1  die  mittlere  heliocentrische  Länge  des  Planeten, 

^  die  mittlere  Länge  des  Satelliten ,  so  ist  diese  Kraft 

Cosl         /x 
mit  der  Achse  der  x  zerlegt,  X  =.  -    ^ Cosxund 

Sinl  fjL 

lel  mit  der  Achse  der  y  zerlegt,  Y  =  — p  —  — -  Sin  3t.  Ist 

L  die    Länge    der    Sonne ,    aus    dem   Hauptplaneten    gcsf 
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ind  der  Kttrze  wegen  wsA — L,  so  ist,  da  1  =  L  -|~  *8o^  ist, 
JC  =  —  ^  Cos  L  — ^  Cos  (w  +  L)    und  Y  =  —  i-  Sin  L 

—  —  Sin  (w  +  L).  Sufastituirt  man  diese  Werthe  ron  X  und  Y 

s 

in  den  bekannten  Gleicliungen  der  Bewegung  o  s  -^  -4"  X , 

d*T 

a  =  -j-r^  +  T,  so  erhält  man 


dt 

1 


^  ^  Ä  Cos  (w  + t)+  ~  CosL 

llf  =.Jisin(w  +  L)+A8inL 

ifoltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen   durch  Sin  L,  und 
Lia  isweyte  durch  Co>  Lr,  so  gibt  die  Diäerenz  beyder  Produkte 

..        d'xSin  L  — d'vCos  L  u   ^. 

o  =  .'    •  -' 1-  -^  Sin  w. 

dt*  "^  ^» 

Multiplicirt   man   aber   die    erste    durch  Cos  L|   und   die 
Bweyte  durch  Sin  L ,  so  hat  man  eben  so 

,    *  d»TC  Cos  L  -f"  ^*y  Sin  L  i  f*   ^ 

^  =  d?^  7  ?J  -  p-  Co.  w. 


,  .     / 


Es  ist  aber  x  ==  —  r  Cos  L,   y  =  — p  Sin  L,   also  sind 
läcb  die  beyden  letzten  Gleichungen 

o  =s  rd«  L  +  adrdL  +  W^-  Sin  w  } 

dt«       Mdt*  ^1 

o  =  rdL*— d»r T  —  ^—r  Cosw  1 

r»  ^»  J 

ls|  sey  r  =  f  +  p  und  dL  =  dt  +  qdt,  wo  also  p' und y*qdt 
äe  Störungen  der  Entfernung  r  und  der  Länge  L  bezeichnen  . 
^  werden  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  über^ 
eben« 


u  a  b 
o  =  (i  +  p)  dq  +  2  (1  +  q)  dp  +  —  Sin  w 


dt'  «dt*  f 

ü  =  d«r-(i  +  p)(i+q)*  *»•+ (T+^+  -7^  ^»^\ 


'der  abkürzend,  wenn  man  dw  ^=  bdt  setzt, 

,  in. 
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äq+  üdp  =  — ^Sinw  j 
b'd'p       „  Ml 


Das  Integral  des  ersten  dieser  Ausdrücke  ist 

fjL  Cosw 


q  +  2p  = 


b^' 


j  also  ist  auch  der  zwejte 
u  Cos  w  /  a\ 


^' 


Integrirt  maa  die  letzte  Gleichung  sach  Cap.   VlXL   $.  2., 
hat  man 


u  =p,  t=;w,  as:g,msBi, 
B  rs  ^  ^^.~  ''^    und    A  =  C  =  ß  =  .y  =  o, 


b^^a 


also  auch 


V  b^«(b«— t)/  b  ^a         b^^b^»(b«— I 

•^(b  —  2) 
Ist  also      bc'  =s  ,'    «  ..  , 1   und  c  =  o •   so  ist 


) 


C(» 


P  = 


b^»(b»  — 1) 
M(h  — 2) 


b^«  (b«  — 1) 


Cos 


•  •  • 


(«) 


und  diese  <7ieichung  gibt  sofort  die  Störung  p  des  Badius  T<| 
tors  des  Hauptplaneten* 

Substituirt  man  den  gefundenen  Werth  yon  p  in  der 
chung 

II  Cos  w 
q  +  3  P  =  — ^^ —  f  «o  hat  man 

/Lt(b*— 2b4- 3) 

alsQ  auch  die  gesuchte  Störung  der  Länge  des  Planeten 

/u(b«— 2b  +  3)Sinw 


/qdt  = 


♦   • 


(2) 


b«^«  (h'  — 1) 
Um  das  Yorhergehende  auf  die  Erde  und  ihren  Mond  aom« 


»75 

n,  hat  man  für  die  tägKi^lreBeTrc^gizilg  der  Erde  dt  =  5^*  8''3, 

id  des  Mondes  dT  =  i3«>  lO'  35'^  also  b  «=  i^  =    ^"Ul* 

dt  dt 

i2.36Ua5« 


Weiter  ist    (  = 


8//.  8 
3454"3 


=:  o«  002547624  und 


^ 


^  (5Ö.on32q63o)^  ^^"'^  8^*"^"  **"*  Gleichungen  (1)  und  (2) 

p  =. 0*000044  Cos  ((-^0)    und 
/qdt  r=  (j|//29  Sin  (C  •— ©) 

3  C  und  0  die  geocentrische  LSnge  fies  Mondes  and  det  Sonne 
»zeichnet.  Für  die  anderen  mit  Sate.lliten  umgebenen  Planeten 
id  die  Werthe  von  p  undy^qdt  völlig  unbeträchtlich,  da  die 
asse  fJL  der  Satelliten  gegen  die  ihrer  Hauptplaneten  zu  klein 
:,  um  in  der  Bewegung  der  letzten  noch  irgend  eine  merk- 
;he  Störung  hervorzubringen« 


S  2 


%» 
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,  »1  t       j»  ■  .  • 


ZE  FI  NTESKA  PIXEL. 


'  I 


S  ä  c  u  1  ar  e   Störungen, 


jJie  Ausdrücke  von  br ,  5v  nnd  s ,  welche  wir  in  dem  toi 
lienden  (japiteL  durch  die  Gleichungen  L  M  N  gegeben 
enthalten  also  die  Störungen,  welche  derKörperm  in  seinereli 
sehen  Bewegung  durch  die  Wirkung  des  Körpers  m'leidet|UnJi 
sieht,  dals  alle  Glieder  dieser  Gleichungen,   da  sie  in  die 
und  Cosinus  yon  Winkeln ,  die  mit  der  Zeit  gleichförmig 
seu,  multiplicirt  sind,   nur  periodische,    in  kleineren  oderj 
fseren  Zeiträumen  wiederkommende  Werthe  haben  ,    diej( 
Glieder  allein  ausgenommen,    deren  Faktor  die  Zeit  t  seÜMti 
und  die  daher  ohne  Ende  und  über  alle  Gränzea  hinaus 
können« 

Diese  letzten  Glieder  sind  alle  in  die  Gröfse  m^  multii 
sind  daher  alle  blofse  Folgen  des  störenden  Körpers 
lein  die  Störungen  sind   sämmllich  so  gering,    dafs  sie 
einer  bestimmten,    nicht  gar  zu  langen  Zeit  vorzüglich  avi 
den  Ort  des  gestörten  Planeten  in  seiner  Ellipse  Einflub 
ohne  diese  Ellipse  selbst  merklich  zu  verändern«  Nach  einer I 
gei'en  Zeit  aber  wird  die  blofse  Aenderung  des  Ortes  in  dert 
sprünglichen  Ellipse  nicht  mehr  hinreichen  ,    um   die  Ri 
mit  den  Beobachtungen  in  Uebereinstimmung  za   bringen. 
Ende  dieser  Zeit  wird  nähmlich  der  planet ,  wenn  ]e\z%  diai 
r ende  Kraft  plötzlich  zu  wirken  aufhörte ,  zwar  noch  eine! 
um  die  Sonne  beschreiben ,  aber  diese  wird  durch  die 
Wirkung  der  störenden  Kraft  von  der  vorhergehenden  urs{ 
liehen  Ellipse  in  ihrer  Gestalt  nnd  Lage  verschieden  seyn. 
Wirkung  des  Planeten  m^  wird  also  nicht  blofs  den  Ort  dei| 
störten  Planeten  in  seiner  ursprünglichen  Ellipse  ,    sonden' 
wird  auch  die  Elemente  dieser  Ellipse  allmäfaiig    ändern)  ^ 
da    diese   letzten   Aenderungen  ihrer  Natur    nach  viel  h 
mer  vor  sich  gehen,  als  die  ersten ;  da  sie ,  wenn  sie  üb< 


f 
et 

8C 

fs. 
an 
de 
«e 

et 

in 

Ul 
ch 
>e 


bl 
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noch  in  besttminto  Qränzen  eingeschlo^aen  tiii  j,  zwischeii  diesen 
Gränzen  erst  in  sehr  langen  Perioden  yon  mehreren  Jahrhun-' 
derten,  ja  Jahrtausenden  auf  -  und  abgehen ,  iirähreiid  die  Stö- 
rungen des  Ortes  iil  der  unveränderlicßeti  ElUpfse  in  yiel  küreere 
Perioden  eingeschlossen  sind,  so  hat  man  jene,  zum  Unterschiede 
von  diesen,  säculäre  Störungen  genannt,  während  man  die  in 
dem  Torhergehenden  Capitel  bestimmten  Störungen  des  Ortes  der 
Planeten  in  ihren  urspränglichenEUipseniinter  dem  Nahmen  der 
periodischen  Störungen  bßgreift. 

Nehmen  wir  an,   daCs  eine  dieser  saculären  Störungen  die 
?orm  A  Sin  (at  «f-  b)  habe ,  wo  also  a  eine  sehr  kleine  Gröi'»e 

8t,  weil  die  Periode  — ^  (Cap.VlUS.a.Nr.I)  der  saculären  Glei- 

a 

shung  sehr  grofs  seyn  soll.  Setzt  man ,  wie  es  in  der  That  der 
Tall  ist ,  Toraus ,  dafs  man  blofs  dar^h  eine  allmählige  Entwich- 
ung  aller  Störungen ,  in  welcher  man ,  wie  wir  in  den^  Vorher- 
gehenden gesehen  haben ,  blols  auf  di^  ersten  Glieder  der  un- 
■ndlichen  Reihen  Rücksicht  nimmt,  dafs  man  nicht  auf  die  ei- 
.entliehe  Gestalt  ASin  (at-)*b)  dieser  Gleichung,  sondern  durch 
ie  Entwicklung  derselben  in  eine  nach  den  Potenzen  ron  t  fort- 
Vhende  Reihe  auf  die  Form  a+ßt-}"'Vt*  +  gekommen  sey,  von 
.velcher  man  etwa  nur  die  zwey  ersten  Glieder  betrachtet  hat,  so 
yird  dieser  Ausdruck  in  seiner  neuen  Gestalt  nicht  mehr  perio- 
ischseyn,  oder  diese  Störung  wird  als  eine  ohne  Ende,  progres- 
^v  fortgehende  erscheinen ,  aber  dieser  Schein  wird  blofs  eine 
olge  der  Unvollkoinmenb^t  jän&et^r  Auaiysi^  »eyn  j  da  ^  wie  die 
c*»prüngliche  Form  dpp  Gleichunfip  z^igt^»  diese  .Störung  doch  in 
äne  bestimmte,  wenn  gleich i^eileicrit  senf  grofs e  Periode  eingc- 
Ifclossen  ist.  Die  lange  Dauer  dieser  Periode  ab^r,  und  die  äu- 
lerst  langsame  und  beynahe  gleichförmige  Aenderung  des  ver-^ 
^^^rlichen  Elementes  der  Ellipse  wird  uns  erlauben,  diese  Aen- 
sprang,  während  einem  nicht  zu  grofsen  Zeiträume,  der  Zeit  t 
^nibst  proportional  zu  setzen ,  und  daher  jene  Störung  selbst 
-  -eich  a  4~  ß^  anzunehmen.  Setzt  man  dann  diese  Störung  dem 
Beziehung  auf  jenes  Element  genommenen  Differentiale  der  el- 
^tischen  Bewegung  gleich ,  so  erhält  man  dadui^h  eine  Glei- 
^ung  ,  aus  welcher  man  die  gesuchte  säcuUr«^  Aenderung  die- 
^a  Eieniientes  ableiten  wird. 

i 
^      Um  dieses  auf  die  letzten  Gleichungen  des  vorhergehenden 

^pilels   anzuwenden ,    so    gibt  die  Gtcichdng  (M) ,   wenn  man 

lofs  auf  die  in  t  mültiplicirten  Gii&der  ^eftt , 

^,lihre  Länge 

gtnt-J-'tt'n'^«Cc.Cos(nl+f— w)-f-m'nt.De'.Cos(nt-J-t — w') 


27Ö 

Es  sej    h  s  e  Sin  w    und  eben  to    h^  ts  e'  Sin  fr' 
1  =  e  Cos  w  1'  =s  e'  Cos  v' 

so  ist  die  Torhergehende  Gleichung 

wahre  Länge 

r=  nt  4-  m'  n  t  (h  C+h'  D)  Sin  (nt+sH-m/  nt  (1  C+l'  D)  Cos  (laj^ 

Die  wahre  elliptische  Länge  aber  ist 

nt-|-2eSin(nt  +  e— w)  =  nt+sISin(nt+t)— 2IlCos(nt-]- 
Leiden  also  die  Gröfsen  n ,   h  und  1  darch  äie  Stdrung  dei  ft 
neten  m^  in  der  Zeit  t  die  Störungen 

so  ist  die  wahre  gestörte  Länge 

"*  "*■  *•  Cär)  +  «  0  + 1.  (-))  Sin  Cnt+j) 

—  a  (h  -f.  t.  fyj)  Cos  (nt+ 1) 
also  die  Störung  selbst 

'■  GO  +**•  Cfd  8« (»»  +  «)-«».  (^)  Co.(nt+. 
und  wenn  man  diesen  A/nsdmck  mit  de^i  vorhergehenden 
m'nt  (hC  +  h'D)  Sm(nt-t*0  +0»'»^  (IC+l'D)  Cos  \yäL\v 
vergleicht ,  so  erhält  man 


II 


5?>'    •*  I 


( 


m'n  I 

m^  I 

—  (hC  +  h/D) 


I«  Bezeichnet  »  und  d,  wie  im  Cap«  IX  ^«  6.  die  Neign! 
und  die  Länge  des  Knotens,  und  s  die  Tangente  der  Breitet^ 
folgt  aus  der  «ph arischen  Trigonometrie 

s  =  tg  «Sin  (nt^:•I— 5)    oder 

s  .=  tg  «•  Cos  )»Sin  (nt-f-«)"^^?  ^  Sin  ;> Cos  (nt-f-i) 
Wenn  man  aber  wieder  die  inCap,IX§.6,  [  gebrauchten Befelc^ 
nungen  von  p,  q  einfährt ,  wo  p  s=  tg  «  Sin  5,  und  q  =:  tg  •(>' 
war ,    so  wird  der  letzte  Ausdruck 


»79 

In    •  s  =  q  Sin  (nt  +  «)-^p  Cos  (nt  +  «) 

»fteiden  also  die  Gröf sen  p  und  q  durch  die  Störungen  des  m^  in 

er  Zeit  t  die  Störungen  t,  f—  J  und  t .  (  t^  J  t  ßO  wird  die 
sadorch  entstehende  Störung  der  Breite  scjn 

t  (^J^  Sin  (nt  +  0— t.  Q£^  Cos  (nt  +  «) 

I; 

tie  Gleichung  (N)  des  vorhergehenden  Capitels  gibt  aber  für 
Ceselbe  Störung  der  Breite 

t 


^■■p^»" 


etzt  man  also  die  bejden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich ,  so 
rhält  man    ' 


;i 


(|E)=_l^....,.B<...(,_^, 


•► .  •  •  (b) 


b 


5-  3. 

Die  Gleichungen  (a)  und  (b) ,   welche  die  gesuchten   säen- 
Jren    Störungen    bestimmen»    müssen   nun    näher   betrachtet 
'erden. 

Die  erste  der  Gleichungen  (a)  oder  die  Gleichung  f  —  )  ==  o 

eigt  uns,  dafs  die  Gröfse  n,d.  h.,  idafs  die  mittlere  tägliche  Pe- 
regung ,  also  auch  die  Umlaufszeit  eines  jeden  Planeten  c  o  n- 
t an  t  ist ,  und  daher  durch  die  Störungen  aller  übrigen  heine 
enderungen  leidet.  Da  femer,  vermöge  der  Gleichung  n"  a*  =  i 
ßap.  IX  ^.  1.)  die  Gröfse  a  blofs  von  der  Gröfse  n  abhängt,  so 
it  also  auch ,  aller  Störungen  ungeachtet ,  die  halbe  gröfse  Achse 
der  Bahn  eines  jeden  Planeten  ebenfalls  constant. 

Die  beyden  anderen  Gleichungen  (a)  geben  die  Störungen 
on  h  und  U 

p.8  ist  aber    h  =  e  Sin  w    und    I  =3  e  Gos  w ,    also  auch 

Je        dh^.  dl  ,  dw       ifdh^  dl    .       1 

-—  Ä  -r-  Smw+-r  Cosw  und  -t-  =^  —  l-v-Cosw — -r-  Sinw  { 
dt       dt  ^dt  dt       e  tdt  dt  J 

»ubstituirt  man  hier  die  Ausdrücke  von  -zr  nnd  r-  aus  den  Glei- 

dt  dt 

hangen  (a) ,  so  erhält  man 


sBo 


^  -s De'  Sin  (w'— w) 

dt         a 


dt  2     \      "^ 


De' 


e 


Cos  (ir' 


->) 


'nC 


Sey  p    ex — *"  "     nndvj/.  =+ ^ 


m'nD 


2 


also  auch  o    =  —  —  ;  ®  •  __+  -*  •  -L^: i 

^,  «     l  da       ^        da«     J 


so  ist 


|f  ae'^t^Sin  (w'— w) 


dw 


X         6'    1 1 

-^-=9  — *- Y  Cos  rw — w) 

dt  o       e      o         ^ 


Nehmen  wir  der  Kürze  wegen  an  •  dafs  die  Gröfsen  p   9  9  > 

^  •       .  000 


•     • 


respective  in  f    9     f.  •  •  übergehen ^    wenn   man   in 

alles,'  was  sich  auf  ih  bezieht,  in.dds  verwandelt,  wai  ä 
auf  m^  bezieht,   und  umgehehrt;    und  dafs  eben  so  dieGroGr 

9    9    9    •  •  respect.  in  ^    9    9    •  •  Übergenen  ^  wenn  nm 

jenen  alles,  was  sich  auf  m  bezieht,  in  das  rerwatidelt,« 
sich  auf  m^^  bezieht  u.  s.  f. ,  so  hat  man  für  die  sSculäre  kt 
derung  der  Excentricitat  der  PlaneteA  m  m'  m"  .  .  nach ' 
Ordnung 

i?  -,  nL*  e'  Sin  (w^— w)  +  J/*  e"  Sin  (w" — w) 
dt    -     o  ■  o 

3 
o 

fl'  =  n|/''  e  Sin  (w— wO  +  ^^  e"Sin  (w"— w)  ^  ^  *  *  *  ^^^ 

£!ll  =:  n},^  e  Sin(w— w'')+4/*  e'Sin  (w'— -w'')  -f. 

und  für  die  säculären  Aendcrungen  der  Länge  der  groE 
Achse  oder  der  Perihelien 


+  vj/'  e'"  Sin  (w''— w)  + 


38 1 


le' 


2  6^' 


(v|;    Z.  Cos  iw'  — W)+  4/^1.  C08(W/'— W)  +  .  .) 

(vj/^  1  Cos  (w— wO  +  n|/*  l!^  Cos  (w"— wO  + .  •) 

-3r==^^+*a  +  ^  +  -> 

(vJ;^^Cos(w— W/O+^z*  —  C0«(W'— W'O  +  .O 


l...(d) 


ira  immer  9    oder  ^    die  Störung    des   Korpers   a  durch  die 
IlTirkung  des  störenden  Kdrpers  b  bezeichnet. 

5.  3. 

Auf  eine  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  auch  die  Gleichungen 
'b)  behandeln«    Ehe  wir  aber  diese  Entwicklung  yomehmen , 

%ollen  wir  zuerst  die  so  eben  eingeführten  Gröfsen  9     und   >|/ 

^laher  betrachten. 


and  daher,    wenn  man  den  Werlh 


^'        Es  war  9*  =  _  2i^ 
,f  o  ^ 

^on  C  aus  Cap.  IX«  ^.  5*  III  substituirt 

«nd  wenn  man  hier  wieder  die  Werthe  von  (        -)  und|  ) 

V  da  /        V   da«    / 

^us  Cap   Till ,  ^.  4. 1  substituirt 


db' 


1  + 


da 


*1     d»b**l 
•••dS^J 


I3ie  Gleichung  (m)  des  angeführten  Ortes  gibt  aber 


db"    «b'-b* 


j=   i 


d« 


28s 


oder  wenn  man  hier  den  Werth  Ton  b    aus  der  Crleichnng  (ej, 
und  die  von  b   aus  d^r  Gleichung  (f)  substituirt , 


db' 


z 

1 


—ab        —3b  mO 


da  H— «•)« 

Das  Differential  dieses  Ausdruckes  in  Besiehung  auf  a  ist 

d«b?  ,o  db^  .  ^    dK* 

da*  d«  dfls 


Aber  die  Gleichung  (m)  gibt 


db 


s 


da 


•  *j  +       i     und 


I— a' 


dbj^-i(,— -»)bj  + 

da  a(i— a*) 


so  dafs  man  hat 


d«b            ,0       1    -1 
i  SS  ab. •  b 


o 

3 


Substituirt  man  also  diese  Werthe  Ton      i  und  « 

da  da* 

Torhergehenden  Ausdrucke  von  f  t  so  erhält  man 


in   de 


m'n 


Ganz  eben  so  findet  man ,  dafs  die  Gleichung  >|/    ^ :  D, 

man  den  Werth  yon  D  aus  Cap,  IX«  $•  5.  substituirt ,  in(<J 
gende  übergeht 


vf.»   = 


s83 

ler  wenn  man  die  Werthe  TOn  b  ^  und  b  aus  den  Gleichun. 
m  (g)  und  (h)  des  Cap.  YIU  subatituirt ,  in  folgende 

idlich  ist  noch  nach  der  Gleichung  (1)  des  angeführten  Ortes 

B      B  > — .  b.  also  auch 
a'»      4 

«n/na'./B<»)        m/n  ^.,«  ^ 
♦  ■*    4    •        * 

m'na*a'„(i)  i 

■  a      ^^9 
4  ^o 

1     o 

L  Man  bann  hier  noch  bemerken,   dafs   die  Grofsen  o   9 

OL  merkwürdiges  Yerhällnifs  zu  einander  haben«  •  Es  ist  nahm- 

:h,   wie  wir  so  eben  gesehen  haben,   9    =*  —  «•  ^s    ^l*^ 

ich  nach  dem,  was  wir  unmittelbar  von  den  Gleichungen  (c) 
»s  $•  2«  gesagt  haben,  yerglichen  mit  der  Anmerkung  am  Ende 
(s  Cap.  (IX), 


o        mn'      1      /,!       .N 


^berdiefs '  hat  man 

n«  s=  -1  und  n'«  =x  -L  also  ^  a  4  ^^  ^«^«' 
a«  a'«  n'        «* 


I     .  J    o 

ma*  ^  SS  m^a'   ^     und  eben  so 


n.aS*=m'V/*/ 

m^a'  9    =m"a"    9     u«  s.  w# 


id  gan£  eben  so  hat  man  auch 

ma  4^    «5  m^a*  J/ 
^o  '1 


7»4 


m  a*  ^*  :■  lB"a"'  »^** 


o 


m 


Ä'!  V  =m''a'' t}/*  u«ft. 


Nach^dieser  Yorbereitaiig  wollen  "wir  nun  die  OleichungeBfV 
wieder  vornehmen.    Da,   wie  Wir  gissehen    haben 

1        m'n  a"  a^  „(i)  .  ^  •   j   j«         r^i    •  i. 

f    r= B      ist,    SO  Sind  dieae  Gleichungen 


dt 


(P— PT-^ 


Es  sey^  nvn,  wie  Cap.  IX§.  6^  •  die  Neigung  der  Bahn  too 
gegen  eine  feste  £bene ,  und  5  die  Länge  des  aaf steigenden ^- 
tens  der  Bahn  auf  dieser  Ebene ,  s«  ist 

p  SS  tg  i»  Sin  9     und     q  t±:  ig  •  Cos  3,      «ho  auch 
tg  3  Ä  —     und    tg  M  s  \/p'  +  q* 

woraus  folgt 

d3         dpCos5  — dqSinS 

—  =   -i — . * und 

dt  dt  •  tang  • 

di»       dp  Sni  S  +  d^  Cos  S 
"dt  **  dt 

Snbstitiiirt  man  in  diesen  beyden  Gleichungen  die  TOrhergel 

dp  dq 

den  Werthe  von  -r—  und  -=-^,   so  erhält  man 

dt  dt 


^  =  ^^   tgw'Sin(S  — 3')     und 


dt 


d3  »  *     tff  «•' 


dt 


tg» 


das  heifst,    wenn  man ,    wie  in  ^«  8  ,   die  Wirkung   aller  stört» 
den  Planeten  berücksichtiget  ^ 


085 


"dT 


=  9  ;tg*'Sin(3i— S^+f  tg»''8in(9— »«0-4- 
=  f"  tg#  Sin  (^^T-?)rhf'  tg<8m(»"-Ä'>|- 


•  • 


.  (e) 


\  o  tg  «  **  ig  ••  / 

dy 


>...  (f> 


dt  ^~<n+n+---) 

^^  \  » tgÄ'  1  tg»'  '        y 

and  diese  GleiGhuifgen  (e),  (f)  geben  die  säsculäre  AencTernng 
oder  r^eigung  und  der  Länge  des  hnirlens  jeder  Tlanetenbaha  ge- 
jgen  ^irgend  eine  feste  £bene. 


$.5. 


3( 


Da  aber  die  Astroliomeniliiie  hlwtelisehen  Bewerbungen  nieht 
lowohl  auf  irgend  eine  feste  Ebene  ,  sondern  auf  die  bewegliche 
Bahn  der  Erde  zu  beziehen  pflegen ,  so  wollen  wir  noch  die  Aen* 
äerungen  der  .Gröfsen  c^  upd  d  in  Beziehung  auf  irgend  eine  der 
beweglichen  Bahnen  der  Körper,  z«B*auf  die  Bahn  von  mauchen« 

Die  Breite  von  m^  über  der  eben  angenominfenen  festen 
Ebene  ist 

i  s.  tg«^Sin(n't-|-€'  — 5^  =  q'.  Sin  (n't+ €»)—?' Cos  (n't  +  £0 

Wenn  sich  aber  m'  auf  dei^  Bahn  des  m  bcfwegte,  so  würde  die 
jBr'eite  des  m'  über  der  festen  Ebene  sejn 

b  =  q  Sin  (n't  +  «/)  — p  Cos  (n't  +  «^ 

an^  die  Differenz  a — b  ist  sehr  nahe  die  Breite  des  m'  über  der 
beweglichen  Ebene  Ton  m.  Diese  Breite  ist  daher 

(q/_  q)  Sin  (n't  +  «')—  (P'~P)  Cos  (n't  -f  €') 

Sind  also  ^'  und  6/  die  Neigung  und  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Bahn  des  m'  über  der  beweglichen  Bahn  von  m, 
^o  ist ,  wie  oben ,  . 


•86 


dO (dp'— dp)  Sin  ü'  ^- j;dq/— dq)  ^o»  »' 

dt  dt 


de/ 


(dp/— dp)  Ccis  S/:^(dq^~dq)  Sin  y 

dt.tg«' 


Nimmt  man  also  die  Ebene  des  m  zu  irgend  einer  gegebenen] 
che  als  fest  an  ^  so  ist  p  =  q  =  o  ,  also  erhält  man »  da 

dp  1  dq  t 


wenn  man  diese  Ausdrücke  auf  alle  anderen  Planeten  foi 
dp 


Vj-  =  —  (9^  4-  ,^  4-  ,^  +  .  .  .)  q  +  9^  q'  +  f^  q«+ 
dT  =  (?I  +  fl  -\-)?-9\  P'-^'  P"—  .  .  . 


o 

o 


o 

2 


o 
o 


o 

2 


dq' 

"dT  =  (^  +  ^I  +^  9'-9\V  —  9\  P"~  "?  »•  w 

Substiluirt  man  diese  Werthe  in  den  vorhergeliencdenAl 

d^/  d6/ 

Ton  -^  und-^ — ^  so  erhält  man,  da  p  s=  q  sä  o  i»t  j 

iHl  =,  J^  (^o  ^  ^.  ^  ^^  ^,^(^.  __,^)^,,  j  Sin  3' 

m 

oder  da    p'  =  tg  «'  Sin  9',  q'  s=  tg  »'  Cos  S'     i»t  < 

^==(,«_y^)tg«./Sin(S'-.S/0 

das  heifst,  TöIIstSndig 

dß'        /  «         sv  ^       . 

_  =  (?^  —  ^^)  tg  *//  Sin  (S'  — 9") 

+  C^'  —  P^)  tg  *'"  Sin  (9'  —  9«0  +  .  ;  .  (g) 


^»7 
nd  eben  so  findet  man 


"dT 


id  diese  beydea  Gleichungen  geben  die  Aenderuogen  der  Nei- 
ing  und  der  Kn4neBli];^e  der  Bahn  des  m^  in  Beziehung  aujf  die 
sinn  von  m.  Durch  einq  einfache  Veränderung  der  Accente 
iv  Grö^sQn  paoä •••  ^ird  man  daraus  auch  die  Aenderangen  der 
eigungen  und  der  Knoten  der  Bahnen  von  m^'^  a'^^^.«  gegen 
e  Bahn  von  m  erhalten. 

.  '  5-  ^- 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  sehr  nerkwürdige  Arl,  diese 
leichungen  der  säcularen  Störungen  zu  finden«.  Zu  diesem  Zwe- 
.e  ^vollen  wir  die  Ellipse  betrachten,  welche  durch -^enPIane' 
n  und  durch  das  Element  der  Curve  geht ,  die  er  in  eiiiem  ge^ 
ibenen  Augenblicke  beschreibt.  Diese  Curve  wird  also  die  Ellipse 
^'n,  vclche  der  Planet  immer  beschreiben  würde,  wenn  keine  äus- 
ren  störenden  Kräfte  auf  ihn  wirkten.  Die  Elemente  dieser  Ellipse 
id  daher  während  einem  Augenblicke  dt  als  constant  zu  betrach* 
a,  aber  durch  die  störenden  Kräfte  werden  sie  ron  einem  Augen- 
icke zu'  dem  anderen  geändert.  Sej  also  Y  ss  e  eine  endliche 
eichung  für  die  unyeränderliche  Ellipse ,  wo  Y  eine  Funktion 
r  rechtwinkiichten  Coordina^n  x  j  z  und  der  eonstanten  Pa- 
oietern  c,  c'..*  ist,  welche  Parameter  selbst  wieder  Funktionen 
r  elliptischen  Elemente  sind.  Di^se  Gleichung  Y  =  o  wird 
*€fnbar  auch  für  die  veränderliche  Ellipse  gellen,  aber  dann 
(rden  die  Parameter  c  c'..  nicht  mehr  constant  sejn  Da  indes- 
n  diese  EUijpse  für  das  Element  der  Curve,  die  der  Planet 
ihrend  dem  Augenblicke  dt  beschreibt ,  gehöi;!  f  so  wird  die 
eichung  Y  =7  o  auch  noch  für  den  ersten  und  letzten  Punkt 
2;ses Elements  gehören,  wenn  man  .c  c^« .  aU  constant  betrach« 
:•  Man  kann  daher  diese  Gleichung  einmafai  so  difierentiiren» 
iem  man  blofs  die  Gröfsen  x  y  z  ab  irex^änderlich  annimmt  | 
>durch  man  erhält 

iraus  folgt  also ,  dafs  jede  endliche  Gleichung  der  unveränder- 
hen  Ellipse ,   wenn  man  sie  cinmahi  uod  so  differeutiix't ,    dafs 


V\  /dVS 

-;•!«=  +  (— Jdc'  +  ...  =  o..  .  (n) 


die  Parameter  derselben  als  constant  TOraaagesetvt  werden,  Ja 
auch  für  die  veränderliche  Ellipse  gehört.  Ueberhaupt  hat)il 
Differentialgleichung  dererstenOrdnvng  fftr  die  unperanderlii 
£Uipsfc  onch  zugleich  für  die  Teränderiiche  KHipse  atalt,  ia 
ist  U  =  o  eine  solche  erste  Difierentislsleichung  der  hdtch 
derlichen  Ellipse ,  wo  also.  U  eine  Foution  tob  xy  t,% 
dx     dy     d2        ,  ,  ■,     «. 

■T-,  -r-,  -7-  nun  yon  c  c'...  ist,  so  sind  oBenbar  alle  dietsQ 
'  dt  '  dt     dt  ^ 

dx 

fsenxi-z— ,  c...  dieselben  fSr  dis  unTeräoderliche  nnd  Ifai 
dt ' 

-veränderliche  Ellipse,  da  beyder  Elemente,  nmt  nvr  ranim 
ist  bey  den  ersten  Differentialgleichungen  die  Rede,  «ihl 
dem  Augenbllclie  dt  cusäinmen  lallen. 

.  Bett-tichten  wir  jetzt  den  Planeten  am  Ende  des  erstal 
'genblick e s  Jt,  oder  am  Anfange  des  nächstfolgenden  AugenbU 
so  ändert  sich  die  Funktion  Y  von  der  unveränderlichen  lul 
änderlichen  Ellipse  während  der  Zeit  dt  bloi's  in  Dezichungi 
die  Parameter,  weil  die  Coordinaten  x  j  z  am  Ende  dei  etil 
AngenbliciLeB  dieselben  fflr  befde  Ellipsem  sind ,  daher  diefl 
chung  V  "3  o  in  folgende  ttbftrgehc 

/iy\    ,      .    /dV- 

nnd  man  siebt;  daf»  man  diese  Gleivbnng  (U)  auch 

aas  der  Gleichung  V  =  o  ableiten  kann,  wenn  man 
ten  «Ite  GrÖfften  x.y  9  und  cc'...  zugleich  ändert,    denn 
man  von  dem  BöcrhallenenDifTerentJaldieGleiGhung  (1} 
•o  hat  man  wieder  die  Gleichung  (U) 

Betrachten  wir  ttberhanpt  irgend  eine  erste  Differentiili 
chnng  U  ^  o,'  die  nach  dem  Yorh  ergeh  enden  ,  Cur  beyätl 
sen  gehört,  da  sie  in  ihren  Elementen  während  dem  AufenU 
dt  zusammen  fallen.  In  dem  nächstfolgenden  Augenblicke^ 
diese  Gleichung  xwar  auch  noch  bejden  Ellipsen  ,  aherwK 
Unterschiede,  dals  die  Gröfsen  c  o'. ..  für  die  unverändo^ 
Ellipse  diesetben  bleiben,  wahrend  sie  fAr  die  verüiid^  f. 
Ellipse  wachsen  oder  abnehmen.  Es  gehe  dieGrÖftiell  tbeii  ^ 
lür  die  unveränderliche  ,  und  inU"  für  die  veränderliche Ellf 
so  ist  klar,  dafsman,  um U' ku  erhalten,  dieCoordinateai; 
die  fnr  den  Anfang  des  ersten  Augenblickes  dt  gehören ,  inb 
uigen  verwandeln  mufs,  die  für  den  Anfang  des  aächslfnl^ 
Augenblickes  gehören,  und  dafs  man  dann  noch  die  eTKl«><D 
reniialien  dx,  dy,  An  um  die  Gröfsen  d*x,  d'y,  d'i 
mehren  niufs,  welche  letzten  ebenfalls  znr  unveranderlicti'' 
lipse  guhöien,  h.ben  so  wird  man ,  um  V"  zu  erhalten,  " 
Grofse  Ü  erstens  die  Coordinaten  x  y  z  in  diejenigen  verv" 
wulchc  für  den  Anfang  des  zweyten  Augenblickes  gehÖret> 


mirull 

derlJ 
nnmS 
M 
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lie  in  beyden Ellipsen  dieselben  sind;  sweytens  wird  man  die 
jröfsen  di,  dy,  dz  respektive  um  dieGröfse  d*x,  d^y,  i^z  ?er- 
nehren,  wie  euvor,  und  endlich  drittens  die  Parameter  c,  c^,« 
n  c  -4-  dö  9  c'  +  de'.  • .  verwandeln.  Aber  diese  letzten  Werthe 
on  d'x,  d*7,  d^z  sind  nicht  dieselben  für  bejde £llipsen ,  son- 
lern  sie  sind,  für  die. veränderliche £llipse,  noch  umdieGröfsen 
ermehrt,  welche  den  äufseren,  störenden  Kräften  angehören.  Man 
ii^lit  so,  dafs  die  ^wey  Funktionen  U'  undU'^  nur  darin  verschie- 
den sind ,  dafs  in  der  zwey ten  die  Parameter  c,  c^  •  •  um  de,  de' 
rachsen,  und  dafs  die  Werthe  von  d'x,  d*y,  d»z,  welche  für 
ic  unveränderliche  Ellipse  gehören  ^  hier  um  die  Gröfsen  ver- 
idhrt  sind ,  die  von  den  störenden  Kräften  kommen.  Man  wird 
Wlier  die  Gröfse  ü" — ü'  erhalten,  wenn  man  die  Gröfse  U  so 
lifierentiirt ,  dafs  xjz  constant  und  dxdjdz  so  wie  cc'.. .  ver- 
nderlich  vorausgesetzt  werden ,  und  wenn  man  überdiefs  in  dem 
(^  erhaltenen  Differentiale  statt  d'x,  d*y,  d'^z  diejenigen  Theile 
luBer  Werthe  substituirt ,  welche  allein  den  störenden  Kräften 
ngehören. 

j  5-7- 

Nehmen  wir ,  um  das  Vorhergehende  anzuwenden ,  die  Glei- 
hangen  (A)  des  ^.  i*  Cap.  IX  wieder  vor, 

dt»  ■*■  r3  +  Vdx/ 


dt*         r»         V  dy/ 
^  ^  d«z        pz^^  /dR\ 
dt»  ^  r»  ^  Vdz/ 


>  •  .  .  (A) 


-tftt  man  in  ihnen  die  von  der  Störung  des  Körpers  m'  abhän- 
■ide Gröfse R  gleich  Null;  so  erhält  ihan  die  drey Gleichungen 
S  Cap«yii  §.4.  I9  aIso  auch  alle  die  an  jenem  Orte  aus  diesen 
öy  Gleichungen  hergeleiteten  Ausdrücke  (a),  (b),  (c)««« 

Dieses  vorausgesetzt,  geben  die  drey  ersten  der  dort  ge- 
<^denen  Gleichungen  (a) ,  wenn  man  sie  in  Beziehung  auf  die 
^^atanten  crc'c'^  und  auf  dx  äy  dz  differentiirt , 

xdV— yd»x      ^^        xdz  — zd«x  yd«z— zd»y 

=='■  y    ,  de'  = j: ,  de''  =  -r ., 

dt  dt  dt 

ilatituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  d'^,  d»y ,  d«z,  nach 
i^n  oben  Gesagten,  blofs  diejenigen  Theile  ihrer  Werthe,  die 
^n  störenden  Kräften  angehören,  das  heifst,  die  Gröfsen 

IIL  T 
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so  erhält  man 
<lc  /JRv  /dR\      de'  /^R\  /JR\ 


^'"'  =  z  <^^^  -  V  rS^ 


•— ♦ 


dt    —  "  Vdy/       /  Vdz/ 

und- diese  Gleichungen  werden  also,  nach  ^.6»  für  die  rerinfa- 
liche  Ellipse  gehören* 

j.n. 

Ganz  eben  so  wollen  wir  nun  auch  die  drey  folgenden  k 
Gleichungen  (a)  in  Beziehung  auf  die.  Constsunten  f  f'  £^'  und 

;f- )  dt  U.S.I. 

setzen«  Bemerken  wir  aber  zuvor,  daffr  die  Grölsen  c^  undc' 
nach  den  Gleichungen  (c)  die  Neigung  vonuiüber  derfixenEb 
bestimmen,    und  lials  also  jene  Grölsen  JNull  sind  ,    wenn  dkü 

ISeigungNuU  ist,    und  dal's  überdiei's  die  GröTAe   ( j  yoak 

Ordnung  dieser  Neigung ,  also,  für  unsere  yeraa8setzun<' eiitt 
iaiis  gleich  Null  ist«  Da  endlich  nach  derGleichriuig  (bj  derWi 

'    f'c'— rc  ,     „ 

von  f"  =  also  für  c'  =  c''  =  o.  Auch  f'/  =  o  ist, 

c 

haben  wir  nur  die  Werthe  von  df  und  df'  zu  suchen.    Diffi 
tiirt  man  also  den  oben  gegebenen  Werth  yon 

■"        r    "*^    dt'  dt* 

blofs  in  Beziehung  auf  f  und  dx  ,  dy,  so  ist 

axdjd'j— 7y  dxd'y  —  j  dyd«x 


df  = 


dt' 


oder  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  yon  4'x,  ä*id 
stituirt 

und  eben  so 

Es  sej  wieder  x  =  r  Cos  v  und  y  =  t  Sin  v ,  also  auch 

r»  =x»+y  und  tg»-  CS  ^,  soi«t 


«1 


ilso  auch 

Vdx/   ■"   Vdr/  Vdx/  +  \'iv)  Vdx/ 
/dR\    •  YdR\  Sinv 


•  •  >  I 


1  •  • 


/dH\  ^  YdR\  Slnv  , 

Vd^/  ~  Vdr/  Vdp'  "*"  Vdi»/  \dy/ 
=  (Sr)  ®'°''+  (57)  ^  «nd  endlich 


/dR\  /dR\         /dR\ 


\ds7  - 


:  < .       I  -  «•  .  I 


Hd7/  -  y  wy  =  V  d^y 


•   •  •  # » 


ubstituirt  mari  diese  Wejrthe  in  den  vornörgehenden  Gleichun- 
en ,  so  erhält  man 

a.  =  (i?)..+ea.((*)c,».-(f)5ii-') 

Isistaber  dx  =  drCosv---rdvSinv  und  dy==:clrSin*^-rdvCosy, 
nd  die  von  dem  Radius  Vector  r  in  der  Zeit  l  beschriebene  Fla - 
h,e  doppelt  genommen  ist  gleich  xdj — ydx'  oder  gleich  c  dt , 
der  endlich  gleich   r^  dv,    so  dafs  man  also  hat 


^t 


i^-(dr  Sin  v  -f-  3r  dv  Cos  v)  .  C  ;t— )  —  r*  dv  Sin  v  .  f  T7  j     ' 

\£i  -SS.  (drCosv  —  crdvSinv)  •  (  t~- )  +  r^dvCöSv,  (  ) 

s  ist  aber ,  wenn  w  die  Länge  -des  Periheliums  bezeichnet,  die 
leichung  der  Ellipse 

h(i— c«) 


r  CS  "'— 


Ler  M^enn  man  blol's  auf  die  erste  Potenz  toq  e  Rücksicht  nimmt 
2F  a  (1 — e  Cos  (v — ;W>)«  und. nach  den  Gleichungen  IL  Th.p.  42, 

T  2 


wenn  dm  s  n cit  ist ,  r ^  dy  =  a*  ndt  und  dr  =  a lult .  e  Sin  (v— v\ 
so  dafs  die  vorhergehenden  Werthe  yon  df  und  df'  in  folgenk 
übergehen 

df  =  — andl  l  aCo8iV-| Co8W  +  -Cos  (««> — w)  j  (j-J  f 

—  a*n  dtSm  y  .  I  j- I 


df 


SS — andt  I  aSini^H Sin  w  + -Sin  ('s  v — w)  1  (— ) 

-\-  a»  ndt  Cos  v  #  {^r~J 

■ 
und  man  sieht,    dafs  man  den  Werth  von  df'  erhalt,    wennDK 
in  df  die  Winkel  v  und  w  in  v  —  i)o  und  w  —  90  verwandelt. 


I,    Um  aber  die  Werthe  von  y^'T' J  und  (  ^—   )  zu  erlui 

ten ,  wollen  wir  den  Werth  von  R  wieder  vornehmen ,  welcb 
wir  Cap.  IX  5. 4.  Nr.  1  gefunden  haben.  Aus  ihm  folgt  so  lort 

(57)  ^^"^ 

/  dR  \  m/  ,  . 

IdT^y     "=  T  2  ^  A^  '  Sin  n  (l/—  1) 

-^^  [a  ^^)  4.3  jiA^*^]  e  (ii-i)  Sin  (k  U'— 1)  +I-' 

-T^r\  .j^a(ii^i)A         J,e/(*-i)Sin(ji(l'-l)+l 

£s  ist  aber,  wenn  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  von  e  Bt( 
sieht  nimmt, 

Cosvs=Cos(l  +  y,)=Co8l— v,Sinl=Cosl+eCo8(al— w)-€<:< 

und  e  Cos  (a  y — w)  =  e  Cos  (3 1 — w) ,    also  der   Coefiicient 

/dR\  e  6e     " 

\dvJ  ^^^  df  gleich  3  Cos  1 Cosw  +       Cos  (tal-w)-  Dt< 

ser  Coefficient  den  Winkel  1'  nicht  enthält,  so  werden  die< 

T- )  ,  welche  diesen  Winkel  enthalten  ,   ihn  auchnad' 

Multiplication  durch  diesen    Coefficienten  enthalten,  und 
nicht  cons tan t  seyn  können.   Wir  wollen   aber  hiernvi 


j—  ) 

ur  diejenigen  behalten,  in  welchen  sich  1^  nicht  findet,  das 
eifst  diejenigen ,  die  aas  der  Voraussetzung  ii  s=  o  entspringen , 
O  dafs  man  hat 

(^)  =  ^:s^  AC«)  Sin*(l'-1)+-«.  ^.  eSin  (1-w) 
Vdy/        2  ^'         da  ' 

+  ?^  fa'  lil2  +  sAwI  .  e'  Sin  (1-wO 
2    t       da'     '  J 

der  wenn  man ,  uach  Cap.  IX,  f  •  5«  I , 


da' 


=  -A<..-.(l^)^... 


1^)  =  !2l  2  I.  aC«)  Sin  «  (l'^I)  +  51^  , ,  1^ .  e  Sin  G-w) 
dv  /        3  3      '    da 

(JlTl  V 
^  )  mit  seinem  oben  gegebenen  Coef- 

cienten,   wobey  man  nur  auf  die  constanten  Glieder  des  Pro- 
aktes  Rücksicht    nimmt,    so    sieht    man,    dafs    die    Glieder 

'*  e 

-  Cos  (2I — ^w)  und  ——Cos  w  jenes  Coef&cienten  kein  constan- 

>^s  Glied  des  Produktes  geben,  so  dafs  man  hat 


c 


-^)  CosI  =m'-^ji  AW  Sin(«(l'— 1)+1)— —  a_*   ..eSinw 


-  ^  [a^»)  -  a  ^^  •  e'  Sin  w' 


sicher  Ausdruck  noch  durch  —  an  dt  multiplicirt  werden  mufs, 
1  den  ersten  Theil  von  df  zu   erhalten.    Um  auch  den  zwej- 

in  Theil  von  df  zu  finden ,  wollen  wir  denselben  Werth  von  R 
Beziehung  auf  a  differentiiren ,  und  auch  hier  bey  den  letzten 

■ledern  Ji  =  o  setzen,  weil  nur  dies^  Voraussetzung  beständige 
iedcr  des  Produktes  geben  kann.  Man  erhält  so 


«94 


da 


Co»  Ji(l'— 1) 


/dR\  __  m'  ^ 
VdT/       IT' 

'    1    .  • 

-  ^  fa  i'A'Ü.+  i^l  e  Cos  (1-v) 
3    t      da«     ^     da   J 

3   (^     da  da'  da    J 


«der  da,  nach  Cap.  IX;  g.  6.  I, 


dA(^) 


Mada'/  da 


a 


d«A^*>  . 


da 


ist, 


dA^") 


Vda  y        2         da  ^  ^ 

T  i^  -dl-  •»-  C-dr)j '  ""'*'  ^^^ 


+  ^.a(i-^^^).e/C08(l~w0 

Es  ist  aber   Sin  v  =  Siri  (1  +  v,)  =  Sin  1  -|r  v,  •  Cos  1   oder 
Sin  V  Ä  Sin  l  4"  e  Sin  (2  l-r-w)  —  e  Sin  w, 

^  und  überdiefs  nach  Cap.  IX,  §.  4.  U. 

also  auch  das  gesucht^  Produkt 


^•""•(dr)" 


m'  jg-dAW  g.^^  ^^  ^|,_j^  _^  j^ 


m'  f    d»A<°>   ,   dA^*' 

— !ft  -*-  


m^ 


4   l        da 


+  ^^ — I  eSinw  +  ll.,a<:_lI__.  e'Sinir' 
da  J  4  " 


d  a  A<^0 
da« 


welcher  Ausdruck  noch  durch  —  a^ndt  multiplicirt  weH«« 
muFs,  um  den  gesuchten  zweyien  Theil  von  df  zu  haben.  Sa» 
Hielt  man  also  beyde  Theile,  so  erhält  man  folgenden  Ausdrud- 


3X)5 


-? 


df  =  iiZÜ^*     e  Sin  ^ .  fa  i^^  +  ?1 1' -^1 
2        ♦  l       da  a     da«   J 


•  ■ .    j 


4-am'ndt.e'Smw'.  U A*-*' — —, ! 

t  *    da  4     da»  J 

-  am'ndt.2  f^A^*)  +-  ^4^.  Sm(*(l'-I)+1)    ■ 

(^  3    da  J 

xiiL  wenn  man  nach  der  oben  ^egctfenen  Bemerliung  die  Winkel 
on  1  und  yt  in  diesem  Ausdrucke  von  df  vermindert ,  so  ist  auch 

\      ,.             am/ndt       ^          f    dA<°)    ,   a«  d«A<°>) 
-*     dp  = .eCosw.a— - —  + — -J 

2  (^      da  ö      dj5i'   J 

—  am'ndt.e'Cosw'  i^A^*^  — = — — t^t-X 

V  ^  2    da  4     da*    J 

« 

-*  +am'ndt.2r«A<'')  +  i^Tco»(«(l'-l)+l) 

l^  2    da  J 

Vergleicht  nian  diese  Ausdrücke  mit  den  in  ij.  2.  eingeführten 
-/)  I  ■  j 

'  PVerthen  von  9    und  \1/     und  setzt    man  der  Kürze  wegen  das 

o  o 

etzie  Glied  von  df  gleich  X,  und  das  letzte  Glied  von  df'  jgleich 
(►£• ,  so  ist 

^'  df  =  —edt  Sin  w.9'  +  e'dtSinw'.v|/'— X 

dt'  =  +  edt  Cos  w.9*  — e' dt  Cos w' . "J^*  4-  Y 

f 
II.  Es  war  abei^  Cap,  VII.  $.  4.,  tg  w  =  j-  also  auch 

f/  f 

Sin.w  =  —    ■  und  Cos  w  == =ii=r .  Weiter  war  eben 

dort  das  Yerhältnifs  der  Excentricität  zur  halben  grofsen  Achse 


e  =   -.  v/f«  -!-£/•  -f-f//»  oder  da  hier  f''  =.  o  ist, 


e   =  —  ,  y/f  *  +f'»     also  auch  /it  e  Sin  w  =  f'  und  /ut  e  Cos  w  =  f . 
DifTerentÜK    man    die    beydcn    letzten    Gleichungen,    so    ist 
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^••ede  =  fdf +fM£'  und/tt*  .c«  dw  =  faf  —  f'df  oderad 
wenn  man  /bc  ==  1  setzt, 

de  =s  df «Cos w  +  df^.Sin  w  und  edw  =  df'.  Cos  w  — df •$■ 

Substituirt  man  in  den  beyden  letzten  Gleichungeil  die  in  I^ 
fundenen  Werthe  Ton  df  und  d^f^ ,  so  erhält  man ,  wenn  11 
blofs  auf  die  konstanten  Theile  dieser  Werthe  sieht,  oder  Ins 
T  gleich  Null  setzt , 

=  e'-  vi/    Sin  (w'  —  w)  nnJ 

dt  %         ^  ^ 

^  =9"  -^'    ^^  Cos(w/  — w) 

dt  o        e  •     o  ^ 

welche  Gleichungen  die  säkularen  Veränderungen   von  e  unj 
geben ,  und  mit  den  schon  im  ^*  3.  erhaltenen  identisch  sind. 

5-  9- 

Um  eben  so  die  säkularen  Veränderungen  der  NFeigung 
der  Länge  der  Knoten  zu  finden ,  wollen  wir  wieder  die 
letzten  Gleichungen  des  §•  7.  vornehmen*    Substituirt  man  10 1 
neu  den  Werth  yon  ß  aus  Gap*  IX  §.  i«,  und  setzt  derBnii|^ 
wegen 

1  1 

M  = 

(x'«+y'«+z'«) 

so  erhält  man 


((x/_x)*  +(y/— y)«  +x«'-«) 


de  de' 

—  =  m' M .  (x'y— xyO ,  -^  =  m' M  .  (x'  z  —  xz')» 


dt 


de'' 
IT 


s  m'  M  •  (y 'z  —  z'y) 


Bezeichnet  aber,   wie  in  §•  2.  I,  9  und  d  die  Neigung  nnlit 
Länge  des  Knotens ,  und  setzt  man ,  wie  dort ,  tg  ^  =s  ^/^Tl^ 

i>  c''  c' 

und  tsBszL  und  überdiefs  —  =  p  und  —  s=   q  .    so  hat  d8 

<j  c         ^  c  ^ 

(Cap.  yil.  5.  4.  Gleichung  (d)) 

z  =  qy  —  px »    und  wenn  für  den  störenden  Planeten  m'  ft 
Gröfsen  pq  in  p'q'  übergehen,  eben  so  z'  =  q'y' — p^x'. 

Diese  Werthe  i^n  p  und  q  geben  aber 

dp         de''— pdc        n  dq  _  de'— qdc 

dt  cdt  dt  cdt     ~~ 
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de    dc^    dc^^ 
»der  wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  -rr^  -r— ,  -rj- 

ubtfituirt 

^  =  i^  M.  [(q-qO  yy'  +  (p'-p)  x'y] 

dci        m' 

J  =  ~  M ,  [(p'- p)  XX'  +  (q-  qO  xy/] 

»ötzt  man  aber,  wie  zavor, 

X  =s  r  Cos  V,  y  =5  r  Sin  f/ x'  =s  W  Cos  y  •  •  •  so  ist 

dp  _  m'M  f(q'  — q)  n^  [Cos  (W  +  »)  — Cos  (v'— v)]! 
dt  ac      H-(p'— p)rr'[Sin(i^'-i-0— 8in(W— i^)]J 

dq  _  m^M  fCp'— p)  rr'  [Cos  (v'  +  v)  +  Cos  (v'—v)-\\ 
dt  ac     [+  (q  —  q/)  rr'  [Sin  (v^+v)  +  Sin  (W— y)]J 

'm  in  diesen  beyden  Ausdrücken  den  Werth  ron  M  zu  erhal- 
^n,  hat  man,  wenn  man  die  Excentricitäten  und  Neigungen 
|emachlässiget 

r  s=s  a  und        r'  =  a' 

fr  s  nt  4-  <  ir^  SS  n't  +  i' 

80  wenn  wieder  3  =  (n't  +  «')  —  (nt  -f-  «)  ist , 

I^I_i__  1^ 

a'»         [a*  — aaa'  CosS  +  a'»]* 

ns  heifst ,  nach  Cap.  YIIL  $•  4«  '• 

M  =5  -4l  —  *  2.bW  Cos  m  9 

ibstituirt  man  cGesen  Werth  Ton  H  in  den  yorhergehenden 

usdrücken  yon  dp  und  dq ,  so  sieht  man ,  dafs  alle  Glieder  die- 

r  Ausdrücke  periodisch  werden ,   bis  auf  diejenigen  ^  welche 

fvM^s  —  1  gehören,  und  die  allein  constant  sind.  Nennt  man 

io ,   wie  in  $•  8, ,  P  und  Q  die  periodischen  Theile  yon  -~ 

und  yon  -ß  i  so  erhalt  man ,  da  B^"*^)  ss  B^^^  ist, 
dt 

dt  4c'  ^ 


^=  tP2.m'aa'B<«)  +  Q 
dt  4c  ^ 


yerna9^]ä8tiget  man  aber  die  Quadrate  de,r  Exccntrici  taten  vi 

der  Neigungen,   so  ist  (Gapi  VlI  J'.  4.)  cJ  =  HT^a  und  /tc=DV. 

1 
also  aucli^  we<in  p  =  1  gesetzt  wird,  c  =    — ,   und  daher, va 

wieder,  wie  m  g,  4.,  9     =  B^*'    gesetzt    wird,  n 

o  f\. 

wenn  die  periodischen  Grpfsen  P  Q  weggelassen  werden, 

dp  O 

da  1  j 

welche  Ansdricke  mit  denen  des  ^.  4*  identisch  sind, 

5.  10. 

Wir  haben  bisher  die  säkularen  Aenderun^en  der  ExceDir 
cität,-  der  Neigung,  and  der  Länge  des  Perihcli-ams  und  ^' 
Knoten  bestiinint.  Um  nun  auch  die  Aenderungen  der  ^ofr 
Achse  zu  betrachten,  so  hat  man  durch  die  erste  der  Glr 
chungen  (a)  des  §.  0. , 

dn 

woraus  folgt,  dafs  die  mittlere  Bewegung  n,  und  also  auch^J 
halbe  grofse  Achse  der  Bahn  oder  die  Gröfse  a,  die  mit  ce| 
mittleren  Bewegung:  durch  die  Gleichung  /li  ==  n*  a^  verbun^f 
ist,  keiner  säculären  A  end  erung  dnreh  die  Störnn^l 
aller  anderen  Planeten  unterworfen  ist.  Dieses  Resultat  ist ro^l 
der  gröfsten  Wichtigkeit  für  die  Erhaltung  des  Ganzen,  da,^| 
man  leicht  sieht,  jede  immer  fortgehende  Aenderung  diesesFi 
mentes  auf  die  Dauer  des  Systeme»  einen  wesentlichen  FinJir 
hat,  und  nothwendig  einmahl  entweder  eine  gänzliche  Zers:- 
rung,  oder  doch  eine  TÖllige  Umänderung  des  Systemes  zrl 
Folge  haben  würde. ' 

I.  Man  kann  dasselbe   merkwürflige  Resultat   noch  auf  f«| 
gcnde  einfache  Weise  erhalten.  Die  Gleichung  (B)  des  Cap,IX.Tn 

dx«+dy«-fdz-        «AI        ,*  ^ 

Allein  die  Gleichung  (a)  des  Cap.  VII.  §.  4*  gibt  für  die  ungestör' 
Ellipse 

dx'  -hdv'  +  dz*  ßfÄ 


o  = 


dt*  r 


~—^  +•  tz 


Differentiirt  man  diese  Gieiciittog  blofs  in  Beziehung  auf  a  und  dv, 
dy,  dz,  so  erl^ält^an,  Tv^ennman,  wie  zu  Ende  de^  $.  7«  die.Wei  ihe 

/leda 

ron  d*x,  d"y,  d»z  substituirt,  o  =  -^ — f-  9  dR  ,  also  ist  auch, 

a 

Tvenn  man  yon  dieser  Gleichung  das  Integral  nimmt , 


fi=-./dR 


=  ay  dii 
a 


Da  aber  der  Cap.IX  J.  4.  II  gegebene  Ausdruck  von  o/^dR  of- 
exibar  keine  constanten ,  sondern  blofs  periodische  .Glieder  ent- 
lält,  so  kann  dieser  Ausdruck  yon  ^y^dR,  und  d<aher  auch  der 
ron  a  keine  in  t  multiplicirten  Glieder  enthalten,  oder  die  Stö- 
rungen von  a  sind  nur  periodisch,  eb^r  nicht  mit  der  Zeit  fort- 
;(ebend. 

5- 11. 

Wir  wollen  die  säkularen  Störungen  der  Elemente  der  Bah- 
nen noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  bestimmen« 

'  ^      '  de  /dR\  /dR\ 

;  Eswar5.7.^=y(^;-x    (_J 

also  auch  nach  §.  ö*,    r —  y-r^J. 

xdy — ydx  ' 
^  In  diesen  Ausdrücken  ist  c  =  -^-^ — . 

i  '  '      '    ' 

■i    Aber  nach  Cap.  VII,  §.  4.  ist  ^— p^ —  =  N//^a(i— e»), 

i  .    ■  •      ■    ^' 

ilso  ist  auch  c  ==  \//t£a(i---e')  und  dessen  DifFerential  • 

_  dav/;ra(i-eO  _  ede-l/Jea 


!| 


des 


2a  \/  I— e 


dso  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von  de  in  der  vorigen  Glei- 
chung substituirt 

aa*dR  . 
oder ,  da  nach  fi.  n».  da  = i8t| 

cde  =  ondt.y/T-;^    rgy)  _  aO-e')dR 


I 


3oo 


Da  die  Gröfso  R  in  dem  Vorhergehenden  als  eine  Panktioo  ri 
y  s=  e  -|^  nC — w  cntwiekeU  worden  ist,    so  iivird  man 


5r)=idt+(5^)''"''^' 


also  ist  auch  die  letzte  Gleichung ,  wenn  man  gröfserer  Eioiid 
heit  wegen  /x  ■==  i  setzt, 


a* 


Weiter  ist  Th.  H  p«  4a  •  •  dy  ss  —  •  dm  l/'^ä^e* 

WO  m  die  mittlere  Länge  des  Planeten  bezeichnet* 

Es  ist  aber  y  =  €-f"^^  —  ^  ®^so  dv  t=  de-f-i^dt  —  dw.  Beünci 
tet  man  aber  in  dm  blofs  die  Aenderung  des  Periheliums,  soi 
dm  =x  n  dt  —  dw  =-  -—  dw ,  also  die  vorhergehende  GIcichiu, 
wenn  man  der  Kürze  wegen  r  =  a  setzt  i 


d«  +  ndt  —  dw  =  —  dw  •  \/i — e*    oder 


d«  =  dw  (i  — \/i  — e") — ndt 

da 
oder  endlich,  da  (Gap.  X  J.  lo)  —  =  —  a  dR  ist , 


d€  s  dw  (i— v/i— e*)  +  2a«  \^J  ndt. 

Ist  dann  «t»  die  Neigung  und  5  die  Länge  des   aufsteigeniie 

Knotens  der  Planetenbahn,  so  sey,  wie  in^«  2  ,  p  -s  tg^Sin: 

c'^  c' 

q  =  tg  •  Cos  3,  also  auch,  wie  in§«io,  p=  —  «  qr=—  und  dakc 

c  c 

de'  Cos  5  +  de''  Sin  S  —  de  tff  « 

d .  tg  «  = —  ^ 


und      dS  •  tg  fl»  = 


c 

de''  Cos  ^  —  de'  Sin  S 


Ist  s  die  Tangente  der  Breite  des  Planeten,    so  ist  wie  imp 
^  X  =  r  Cos  y ,  y  =  r  Sin  v  und  z  s  rs ,   also  auch 

(S)=a")©+(£)(S)=7(ir)+7("i 

Nach  J,  7.  ist  aber 


3oi 

|t    "^  ^  dx  dy  '  "dt  dx        *  dz  '    dt  dy        ^  Az 

Iso  auch  9  wenn  man  alle  die  Glieder  wegläfst ,  die  schon  in  die 
^IfV  kleine  Gröfse  s  multipHcirt  sind  ,  nach  J.  8 , 

nd  daher ,   wenn  man  diese  Ausdrücke  in  dem  TOrhergehenden 
IT erthen  von  d .  tg  «  and  d3 .  tg  «  substituirt , 

/'^R^    At    ^         '       ^ 
d.tg-=-(^^;.-.Cos(.-^S), 

/dR\    dt    „. 

kS  ist  aber 

dp  s  SinS.d.tg  • -f- dS.tg  CD  Cos  3 

und  dq  =  Cos  d.d.tg  eo  —  dd.tg  oi  Sin  3 


Iso  auch 


ydRN     dt 


fach  (•  9.  ist  aber  2  :s  97  "~  P  ^  ^^^^  auch  s  =  q  Sin  v  —  p  Cos  v 
nd  daher 

^iR\  /dR\ 

I    C>08  »>  =  —  I  - —  J 


(dr>"''='(d;r>"Hd^ 


;  oder  dp  =  -  ^ .  (^)  und  dq  =  +  -'  .  (^) 


;iro  nach  dem  Vorhergehenden  c  =  y/h  (i  —  e  )  ist. 

^8  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  auf  alle  sechs  Ele- 

'aente  Rücksicht  nimmt 

»etzt  man  in  diesem  Ausdrucke  da=s«-^2a^dR  und,  da  in  dem 

Verlhe  von  R  der  Winkel  nt  immer  von  der  GrÖl'se  -|-  t  beglei-* 

/dR\        /dR\  ,      ,     .    .  .     ..       , 

et  ist ,  auch  {'^r-J  =  1*^37  7  »   ^^^  substituirt  man  m  ihr  über- 


3o4 

diefs  die  vorhin  gefundenen  Werthe  yon  de  ,  de ,  .dp  und  j),i 

erhält  man 


+  (^^  •  dw.(i  — \/i  — e«)     öder 


«=( 


dw+andt. 


\/i— e'    /dR 
e        '  Vde 


)):((: 


dR\ 
dw/ 


1  — ry/t-^^ 

ndit 


.d 


also  auch     o  =  dw  -\ *— —  •  f  v"  ) 


-wodurch  der  Werth  von  dw  bestimmt  wird ,   und  wenn  mani 
sen  in  dem  vorhergehenden  Ausdruck  von  de  8ubstituirt|  lOi 


d£  =  — 


an  dt.\/i-^e* 


/dR\ 


/dR\ 


.(,_^._e.).^-^+^a-(^-j.. 


Sammelt  man  alle  vorhergehenden  Gleichungen ,   so  erhält 
da  n  =  a\""'  ist, 


da  =  —  sa^.dR 


.1.  _        andtv/i— e»     ,  / ;r     /^d^\ 


1 


-|-  2a 


(^") " 


I 


dt 


de  = 


_  av/i— *-' 


(,-v/i-e')  «^» 


ay/»— e* 


ndl.  ' 


/dR 


) 


aw=.-..lih^ll=^-.(^-S) 


dp     = 


an  dt        /^^I^^ 


dq  = 


an  dt        /^^\ 


- 1 


v 


r^^'^'ip'' 


:..(!) 


3o3 


or- 

80 


jjetrachtet  man  von  iev  Grofte  "R  irur  ihren  nicht 'pei»ii)clfsch«n 
'heil,  und  nennt  man  diesen  letzten  mfF^  so  ^st,  danach  dem  Vc 
ergehenden  §.  loJ   die  tjrörsiä'  ä'  inv^ilridbet  ist',    d»'  =.  o,    al 

^ch  du  ^  o  und  die  Gleicliutij^eh  (i)  gehen  in-ib)^f  nde  über 

*   *1.  —        äm'ndt;\/i^«     /  /  »  '    ,r- /^^\  j 


+  2a«{  -rj.tt'ndt"" 


/   f:i 


I-  t  1  1  ♦••     M 


.      ■«♦  ••  •  •• 


.^  e  ^**«'^ 

*  Jw 'an*'n,4t.Vi— PV   /'•i^V 

•am^ndt    /cCF\    "    ' ''  •'■'". 


...  ,. 

••>    *•    'i' 

J 


t  • 


I  J     i  .  <  I  »•!  ' 


I 


•j, .  .  .  (k) 


-i 


.i 


dq  =  + 


V 

I 

am'ndt    /dF\ 


(  —  ) 


\/7^e'    vd^;/ 


■  •'    ;  I . 


•>/••! 


uf  diese  Art  sind  also  die  sä/nmthchen  säkularen  Störungen 
ier  Elemente,  der  Planelenbahnen- aui*  s^hr  einfach^;  Ausdrücke 
trückeebracht,    die  alie  nur  von  den  partiellen  Difierentialien 

ijerselben  Gröl'se  R  oder  F  in.jBexi^hang  auf  di^se  Eleuipnte  ge- 

^'ommen,  abhängen. 


I  ■> 


•   1  •  I 


f.    12. 

I    I 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (b)  des  §.  2.  statt  n'   die 


Jröfse  -r  I  80  hat  man 


).' 


»etzt  man  daher  der  Küize  \F>egfcnN  =;  £     .  aa'  ^  ^  •— :  j  *o  **^ 

./-'c .     .  ...•.-     I.  ^  ;    <♦'  0":ni'  ■ 

md  eben  so  für  den  arideren  Planeten 


dp'        m  ,  dq'         m  .., 


Di»  Inicgralien  dieser  vier  letzten  Gleichungen 

r  p  =  A  Sin  (gt  +  k)  +  B  Sin  V 
^  q  =  A  Cos  (gt  +  k)  4-  B  Co»  k^ 

{p/  =.  A'  Sin  (gt  +  k)  +  B  Sin  k' 
qf  5=  A'Co8(gt  +  k)  4-  B  Cos  k' 

wo  AB  ky  vier  willkührliche  constante  Gröfs^n  sind.  Sucht  nai 
aus  diesen  yier  Integralien  die  Werthe.von  dp  ,  dp'  .  .  und  siM 
stituirt  sie  iii  den  >ier  vorhergehenden  Di(fercntia.l-G]eichuii«eii, 
so  erhält  man  folgende  sswey  Bedingungsgleiehungen  swiseki 
jenen  constanten  Gröisen 

m'  m 

H  =  j7^N(A/-A)  und  A'g  =  — N(A— AO 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  den  Werth  m 
A ,  wodurch  auch  A^  wegfallt ,  so  erhält  man 


s'+sfe+sy«= 


also  ist  entweder 

6  »  o  oder  g  « -— _^^-;_±_^ 

uiid  wenn  man  den  letzten  Werth  yon  g  in  einer  der  beyJa 
vorhergehenden  Gleichungen  substituirt, 

A' m(/a 

A"       .        m'  (/a' 

JU  Um  aus  den  erhaltenen  vier  Integralien  die  Grofse 
Sin  (gt  +  k)  und  Cos  (gt  +  k)  zu  eliminiren,  multipHcire  man 
die  erste  dieser  Gleichungen  durch  m  y/a,  und  die  dritte  durdi 
m' v^a',  so  gibt  die  Summe  beyder  Produkte,  wenn  man  bemerke 
dafs  nach  der  letzten  ßedihgungsgleichung 

A  m  J/^a  +  A'm'  J/V'  =  o  ist,  folgenden  .Ausdruck 
mp  |/a  +  m'p'|/a'=(m  |/Ti+ m'  y^aO-B  Sin  k'=  Const  1 

und  eben  so  -  ^  # .  .  (B) 

mq  \/a  +  m'q'l/Ta'=:(m(/k  -f  m'  J/^aO.ß  Cos  k'=Fr  C,9;n8i  J 

Setzt  man  nun  wieder  wie  in  ^«  2. 

ps=.  tg«  Sin  3,  q  =  tg«  Cos5ttndp' ss  tg^'SinJ^',  q'  =c  tgM^CosS' 


ni  BO  hat  man 

tg»  «  =  p«  +q«  =(A2  +  B«)+aABCos(gt-|-k— k')  und 

tg«  »'=3  p'«  +  q'«  =  (A'«+B«)  +  aA/BCo8(gt+k— kO 

und  daher  auch 

m  |/a.tg»  <»  +  m'|/a/.tg»  »'  =  m  J/a.(A*  +B«) 
4-  m'  l/a'.(A/»  -f  B*)  =  Const •  .    (C) 

*-**  n.  Um  die  Werthe  der  constanten  Gröfsen  ABU  uid  L'  zu 

*'  bestimmen  ^    so  geb,en  die  vorhergehenden  yier  Integralien 

^,  p'— p  =  (A'— A)  Sin  (gt  +k)  und  q'— q  =  (A'— A)  Cos  (gt  +  k) 

Nimmt  man  t  =  o ,   das  heifst ,    setzt  hian  die  Werthe  der  Ele- 
mente 5  ut  und  ^*  ca'  für  diese  Epoche  t  =  o  aus  ^en  Beobachtun- 
^  gen  als  bekannt  voraus ,  so  geben  die  beyden  letzten  Gleichungen 

^  p' — p  ^  tgcö'SinS'  —  tgwSin» 
ü  8      —  q/ — q  "^  tg  (a'  Cos  S'  — -  tg «  Cos  Si 

Kennt  man  so  den  Werth  von  k ,  so  findet  man  A  und  A^  aus  den 
beyden  Gleichungen 

A'               ml/a      ,           ■                    A(mJ/ä+m'I/10       ^ 
.    T-  = 7T-^-.oder  A'— A  =  —    TTT^j •  ^^^^ 

m'(/a'.(p'— p^ 


(m  [/k  +  m'  \/vi')  Sin  k 

Die  Division  der  beyden  ersten  Gleichungen  in  I  gibt  dann 

m  1/4 .  tg<»  Sin  ^+m' l/a'.  tg«' Sin  »' 

tffk'  SS und 

.    m|/a.tgtoCosd  +  m'^^'.tgiii'Cos5' 

mVa•tg•Sin^  +  m'J/a^tg•'S^n5/ 
. .  "*  (m  ^/a  +  m'^/aO  Sin  k' 

er    wodurch  also  auch  k'  und  B  bekannt  ist* 

^  Wenn  aber  diese  Constanten  bekannt  sind,    so  lassen    ich 

daraus  die  Gesetze  und  dieGränzen  der  Bewegungen  beyder  Pla- 
netenbahnen leicht  ableiten.  Der  Werth  von  g  wird  nun  die  Pe- 
el riode  geben ,  in  welcher  diese  Bewegungen  enthalten  sind.  Wird 
t  in  Juiianischen  Jahren  ausgedrückt,  so  bezeichnen  auch  die 
Gröfsen  n  und  n'  die  mittleren  Bewegungen  der  Planeten  m  und 
m'  in  Julianischen  Jahren ,  und  in  Theilen  der  ganzen  Peripherie, 

so  dafs  n«  a»  =  I  also  |/a  =  —  und  l/a'  =  ---;♦ 

^  na  '^  n'a' 

III.  ü 


o 


06 


Subsiiluii*t  man  diese  Werthe  Ton  J/a  und  |/^^  in  des«kigi| 
Ausdrucke  Ton 

fr  =  —  N  f     -,   +  Ty^y  »  '^  erhält  man  g  =  —  N  (m  n'a^-f  nte) 

Die  Periode ,  in  welch ef  die  Neigungen  sovrohl  als  die  KmMo 
längen  Ton  ihrem  gröisten  bis  zu  ihrem  kleinsten  Werthe  öber^ 
hen ,  ist  daher 

_  3W^  _  36o 


g  N  (^mn'a'-j- m'na) 


Menn  n  und  n^  in  Graden  und  Thcilen  von  Graden  ausgedriki; 
"werden. 

III.  Um  die  Gränzen  der  Neigungen  zu  finden, 
sieht  man  aus  der  vorletzten  und  vorvorletzten  Gleichonginl 
dafs  die  Werthe  der  Neigungen  «  und  »'  am  gröfsten  und  klei» 
sten  sind,  wenn  gt  +  k — k'=:o  oder  =  iHo  ist,  und  dafs  dahe 
diese  gröfsten  und  kleinsten  Werthe  selbst  sind 

A  +B^    und  A— Bl 

A'+bJ        A'— bJ 

Da  aber  aus  den  vier  Integralien  für  p  q  p'q'  des  §•  1 1  erhellt,  dafs 
undB  nur  kleineGröfsen  von  derOrdnung  derGröfsen  p  und  q seil»» 
sind,  so  folgt,  dafs  die  Neigungen  der  Planetenbahnen  immfi 
in  bestimmte  und  enge  Gränzen  eingeschlossen  sind,  welche  sleo-' 
übersteigen  können,  wie  auch  durch  die  Gleichung  (C) 
fttäliget  wird.  Denn  in  dem  gegenwärtigen  Zustande  u. 
res  Sonnensystemes  sind,  wie  die  Beobachtungen  zeigen, (ü 
Gröfsen  tg  »  und  tg  «'  nur  klein,  also  ist  auch  die  Gröfa 
m  |/a.  tg*  w  +  m'  J/a/.  tg»  W  nur  klein,  und  da  von  j/a« 
J/li' offenbar  nur  die  positiven  Werthe  genommen  werden  n^ 

sen ,  weil  ^  a  =  —  und  |/a'=  -y-j  und  n  n'  für  alle  Planeten  p*- 

sitiv  ist,  indem  sie  sich  alle  in  derselben  Richtung  von  Wer 
»ach  Ost  bewegen,  so  kann  keines  der  Glieder  m  J/a.tg*« 
m'  (/a' .  tg«  w. . .  gröfser  seyn ,  als  die  C  on  s  t a  n  t  e  der  letzt» 
Gleichung  in  L  Da  aber  diese  Constante  jetzt  nur  eine  kiei« 
Giöfse  ist,  so  müssen  also  auch  die  Werthe  von  p  und  p^  füris- 
iner  nur  klein  und  nur  wenig  von  denjenigen  Werthen  versehe 
den  sejn,  welche  sie  jet^t  haben,  oder  die  Neigungen  derPi^ 
netenbahnen  können  nur  in  sehr  engen  Gränzen  über  und  vn\a 
ihrer  mittleren  Lage  auf  und  ab  osciiliren. 

IV.  Anders  verhält  es  «ich  in  Beziehung  auf  die  Knoten,^ 
ren  Länge«  sehr  grofse  Aenderungen  leiden  und  selbst ,  ohne  f- 
yiodisch  wieder  zukehreu,  die  ganze  Peripherie  des  Kreises  in  cei 


3o7 

'^  selben  Biditiinj;  €iiretilatifeii  ItSnh^h.  Denn  iith -die  gröüsten  und 
lileinsten  Werthe  der  Kttotenläiigen  zti  "findisn,  iat£  man  nur 
d3  =  o  und  d3'  =s.  o  setzen ,   und  die  Wurzeln  dieser  bejden 

^Gleichungen  werden  den  Grääzen  angichören ,  ^eldie  die  Kno- 
ten nicht  übersteigen  können,  rurausgesetzt ,  dafs  diese  Würz  ein 

r;  möglich  sind.   Sind  sie  aber  imaginär,  sb  iiirerden  die  Knotenlän- 

vJgen  keine  sölchie  Gränzen  habeii ,  oder  immer  in  derselben  Rich- 
tung fortgeheh.  Nuii  ist 

dS  =a  -^ — '—^ — =s  o    öder   ä.tg  »  =&  o    ntid   da  tg  d  =  -ist, 
I  +  tg^  ;&  ^  ^  q       • 

p  q  ^dt         ^  dt  • 

i*  .   '  dp        •    dir 

^ also  auch,  wenn  inan  dife  Werthe  von  ,     und  ,    aus  §.  li  sub- 

*  dt  dt 

"stituirt, 

*  Pi>'  +  qq'  =  p'  +  q' 

und   endlich,   wenn  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Werthe  von 
PP'  qq'  ^^^  ^^^  ^^^^  Integralicn  in  §.  1 1  substituirt , 

A  4"  BCos  (gt  -f-  k  —  kO  =  ö^   woraus  folgt 

=*  -  A 

1^  C0S(gt+k— kO=  — :5 

f^^enn  man  daher,  ohne  Hücüsicht  auf  das  Zeichen,  B  ^  A  hat , 
i%o  ^ird  auch  t  einen  reellen  Werth  haben;  ufid  die  Knoten  wer- 
ben blofs  zwischen  bestimmten  Granzen  auf  und  ßh  oscilliren  i 
>Wenn  aber  B  <^  A  ist , .  so  werden  sie  über  alle  Gränzen  hinaus! 
immer  in  derselben  Richtung  fortgehen.  SubstituiH  man  dann  , 
Cut"  den  ersten  Fall,  den  gefundenen  Werth  von  Co8(gt  +  k — ^k') 
ih  der  toryorletzten  der  Gleichungen  I ,  so  erhält  märi 


>    .  tg  »  =  \/h*  —  A' 

Sreicher  Ausdruck  diejenige  Neigung  gibt ,  die  det  Gränze  des 
iKnotens  entspricht«    Diese  Gränzpunkte  der  Knoten  werdän  er- 

reicht ,  wenn  Cos  (gt  +  k  —  k')  =&  -^      ist ,   während  die  Grän- 

*ifeen  der  Neigungen  erreicht  werden,  wenn  Cos  (gt+k — k')  =  -4- 1 
!itst,  so  dafs  also  die  Gränzen  der  Knoteri  mit  deÜ  Gränzen  der 
pf^cigungen  nicht  zusammen  fällen, 

li 

5.  .3. 

^  Wir  wollen  nun  eben  so  die  Aenderungen  der  Längen  der 
"^Ferihelien  und  der  Excentricitäten suchen,  und  zu  diesemZwecke 
J  ü  3 


3o8 

die  Groben  f^  und  f  des  $.8*  unserer  firüherer  Annahme  geiä, 
tiarch  h  und  1  bezeichnen ,  so  dafs  man  hat 

h  s=  e  Sin  w,  1  =:  e  Cos  w,  h'  ä  e'  Sin  w',  1/  =  c'  Cwi*. 
Setzt  man  dann ,  wie  in  {•  12.  N  =  y   •  —  und  M  s=s  ^  .  -^ 

so  sind  die  zwey  letzten  Gleichungen  des  §.  8^  Nr«  I 

dh       m'  , 

^=4--  (Nl— MIO 

dt      V  a' 

und  eben  so  rermöge  der  letzten  Gleichungen  des  |«  3 

dh'        m 


dt 

dt 


m 


V/a' 


(Nh'— Mh) 


Die  Integralien  dieser  vier  Gleichungen  sind  aber 

h  =  A  Sin  (gt  -I-  k)  +  B  Sin  (^  +  ji) 
1   =  A  Cos  (gt  +  k)  +  B  Cos  (cyt  -f.  JI) 

h'  =  A'  Sin  (gt  4-  k)  4-  B'  Sin  (<yt  H-  js) 
1'  =  A/Co8(gt  +  k)  +  B'Cos  (cyt  H-  ä) 

wo  zwischen  den  Constanten  ABg««  der  Integration  offenliar 
folgenden  rier  Bedingungsgleichungen  statt  haben  , 

m^  m^ 

gA=p^/NA— MAO  «nd  yB=^~(NB_MBO 

gA'=j^(NA'— MA)  cyB'=^.(NB/_MB) 

Eliminirt  man  aus  den  beyden  ersten  die  Gröfae  A%  und  asi 
beyden  letzten  die  Gröfse  B%  so  erhält  man 


m  l/a + m'  1/  a'         mm'    ,^, 
g'-Ng.      ^  J,^,  ^      +r;^,  (N« 


7* — N<y . 


K^aa'  "^  |/aa' 

m  |/a  +  m'  (/a'         mm' 


M«)  =oii]ia 


(N«~M*)  =  o 


Kennt  man  so  die  Gröfsen  g  7  A  B  • «  so  ist  die  Excentricitit 


i 


3o9 


e=;\/h«+l*  =\/A«-fB«+2ABCo8[(g— <y)t+k— jt] 

Wid  die  Tangente  der  Länge  w  des  Periheliums  tg  w  =  y  oder 

'  ♦•  «         A  Sin  (gt  +  k)  +  B  Sin  (cyt  +  r.) 

.  tg  w  =  ■ — ■  ■■"     und  eben  so 

i  A  Cos  (gt  +  k)  +  B  Cos  (yt  +  n) 

^       ,^  A^  Sin  (gt  +  k)  -f  B^  Sin  (^t  +  Jt) 
A'  Cos  (gt  -f-  k)  +  B'  Cos  (^t  4-  «) 

Für  die  Gränzen  der  Perihelien  ist  wieder  d  •  tg  w  =  o»  das  heiftt, 
dh  —  hdl  =3  o,  woraus  man,/  wie  in^  ^  is«  findet « 

►^      gA«  +  cyB«+AB  (g  +  7)Cos  [(g  — y)t+k— «]  «  o 

oder    Cos[(g-Y)t+k-*]  =  ^i|-g.^g^ 

St  also  gA*  +  yB«<AB  C6"i^^)»  ®^  oscilliren  die  Perihelien 
n  bestimmten  Gränzen  auf  und  nieder;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  gehen  sie  ohne  Ende  in  derselben  Bichtung  fort. 

r  Die  Periode  endlich ,    in  welcher  die  Excentricität  alle  ihre 

iTcrthe  durchläuft,  bis  sie  wieder  zu  ihrer  ersten  Gröfse  zurück- 

^^ehrt ,  wird  seyn 

•  ^  36o 

T  =  


n 


g— *v 


t 

Snd  die  gröfsten  und  kleinsten  Werthe  der  Excentricität  selbst 

^ind  für  den  einen  Planeten  AHKB  und  für  den  anderen  A/"l^  ^'* 

1.  Aus  den  vorhergehenden  Ausdrücken  yon  hl  h^P/«  lassen 

lieh  nun  auch  ähnliche  Gleichungen  zwischen  mae  und  m'a^e^  • 

*ür  die  Excentricitäten  ableiten,  wie  wir  oben  für  die  Neigungen 

^jefunden  haben.  Denn  da  e*  ==  h«  +  1'  und  e'*  =  h'*  -+-  1'*, 
lO  hat  man ,  wenn  man  die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  durch 
n  l/a ,  und  die  zweyte  durch  m'  y^a'  multiplicirt,  und  für  h  l  h'  l' 

nie  oben  gefundenen  Werthe  setzt,-  für  die  Summe  dieser 
Produkte 

'bo*  l/a+m'e'«  V'a'rsmCxi'-f-B»)  J/a+m'(A'»  +  B'«)  y/a' 
+  2  (mA  B  \/a  +  m'A'B'l/aO  Cos  [(g  — r)  t  +  k  —  ^] 

ajDie  vorhergehenden  Bedingungsgleichungen  geben  aber 

m^M 


^    /  m'N\ 


Y 


\/a/  "      |/a 


3io 

also  auch  AB  (g- ^^J  (^^—pT/  =  ^'»'-  " 

und  da  g  und  ry  die   zwey  Wurzeln  der   vorhergehenden  l»| 

den  quadratischen  Gleichungen  für  g  und  <y  sind ,  so  ifit 

S'y  ="  Paa'  C^--»*')  «-^  g  +  or^W.       "^   |Xa/ 
SO  dafs  die  gefundene  Gleichung  in  folgende  übergeht, 
ine"^|/a  +  m'e^«|/a'  =  m  (A»+B»)  v/a  +  na'  (A'«+B'*)\/'| 

oder    lae*  \/a-^m'e**  'X/a^  r=^  ConsU 

II«  Zu  derselben  Gleichung  kann  man  auch  auf  folgende  eh 
fache  Art  gehangen* 

Stellt  man  die  Vyerthe  vonN  undM  wieder  her,  so  sind 
\ier  ersten  Glqichun gen  dieses  $• 

dh  X  1  ^^'  o  o 

^  =  1  f^-V'i'^  and  -^  =  1'  9^  —  14^^ 

dl    •  1  .1  dl'  o  o 

rt  — »>  ?o+^^^o     dT  '^-^'K  +^K 

Muliiplicirt  man  die  erste  durch  mh\/a,  die  zweyte  durch  ml^t 
die  dritte  durch  m'h'\/a',  und  die  yierte  durch  m'l'y/a',  «i 
addirt  diese  Produkte«  so  sind  die  Coefficienten  Ton  hlnndk'l 
in  dieser  Summe  gleich  Null,   und  der  jCoefficient  TonhM— U 

ist  m  y/a  •  vp*  — m'  \/a'  •  '^   also  auch  gleich  Null  ,    rermoge  4" 

letzten  Gleichungein  des  §.  3 ,  und  die  gesuchte  Summe  ist  dm 

hdh+ldl  ,     .    h'ih'  +  ViV 

__ .mv/a+  5j .m/x/a/  «o 

oder  da  e»  ==  h«  +  l«  und  e'»  =  h'« -|^1/«   ist 
ede.m\/a4-e'de'.m'\/a'  =  o 

Integrirt  man  diese  Gleichung ,  und  bemerkt,  dafs  nach  demTtr 
hergehenden  die  halben  grofs^n  Achsen  a  a'  constant  sind,  * 
hat  man 

m  e '  \/a  +  m'  e'  *  \/a*  =  Const,  wie  zuvor. 

» 

Setzt  man  die  vier  Gleichungen ,  von  welchen  wit  hier  a» 
f:egangen  sind,  auch  auf  die  folgenden  Planeten  m''  m'''..for' 
so  gehen  sie ,  wie  jene  des  §.  2,  in  folgende  über 

dh 

=  1  (y*  +  J  +  </>[+•)-  V  vi/'  - 1"  +»  _ l/y/^3_ 

Ul  O  O  O  O  O  f% 


in 

Jh'  02^  o  1  3 

^t  — =I'(9    +p    +f    +)  — IvJ/    — |//v}/    _|i//vj|/  _u.«.w. 

QL  llX  1  X  1 

r 

fkxnd  wenn  man  mit  diesen  Ausdrücken ,    wie  zuvor  yerfährt ,    so 
•erhält  man 

»«le«  v/a-|-m'c'*\/a'4-m''e''«\/a'' 4- =  Const (ü) 

feine  Bemerkung  ,  die  auch  Ton  der  Gleichung  (C)des  §,  i*4S.  Nr.  I 

iPgilc.  Da  nun  alle  Planeten  um'  die  Sonne,    so  wie  alle  Satelliten 

um  ihre  Houptplaneten  den  .Beobachtungen  gemäfs,  in  derseU 

^iicn  Richtung  sich  bewegen,    so  müssen  in   der  Gleichung  (D) 

'  die  Grössen  \/a  =  — —  ,   \/a'  =  -^  •  .  alle  positir  genommen 

'Werden,  also  sind  auch  alle  Glieder  dieser  Gleichung  positiv,  und 

jtaher  jedes   derselben  kleiner,     als    die  Constante    zur    rech- 

^'ien  Seite  des  Gleichheitszeichens.  Da  aber  nach  den  Beobachtung 

gen    unserer    Zeiten    alle   Excentrici täten    der    Plancte^n  -  und 

Satellitenbahnen  nur  sehr  kleine  Gröisen  sind,   so  ist  jene  Con- 

i|  staute  selbst  auch  nur  eine  kleine  Gröfse,  woraus  folgt,  dnfs  jedes 

'Glied  der  Gleichung  (D)  immer  sehr  klein  bleiben   d.h.   dafs 

die  Excentricitäten  der  Bahnen  nie  beträchtlich  und  daher  iiiese 

:|| Bahnen  selbst  immer  sehr  nahe  kreisförmig  seyn  werden,    wie 

'sie  es  jetzt  sind«   Das  System  dieser  Bahnen  ist  daher,  in  Bezie- 

j^hung  auf  ihre  Excentricitäten  .  stabil,  indem  diese  Bahnen  blofs 

j  um   einen   mittleren  YVerlh  der  Excentricität   in    sehr    kleinen 

1  Oränzen  auf  und  nieder  schwanken  ,  während  die  grofsen  Achsen 

y  derselben  vollkommen  beständig  sind.    Diese  Beschränkung  der 

Kxcentricitäten  sowohl,  als  auch  die  ähnlich^  der  Neigungen  nach 

*  der  Gleichung  B  un^  '    würde  nicht  mehr  statt  haben ,  wenn  sich 

die  Planeten  und  Satelliten  nach  verschiedenen  Richtungen 


r 


bewegten« 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  die  Perioden 
r  und  die  Gränzen  der  Neigungen,  der  Excentricitäten  •  •  der  zwey 
gröfsten  Planeten  unsers  Sonnensystemes  suchen.  Nennt  man 
fu-5  a  die  Neigung  und  die  Hhotenlänge  und  die  halbe  Achse 
der  Kahn  des  Saturns,  und  bezeichnet  durch  o}^  p^  5^  dieselben 
ürÖfsen  für  Jupiter,  so  ist  für  die  Epoche  von  1700 

0)  =  a<^  3o'  10"      5  =  101**  5'  6''       a  =  9.54007 

■ 

«'  =  1     i()   10        S'  =  97     34  9         a'  =-  5 .20098 
^    Dieses  vorausgesetzt ,  geben  die  Gleichungen 

p  =  tg  0)  Sin  3-  q  =  tg  w  Cos  ^ 

p  =s  0.64078  q  =   —0.01573 


3ia 

und  eben  so 

p/ so  «03283  q'  =  —  o.oo3o3 

Die  Massen  dieser  bejden  Planeten  sind 

1  -  I 

m  =  srzrzrt  und  m'  = 


3358  1067 

die  Masse  der  Sonne  als  Einheit  angenommen.     Man   hat  it 
her  aus  J.  la.  Nr.  JI 

li  s  135^  iS^o^^    As=o*  01537    A'ä — o«  0066t 

k/  =  io3<>  38'  40"    B  =  0*02905 

-^,  .  ,                        N  (m  \/a 4-«i' v/aO  ^  , 
und  aus  der  Gleichung  g  =s  — -; — ^  folgt 

g  ■=  —  aS"5756«  Di«  bejden  Gleichungen  des  J.  1 2.  Nr.  I  aber  gcbo 
lg  <M  =:  o  •  03287  y/i  +  o .  82665  Cos  [3 1  •  37'— .25" .  5766  t]  fd 


tg  0)'  =  0.02980  v^i  — 0.43290  Cos  [21^37' — 25'  .  Ö756  t] 

Es  ist  daher  B  -f-  A  =  0.0444^  und  B — A  =  0.0 1 368,  also  die  grobte 
und  kleinste  Neigung  der  Saturnsbahn  gegen  die  Ecliptik  a^33'4i^ 
und  o^  47^9  für  die  Jupiterbahn  aber  ist  die  gröfste  Neign^ 
2**  2'3o"  und  die  kleinste  1  ®  17'  10''. 

Auch  die  Knoten  dieser  beyden  Bahnen  mit  der  ^Erdbahn  ff- 
hen  nicht  immer  nach  derselben  Richtung  fort,  sondern  sie  sU 
zwischen  bestimmten  Gränzi&n ,  zwischen  welchen  sie  Tor  uii 
rückwärts  gehen,  enthalten,  v/eil  B  >  A  (vid.  J.  12.  Nr.  IV)  ist 
Die  Entfernung  dieder  Gränzei^  beträgt  für  die  Saturnusbab 
3i^  5b'  und  für  die  des  Jupiter  i3°  10'  zu  bejden  Seiten  ihres 
mittleren  Ortes.  Die  Periode  endlich,  in  welcher  die  Neigno- 
gen  sowohl  als  die  Knotenlängen  bejder  Bahnen  von  ihrem  lüein* 
sten  Werthe  bis  zu  ihren  gröfsten  gelangen  ist 

36oo       36o.6o»  _^  .       T  r     •    u    T  I. 
■         =     ^   ^  ^/  =  00670  Julianische  Jahre ; 
g  25 . 5766  '  • 

eine  Periode ,  deren  lange  Dauer  uns  eine  Idee  Ton  der  grofsei 
Ausdehnung  der  Theorie  der  allgemeinen  Schwere  gibt,  wekhe 
uns,  durch  die  Analyse  unterstützt,  den  Zustand  unseres  Systemei 
Tor  und  nach  vielen  Jahrtausenden  yon  der  gegenwärtigen  Epo- 
che kennen  lehrt. 

I.  um  eben  so  die  Aeuderungen  der  Excentricität  und  3er 
Länge  der  Perihelienj  dieser  beyden  PJanetenbahnen  zu  finden, 
hat  man  nach  dem  Vorhergehenden ,  •  g=  s  i^'9<)o5  und  cy  =  3/'585i 
also  auch 

A  =  0.04877     B  =  o,o3533    A' =  —  0,01715     B'^  0.04331 

k  =  3o6°  35'     /i  =  2io'  17' 


3i3 
Substitairt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung 

e«  =1  A*+B»  +  3  ABCos  [(g  — ly)  t  +  k  — «] 
80  findet  man  für  die  Excentricität  der  Satumsbahn 


ül 


e  =  o*o6o2i.v^i — 0.9Ö009  Cos  (öö**  42'  —  lü^' 4054  t) 
und  für  die  des  Jupiters 


e'  =  o«  04649 .  v/i  +0  •  6859a  Cos  (83'  43'—  18"  4054  t) 


WO  t  die  Anzahl  Jahre  seit  1700  bezeichnet.  Die  Länge  der  Fe« 
rihelien  bejder  Bahnen  findet  man  aus  den  beyden  für  tg^o»  und 
Ig  w  in  §,  12.  gegebenen  Gleichungen ,  wenn  man  darin  die  yor- 
^  hergehenden  Werthe  Ton  Aß  A'B'  kxgcy  substituirt,  und  die 
gröfsten  Ausweichungen  derselben  von  ihrem  mittleren  Orte  wer- 
den durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden.  D,a  für  unseren  Fall  der  Wer  th  von  (g  A  »-f^B  •  ) 
,.    gröfser  ist,  als  AB  (g-)*<y),    so  haben  die  Längen  beyder  Peri- 

helien  keine  Gränzen ,  oder  sie  gehen  immer  in  derselben  Rich- 

j  tung  weiter» 

Die  Periode  aber ,    in  welcher  die  beyden  Excentricitäten 

36o 
^   alle  ihre  Aenderuogen  durchlaufen,    ist  ■ =70410  Juliani- 

]  ^che  Jahre«  Endlich  sind  die  gröfsten  und  kleinsten  Werthe  der 
c  Excentricitäten  A  +  B  und  A'+B',  also  für  Saturn  0.0841 
^   und  o.oi34  und  für  Jupiter  o.  0604  ^^^  ^*  0261. 


( 


I 


3i4 


EILFTES   KAPITEL. 


Anwendung    des    Vorhergehenden. 


u 


5-  «• 


m  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Ausdrucke  xu  Eti^tt 
wollen  wir  die  Störungen  suchen,  welche  Merkur  von  derSotf 
leidet. 

Nach  Vol.  II.  p.  387  ist  für  Merkur  die  halbe  grofse  ^cb 
der  Bahn  a  =  o  3870981 ,  die  mittlere   siderische  BewegaDji 
einem  Julianischen  Jahre  (von  365  j^  Tagen)  gleich  n  =:z  538ioi6^i 
und  die  Excentricilät  der  Bahn  e  =  o.2o55i32.    Für  die  Vei4 
hat  man  ehen   so  a^  r=  o.72333'i39   n^  =  3106641^^6   und  &1 

Masse  der  Venus  m'  =  nr.pr-T'    oder  m'  r=r  0.00000261  dieS« 

606 1 .17 

nenmasse  als  Einheit  vorausgesetzt* 

Man  hat  also  a  =  — -  =  o«535i6.  Entwickelt  man  caersti 

a' 

Werthe  von  o*,  ä*,  o*  *  .  .  so  ist  nach  den   Gleichungen  (^1 
Cap.  VllI,  5.  3.,  b    j^  =  2.14597  und  b    ^  =  —  o.5 1 525. 1)>^ 

a  % 

den   Gleichungen    e    und    f   hat   man   danrf   b^  =::  2.17217 

,1  Ol 

o^   =  0.60570.  Mit  diesen  Werlhen  von  b^   und  b  j    gibt  die 

chung    (a) ,    wenn  man  in   ihr  x  =   {  und  nach   der    Ordoi 
X  =  a,  3,  4  •  •  •  setzt, 

I  o 

. j-^ 

2  1 

b=^  'a  *         trzso.i  1077 


3i5 

3  .1     .2 


4  _  3(1+«')  b^— 4«  b^  .    ^ 


ia 


inn  geben  die  Gleichungen  (g)  und  (h)  die  Werthe  Ton 


b.  =s  4.21415  und  b,  =3  3.q3538 

9  3 


tzt  man  femer  in  den  Gleichungen  (c)  die  Gröfse  x  :s  f  und 
=  a,  3,  4  .  .  ,,  <o  ist 

^*         —  *  (>  +  «')  b*  +  3a  b*  _  ., 

b    SS  i  i  =  1.95054 

3         —  1(1 +«•)  b^  +  5.a  b*  „, 

!tzt  man  eben  so  in  den  Gleichungen  (m)  des  ^.  ^.  x  zz  i  und 
=s  o ,  1  ,  2 ,  .  •  •  so  erhält  man : 

db"         a«b"~«b* 

f  —         i  i  =  0.78031 


a{i—a*) 


db 


_  2 

ri  +  2a*)b.  — Sab,  ,^  q 


da  a  (1  — «*) 

db*         (2  +  3a«)  b*  —  Sa  hl  _ 


07007 


da  a(i— a«) 


db^^(3+4-')b|-7«b,J^„^.^, 

d»  a  (1  — a*) 

ul  eben  so  gibt  endlich  auch  die  Gleichung  (n)  des  $.  4« 


ä 

M 


3i6 

i  =  a.75638,  J  ==>  2.42616 

da«  da« 

d'b*         ^  ,   ^          d2  b^ 
_J^  =  3.39502,    i^=  3.38107 

da«  aa' 

Nachdem  so  die  Werthe  dieser  Gröfsen 

,4    db^        .  d»  b^ 
b^,       i  und  i 

dft-  da* 

(gefunden  sind ,  erhält  man  durch  die  Gleichungen  (1)  undfi 
des^.  4. 

aO  — r .b,  =  —  3.oo3oo  und 

a.A^*^  =«  — a.b*  =  —  0.03775 

a.\^*5  ==  — 0.13196,  a.A*'^  =  —  0,05928 
und  damit  ^eben  die  Gleichungen  (o)  des  ^.  5. 

a\^I^=— 0.22345    a«.£^=:—  o.i3ii4 
da  da 


a« 


.  1^^  =  —  0.30646    a« .  i^^  =  —  o.  1 9804 
da  da 


und  eben  so; 

a».dVA___o.4«i45     a>,q'A      = — 0.37185 
da«  da« 

a».ilA^  =  — o.5ao35    a*  .£i^^=— o.5i82i. 
da«  da* 

^    Nach  diesen  Entwicklungen   gehen  wir  nun  zu  den  Gleichunee 
(L^)  und  (MO  dea  Cap.  JX.  $.  5.  über. 

Setzt  man  -7  =  w  so  ist: 
n' 


>  w 


r 

=  2.5543 1 1  also  auch  log  f  *  —  —  )  =  9.7O42641  ist. 


tzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x  =  1,   2,   3  «  .  .  so  er- 

it  man 

n»  .H^*^  =  0.40521         n«.H^^^  =~  1.53859 

H* .  H^^^i=— 0.1684fr     n».  H^^^  =  —  0.04325 
mer  ist 

rW^-7 — rv"  + 


c-ir-'-G-i)' 


0  auch : 

R^*^  =  i.«3o3i   R^*^  r=  —  9.7«65  R^'^  =  —  0.3379 

R^*^=— 0.0543  n^**^  =  —  o.oi65 

t  diesen  Werthen  von  H  und  R  Kann  man  bereita  diejeni- 
a  Glieder  der  Gleichungen  (L)  und  (M^)  berechnen ,  welche 

1  den  £xcentricitäten  e  und  e'  unabhängig  sind«  Für  die  übri- 
1  Glieder  dieser  Gleichungen  kann  man  sich  leicht  durch  eine 
rläuüge  blois  genäherte  Rechnung  versichern ,   dafs   die   von 

und  P     ,  so  wie  alle  voo  T      abhängigen  Gröf&en  ganz  un- 
rklich  sind« 

Sucht  man  also  blofs  P      durch  die  Gleichungen 


=-^+{<-')f--'^-'^5-f"" 


+  -    d«  A^^^ 
«  *     da' 


T^ 


3iü 


.(3) 


-E^'^ 


{'-<'- QY 


(3) 
80  erhält  man  P       =  64662  und  eben  so    findet  man 

S*'^  =:—  2.6663  und  S^*^  «  36»434o8^^^=i5.a386.Manbeiiieit 
noch ,  dafs  man  nach  Cap«  YllL  $•  4  hat 


)=(^ 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (LiO  und  (X 
und  bemerkt  man,  dafs  in  der  Jetzten  statt öv  die  Gröfsedy.Siir 
stehen  soll,  so  erhält  man  die  Störungen  Merkars  durch  Yeoi 

Störungen  des  Radius  Yectors : 

*r  =a  —  o  000  000  o38 

+  o.ooo  000  409  Cos  (l'^-^^l) 

—  o.ooo  001  534G0S  3  (1* — 1) 

—  0.000  000  170*  Cos  3  (1' — 1)  j 

—  0.000  000  044  Cos  4  (1'  —  1) 
*^  0,000  001  343  Cos  (31'  —  2I  —  w) 

Störungen  dei*  Länge 

6v  ^  +  o/'.7  Sin  (1^—1) 

—  i.5Sin2(l/_l)  I 

—  o.i  Sin3(l'--1)  f 
—- o.o3Sin4(l'  — 1)  \ 

—  O.Ol  Sin5(l'— 1)  I 
+  0.3  Sin  (I'  — w)  ■ 

—  4.oSin(2l'  —  i — w)  I 

—  1.7  Sin  (31' — al — w) 

wo  1  1'  die  mittleren  heliocentrischen  Längen  Merkurs  und  ^ 
Venus ,  und  yvo  w  die  Länge  des  Periheliums  der  Merkursbai 
ist.  —  Die  Störungen  derllreite  nach  der  Gleichung  (N)  desj 
sind  sämmtlich  unbedeutend«  Ganz  eben  so  wird  man  nun  a« 
die  Störungen  ^r  und  dv  finden ,  welche  Merkur  Ton  den  übri^ 
Planeten  leidet ,  yon  welchen  aber  blofs  diejenigen  noch  menj 
bar  sind ,  die  yon  der  Erde  und  von  Jupiter  kommen« 

X     db*     d»b* 
Di«  W#rthe  von  b  '  ^ '  x    .  •   für    die    Terschie« 

'  "^     da       da» 


3i9 

in  Planeten  findet  man  in  Mec.  cel.  Yol.  III  p^.  66,  wo  man 
ich  Cap.  IX  §.  6«  bemerken  kann,  daf«  mn,  wenn  man  diese 
i^öfsen  für  Störungen  des  m  durch  m^  berechnet  hat ,  man  so 
et  auch  die  Werthe  dieser  Gröfsen  für  die  Störungen  des  m^ 

rch  m  erhält ,  wenn  man  die  vorhergehenden  Gröfsen  h  darcb 

«=  a,  und  die  b*  durch  [rij  =  «'  mulliplicirt.    So  war  oben 

r  die  Störung  Merkurs  durch  Venus 

_  o  o 

bj^  =  2.17217  und  b3=4*2'4i5« 

a  '  a 

a 
I  aber  a  =  ~  =  0.535 16  ist,    so  hat  man  für  die  Störung  der 

3nu8  durc)t.  Merkur  v 

b^  =  1*16246  und  b    SS  0.64589. 

a  a 

überhaupt  also  wird  man  bey  dieser  Verwandlung 

X  X 

statt     b     setzen  a  .  b 

a  « 

b.  •  •  .  ^  Ä* .b 


I   -    •      i 


ahrend  die  Werthe  von  A      «nd  B     ünyerändert  dieselben  blei- 
^n ,  den  einzigen  Fall  A      ausgenommen,  so  daf»  Iqan  für  a^  A 


tzen  wird 


(.--';')• 


5.  ^. 


Nachdem  wir  so  die  periodischen  Stöi^ungen  gesucht  haben 
siehe  Merkur  durch  Venus  leidet,  wollen  wir  nun  auch  die  säculä- 
n  Störungen  Merkurs  durch  die  anderen  Planeien  suchen. 

Nach  Gap«  X  ^.  3.  hat  man: 

i              Sm'n.it'.b    ,      ,  m'n       ^ .  i 

9*  =  — z±  oder  =-+  ^^^•«•b^ 

\Ln  SS—  dm'. na  \ T!» 1  I 


m 
^    4 


Ma«0  +  a')b^-3a*.bjj 


3  so 

und  ülierdiefs 


1       m'  ^'     o  1 

Hat  man  so  die  Werthe  der  Gröfsen  <p  und  ^  ^  so  findet  man  & 
säculären  Aendeningen  der  Excentricität  e  und  der  Länge  v  (i^{ 
Periheliums  durch  die  Gleichungen  (Gap.  X ,  ^«  s  } 

-v'  =  vj/*  •  e'  Sin  (w' — w)  1 

dw  t        ,1    e'  l^a> 

-r—  =  Ä  —  vL   •  —  Cos  fw' 
dt       ^o      ^o    e  "^ 


Ist  forner  m  die  Neigung  der  Bahn  und  5  die  liänge  des  antstfi 
genden  Knotens  der  Bahn  gegen  die  feste  Sbene  def  EUipdl 
wie  sie  im  Jahre  1760  war,  so  ist  die  säkulare  Aenderung^t 
ser  Gröfsen  m  und  d  nach  den  Gleichungen  (e)  und  (f) 


^^^\  ./.Sin  (5-50  I 

d^        *     1  «'  r 

dr=-<+^-vC-(^-soj 


(11) 


Ist  endlich  ö  die  Neigung  der  Bahn  und  Q  ,die  Länge  des  aofsi« 
genden  Knotens  gegen  die  yeränderliche  Elkiiptiky  so  ist,  oid 
den  Gleichungen  (g)  und  (h) 

i^  =  Z"^*  —  /)  tg.c..'Sin(S— 50 

+  r/  — /)  tg.Ä'''  Sin  (S  — S>'0 
+  C?)J  — 9^^tg»>v  Sin(3— )^»v) 

+  (^-^!)*8«^  Sin(S-;jV)+_, 


de_      /  »  .     *  ,     3       4  .       \       o 


^ ...  (DD 


t 


321 

?ür  die  StCnmgen  Herkurs  durcli  Venas  ist  nach  dem  Yorherge- 
lenden  m'  =  0.000001161 

n  ==  538ioi6^^«8,  «  =^  o.53di6,  b^  =  4  2i4i5, 

$ 


1  1  1     '  1         ' 

f-         b    =3*o3538,   also  ist  9   =3^^.o5  und   v)/   =1^^.96 
j    •         I  o  o 

iber  nach  Vol.  II  p.  3O7  ist  e'  =  0.00688  und  w' — w  =.  54°  i5^ 

1  .  de    , 

ilso  >|/   .  e'  Sin  (w' — w)  rs  ,o<^oi  i  =i  ;j-.die  säkulare  Störung  der 
o  cit 

jlxcentricität  der  M'erkursbahn  durch  Venus. 

Um  auch  die  Störungen  der  anderen  Planeten  zu  finden,  wol- 

en  "wir,  der  Kürze  TTegen,  wiein  Cap.  X,  dieGröIsen,  >velchehi<;h 

"fiuf  Merkur,   Yenus,  £rde,  Mars,  Jupiter,    Saturn  und  L'ranus 

^Heziehen ,  in  derselben  Ordnung  durch  o,  i,  2,  3,  4»  ^  ^'^d  6be- 

^.eichnen. 

Diels  Torausgcsetzt  erhält  man : 


1 

Yenus 

Erde 

Mars 

Jupiter 

Saturn 

Uranus 

a 

2, 17217 

2 «08198 

2 .03350 

3.00278 

2 .000G2 

2. 00018 

;■>; 

0.60670 

0.41114 

0 , 26046 

0.07458 

0*04061 

0.02018 

": 

4.21415 

2.87183 

2.32254 

2.025l4 

2 . 00743 

3.00181 

s 

1 

3 . 03538 

i . 57606 

0 . 86388 

0.22561 

0«122l3 

0 . o6o58 

ind  daraus  folfi^t: 


9    =  3''.o5 
0 

vj/    Ä  i''.96  ui 
0 

id  9    =  o''.io 
^2 

9   =  0  .  06 
0 

y^     =s  0  •  45 
0 

9' =  5.43 

2 

3 
9     SS  0  .  04 
0 

,3 

\L    =  0  .  Ol 
0 

9    =0.43 

2 

/  =  1.58 

0 

vJ/    =  0  .  i5 

0  . 

9^  =  6  .  94 

5 

9    =3  0  •  08 
0 

,5 

^      =  0  .  00 
0 

p    =  0  .  34 

6 
9     =  0  •  00 
0 

vi/      SS    0  «  00 
0 

6 
9   =  o«oi 

^2 

in. 


X 
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und  daher  nach  den  Gleichnngen  (c)  des  Cap«  X  für  die  sabÜRl 
Störung  der  Excentricität  der  Merkursbal&n 

durch  Venus  o.'^oit 

Erde  o.ooS 

Mars  — ^  o.oo  & 
Jupiter  —  0.006 
Saturn  0,000 

c '..Uranus         0^00 
Ge&ammtstörung  aller  Planeten  =  +  o".oo9  =  -|-  0.000  000044 


Eben  so  hat  man  für  die  Störung  der  Apsiden  durch  Yenus 

log.v}/    sz  0.29226 


e'  „ 

•  8.525oi 

e 

Cos: 

(w'  —  W)  : 

=  9.76660 

8.58387  =  log 

0.04 

1 

3.o5 

;       dw 
dt     "" 

-"  3.01 

also 

3".oi 

*     •     •     durch 

$    und  eben  so 

0  •  93 

♦     .     •       — 

S 

• 

0«  04 

•     .     .       — 

s 

1.66 

•     .     .        — 

2t 

0  •  07 

•     .     .        — 

ti 

0  •  00 

• 

S 

Total-  äw^ 
Störung  ^t 

=+5".6i 

« 

Ferner   ist  d  =  45«  57',   5'  =  74**  52> ,  «  =  7  o  o',    ä/  =  3^ 
also     f   •  tg  ft)'.  Sin  (1^— 50  =  —  o'' .  09      und 

also  die  säkularen  Aenderungen   der  Neigung  o»  und  der  V^M 
5  der  Herkursbahn  gegen  die  feste  Ekliptik 


3»3 
•y^  =— o''.09  .     •     .    Tt'"^ — ^''-^^  durch    J 

—  0-96  -  -    s 

0.00      •     .     ♦     .     .     —  o.o3    "'S 

—  o.o3 —  1.40     -    -     21 

0.00 —  0.06     -    -     ti 

0.00 0.00    -    -     5 

—  0.12  — V'.ai 

m  eben  so  die  Aenderungen  der  Neigung  ß,  und  des  Knotens 
der  Merkursbahn  gegen  die  bewegliche  Ekliptik  zu  erhalten , 
t  man  nach  der  Gleichung  (III) 

f   —f^  =  — 3.38 ,   tg  •' Sin  (»— 3')  =  —  0,0207     also 
02 

(9    —  9*)  tg  ^'  Sin  (3— S0  =  +  o«O7 
o  2  ' 

d  eben  so  mit  den  übrigen  Gliedern ,    also   . 

da 

-TT"  =  +  o".07    durch     J 

0.00  -  -  -  -  ^ 

0.10  -  -  -  -  2^ 

0.01  -  -  -  -  ti 

0.00  -  -  -  -  $ 

dt  • 

»cn  so  gibt  die  zweyte  der  Gleichungen  (III) 

_a.30-S_  Co8(;»— aO=— I.Ol 
tgft» 

— ö)  =  —  3.o5 


9 


o 


—  4.06  durch    2 


^  ,.3q  J Cos  (»—»"0  =  —  0.10 

—  0.14  durch   (J 

X  a 


3d4 

Für  die  Erde  hat  man  blofs  das  Glied 

^    =  o.c)6 

o  ' 

und  für  Mercur  ebenfalls  blofs 

o 

P     =   0.10 

so  dafs  man  also  hat 

de  ,      ^ 

-—  =  —  o^'.io  durch  ?C 

_  4.06  ....  5 

—  0.06 5 

—  0.14  -  -  -  -  ^ 
-—  2.19  -  -  -  -  T^ 

—  0,I2    -  -   -   -      fi 

0.00  -  -  -  -   ♦ 
de  7" 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen  ,  so  hat  man  für^ 
Merkursbahn 

jährliche  Aenderung  der  Exccntricität 

de  =  +  0.000  000  044 
jährliche  Aenderung  der  Lange  des  Periheliüntis    dw  ==  -^  5".'j 

-  -  -     -        der  Knoten     d3  =  —  4''.ail 

-  -  -     -        der  Neigung  d«  =  —  o".  1  aj 

in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik 

-  -  •     -         der  Knoten     d  0=  —  7''«57l 
'    -     -  -     -        der  Neigung  dn=  4- o''.i8J 

in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik 

Nach  diesem  umständlich  entwikelten  Bejspiele  wird  es  nici 
schwer  seyn ,  eben  so  auch  die  Störungen  jedes  andern  Flanf 
ten  zu  bestimmen« 

5. 3. 

Da  nach  dem  Vorhergehenden  durch  die  VVirkung  eine«  t 
den  Planeten  die  Ebene  der  Erdbahn  verrückt  wird  ,  so  wirda«^ 
dadurch  die  Lage  des  Pols  der  Ekliptik  gegen  den  hier  aUf«!> 
angenommenen  Aequator  der  Erde  verändert  i/rerden ,  und  ^ 
aus  -wird  eine  Aenderung  dY"  der  Länge  des  INachtgleicbe» 
punktes,  so  wie  eine  Aenderung  de  der  Neigung  der  Ekliptik  Jt" 
gen  den  Aequator  entstehen.  Wir  wollen  die  Werthe  dieserbc 
den  Gröfsen  suchen. 


3s5 

Denkt  man  sich  ein  sphärisches  Dreyeck  A  B  C ,  welches  ron 
3m  Pole  A  der  Bahn  des  störenden  Planeten  ^  ron  dem  Pole  B 
5S  Aequators,  und  von  dem  Pole  C  der  Ehiiptib  gebildet  wird, 
id  nennt  man,  wie  zuTOr,  o»  die  Neigung  der  Planeten-Bahn  gegen 
e  Ekliptik  und  ^  die  Länge  ihres  aufisteigenden  Knotens,  und  £ 
c  8chiefe  der  Ekliptik,  so  ist  BC  ==  s  AC  =  «>,  und  derWin- 
»l  C  =:  180 — ».Da  aber  in  dem  Dreyecke  ABC  die  Seiten  AB 
id  AG  als  constant  zu  betrachten  sind,  so  ist  (Astron.  I,  p.  14) 

de  SS  d A « Sin  oi  Sin  S ,     und 

Tn  T  .      Sin  CO  Cos  d 

dB  =  —  dA  . . 

Sin< 

o  dB  die  4enderung  der  Lage  des  Aequinoctial  -  Punktes  inBe- 
ehung  auf  den  Aequator  bezeichnet,  so  dafs  also  die  gesuchte 
enderung  des  Aequinoctial  -  Punktes  in  Beziehung  auf  die 
kliptik  ist  dy  =  dB  Cos  c  oder 

dy»  =  — dACotgt.SinwCosS 
e  GrÖfse  dA  aber  ist ,  was  wir  oben  9    genannt  haben ,  so  dafs 

an  daher  für  die  Wirhung  aller  Planeten  hat 

E  =  ^°.Sin«Sin5  +  9\sin«'  SinS'  +  o' Sin  «"'SinS'"  +  *  .  . 

d  V .  tg  e  =1  —  9*^  Sin  »  Cos  S  +  j&\  Sin  «'  Cos  3' 

2  2 

+  9^  Sin  «"'  Cos  d>''  +  •  .  . 

2 

ür  Merkur  z   B.  ist : 

log  9    =  9.00000     «...••.     9.00000« 

2 

log  Sin  «  =  9.08589 9.08589 

log  Sin  3  =  9  85057     .     .     .  log  Cos  3^  =  9.84216 
7.94246  log  Cotg  c  =  o.3623i) 

8.390/14 

Zahl  =  0.0088 «     —  0.0195 

ntwickelt  man  eben  so  die  übrigen  Glieder,    so  erhält  man 
d«  =  o>'.oo88  ....  dV  =  — o^.oiyS  für  "^ 
o.3a33  —  o.2oi3  -  -  -   5 

0.0073  O.Ol 52   -  -   -     (J 

0.1^76  +  o.o538  -  -  -  "2|. 

o.oi3i  4"  ö^oiai  -  -  -  fi 

0.0000                                 0.0000  -  "  ~  ^5 

Summe     o".5ioi  —  0.1701 
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Die  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  durch  dieW? 
kung  aller  Planeten  auf  die  Erdbahn  ist  daher  d£=o'^5i  (AstL^I 
sehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinstinmnend.   Die 
che  Präcession  der  Aequinoctien  aber ,  oder  die  jährliche  iia| 
f^ängige  Bewegung  des  Frühlingspunktes  ist  ».  nach  denBeol 
tungen  gleich  5o^^i,  und  wenn  man  davon  die  jährJiche  n 
figc  Bewegung  d'Sf  =  — o.  1 7,  welche  aus  der  Wirkung  der  Plane 
auf  die  Erdbahn  entsteht ,  wegnimmt,  so  bleibt  60^^37  für  diel 
nisoIar-Pr.äcession ,  welche  letzte  also,  wie  -wir  in  dem  fol 
den   Capitcl  sehen  werden ,  eine  blofse  Wirkung  der  Sonne 
des  Mondes  auf  die   abgeplattete  Erde  ist.   (Vergleiche  1,  p.3^| 

Diese  Bewegung  der  Ekliptik ,  welehe  ron  der  Wiriumg 
Planeten  entsteht,  mufs  offenbar  auch  die Ltänge  x  undBreitC; 

der  Fixsterne  ändern. 

Wir  haben  aber ,    wenn  u  und  &  die  Reetascension  und  IV 
klinatioD  des  Sternes  bezeichnet,  nach  I ,  p»  33 

dß  z:^  —  de  Sin  \  —  da  Sin  nr  Ct>6  ö 

_  _  ^  _  ,    ,     Cos  5r  Cos  S 

dx  =  d«  tg  ß  Cos  X  +  da  — -z ■        ■■  ■ 

^ '  Cos  p 

wo     Sin  >  Cos  d  =  Cos  \  Sin  c     und 

(.'os  JT  Cos  d 

— n =  Cost — tgoSm^Smt  ist. 

Cos  p 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  (nach  §.3) 

d«  =  —  o'^Oioi     und 

o    Sin ö)  Cos Ä  Cotg^ 

da  rs  —  9    •  E": — Z =— dt     ^r— 

^2  Sin  e  om  m 

so  erhält  man 

dß  =  o".5ioi  Sin  X  +  dr .Colg  S  Cos  ^' 

Cotg5    ^ 

dx  =  *—  o".5ioi  tg/SCos  \—de      .  ^     (Cos  £  —  tg  ßSinXSuii 

oin  £  *j  I 

oder  wenn  man  nur  auf  den  veränderlichen  Theil  des  letzten  Aus 
druckes  sieht 

dX  =  —  o".5ioi  tg  ß  Cos  X  +  d«  Cotg  )»•  tg  ß  Sin  X 

« 
Wenn   man    niso  auf   alle  Planeten    Bücksicht  nimmt,  h 
wirS  man  in  bev^*'"  Ausdrücken  für  dt  Cotg  3  setzen  : 


3'Ä^ 


o.oo88  Cotg  ^     =      o.oo85 

0.3233  Cotg  ^     =      0.0874 

III 
0.0073  Cetg  ^       =    0.0007 

0.1576  Goig  S     =  —  0.0233 

o.oi3i  Coig  d    =z  ^o^oo5a 

^      .  VI 

0.0000  Corg  d       =    0.0000 


2 .  dfi  Cotg  S  =  #ii''.p6fti 

haben  daher  für  die  gesuchte  säkHiäre  Aenderüng  der 

erne 

Br#ite     dß  =  5i"»oi  Sin  X  4-  6''.?i  Gos  X 

Länge     dA,  =  —  Si^'.oi  tgß  Cos  >,  +  6'^Üi  tg  ß  Cos  x 

US  zugleich  folgt,  dafs  die  Aenderüng  der  Breite  der  Sterne 
rröfstes  ist ,    wenn  ihre  'Länge  durch  die  Gleichung 

=  — r —  gegeben  wird,'da8heif»t ,  wenn  ihre  Länge  82''  »4' 

262^  24^  ist^  und  dafs  die  erste  sich  dem  Nordpole    der 
lik  nähere,  während  die  anderen  sich  davon  entfernen. 

;.  Nennt  man  p  =  lg  eo  Sin  3  und  q  =  lg  <»  Cos  5,  wo  w  die 
mg  und  S  die  Länge  de^  Knotens  einer  Planeten  -  Bahn  be- 
net  y  so  hat  man  nach  Gap«  X.  ^.  4 

dp  1 

^T  vi 


lie Werthe  der  Grö£sen  p"q''  für  die  Erde  s^u bestimmen, 

dp"     dq''     d'p'' 

it  man ,  wenn,  die  Ausdrücke  -^r  >  T'  »  -rrr"*  •  •  •  sich  auf 

dt        dt        d't 

poche  von  1750  deziehen,  und  wenn  t  die  Anzahl  Jahre  seit 
r  Epoche  bezeichnet , 

tdp"    .    t»     d*p"        1 


K(iv) 

dt        *     2  *    dt*        '    J 


tdq"  t«     d*q''      .    1 


den  zwey  ersten  Gleichungen  ist  aber,  wenn  man  auf  alle 
IrJe  störenden  Planeten  Rücksicht  nimmt. 
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oder  da  q''  =  o  ist, 

-^  =q?°+q'?;+q'"?,+q"^>'* 

und  eben  so 

^l"  Ol  3  ^ 

in  welchen  Ausdrücken  also 

p.  ==  tg  6)  Sin  3 ,  p'  =s  tg  «'  Sin  »',  p'''  =  lg  <»"'  Sm  ^'''  ....  um 
q  =  lg  «ü  Cos  ^ ,  q/  =  tg  «/  Cos  S',  q'''  =  tg  «'"  Cos  :»"'  .  • . .  ist 
und  wo  man  hat 


9, 


2 

1 


o'^0976 


^     r=   5.4967 
2 

^     =  Ö.4330 


p 


.<  =  6. 


Q479 


9      =s    0.3404 

P      =    0.0071 
2 

Subttituirt  man  in  den  beyden  yorhergehenden  Ausdrücken  rot 

dp"  dq"  o        I 

"dt"  "**     "dt"  ^^®*^  Werthe  von  9  ,    9  •  • . »    und  auch  die  toi 

p  p'  p'" , .  •  q  q'  q^'' . . .  indem  man  für  O)  «'  und  S  5'  .  . ,  die  bekanr 
ten  Werthe  der  Neigungen  und  der  Knotenlängen  ans  I.  Thle*  S^ 
setzt,  so  erhält  man 

dp"  dq// 

"df 


dt 

-|-  o'',oo84  .....  ^  o''.oo85 
+  o.o863     •  •  .  •  .  —  o.3o<)<| 
+  o.oo()i     —  o.oio3 

—  0.0220     —  0.1682 

—  o.oo54        ....  —  o.oi38 

+  o.ooo3     ..•..  —  0.000a 

dfT''  " 

-^  ^-  o/'.5oo9 


l    .  

dp// 

-J-—  =  +  o".07()7 


•    • 


Bleibt  man  also  bey  den  erdteh  Potenzen  Ton  t  stehen ,    %o  ist 

^  p'/  =  -f-  o^'.O'jbj  t     und     q"  =  —  o''  6009  t. 

Will  man  ^ber  auch  die  zweylen  Potenzen  von  t  berücksich- 
tigen, so  hat  man,  -wenn  man  die  Torhergehenden  Werthe  von 

dp''  dq"     ... 

— --—  uiwl*  --tp-  differentiirt     ,  

dt  dt 

.    •        d«p/'  o    dq         ^     dq/         S:   dq"'    ;     4     ^q'""    . 

"dT*^  ==  ^  •  dF +^  •  dF  +  n  •  "dT^^ -"dT^  • 

»  ^  ,       dg         d«       CosS         d^    ^.  ^ 

•  rro  q  =  tff  »Cos 9,  also  •—  ä   -7— .  • ^ — -^  _~,Sin5tg«u.f. 

.         ^         ^  '  dt  dt     Cos*«        dt  ^ 

II.  * 

d»      d®'     da     dS'    . 
und  wo  man  für  -r— ,  -r — ,  rrr-,t -^r^        •  .  die  schon. oben  er- 

dt  '    dt   '  dl:  *  Bt  '  • 

# 

haltenen  Werthe  substituirX.  Eben  so  ist 

d'q"     .        o    dp        1    dp'       3   dp^' 
.    dt^  °=~''a-dr~''«;  dt  ~'a'    dt."" 

und  Trenn  man^  so  die  Werthe  von 

'    dt^^-di-'-dF"'^^«'^^"''*' 

so  wird  man  sie  in  den  Gleichungen  (lY)  substituiren ,    um  die 
Werthe  von  p'^  und  q''  zu  erhalten*  Man  hat  so  gefunden 


f     f 


p/f  =  o"»0767.t  f*|^  0^.00002 1,5 1^' 
.  q'>= — o''.5oo9 1  +  o".ooooo67 1* 

.  5i'  5. 

^  ,  Hier  folgen  die  Störungen  der  sieben  gröfseren  Planelen  nach 
Laplace  Mec*  cel*  Yöl.  111*  In  den  zuerst  gegebenen  säku- 
laren Störungen  ist  dw  die  siderische  Aenderung  der  Länge  des 
Ferihcliums  während  einem  Jphre  von  365^  Tag ;  de  die  jährli- 
che Aenderung  der  Excentrioität^  do)  und  dn  die  jährliche  Aen- 
derung der  Neigung  gegen  ^le  fixe  Ekliptik  von  1760  und  ge- 
gen die  wahre  veränderlichje  Ekliptik ;  d  S  und  d  6  endlich 
die  jährliche  siderische  Aenderung  der  Länge  des  Knotens  in 
Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik  von  175O)  und  auf  die  beweg- 
liche Ekliptik. 


I 
» 

» 
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Säkulare  Störunsen. 

.    .        .  %f 

MeT^ur. 


dw 

de 

d* 

An 

.^  1 

de 

■^ 

•^-O.ltt 

? 

3.  02 

0.011 

— 0.09 

0.07 

— 1.76 

— ^4.06 

a 

0.93 

o.oo5 

•     •     •     • 

•    •     • 

— 0.96 

— 0.96 

6 

0,0/| 

0X)0  1 : 

0.00 

o.oo 

— o.o3 

— 0.14 

^ 

1.66 

— 0.006 

— o.o3 

0.  10 

— 1.40 

— S.19 

tx 

0,07 

0.000 

0.00 

O.Ol 

-^^o.oi> 

—0.12 

s 

a.öü 

0.000 

*  0.00 

t 

o.oo 

0.00 

0.00 

• 

Summe 

5«&2 

0.009 

—  O.X3 

0^18 

— 4.21 

-7.57 

YenttSf  - 


• 

dvr 

de 

d« 

da 

ds 

.  de 

^ 

—4.33 

— 0*09 

o.o3 

.0.03 

0.34, 

0.16 

? 

•     •     * 

•     •     • 

•  •  • 

•    •    • 

•     •       « 

—5.4« 

5 

5.7* 

0.10 

.  .  •  ' 

*    *    * 

7.4c 

—7.411 

6 

1.20 

— O.Ol 

O'OO 

O.Ol 

r      • 

— 0.07 

— 0.29 

a 

644 

—0.06 

-^0.04 

0.o3 

*    1 

— a.65 

— 5.i3 

t» 

Ö-68 

0.00 

— O.Ol 

o«oo 

— o*o8 

— 0.29 

a 

OtM) 

•     0.00 

0*06 

*  '  «.00 

0.00 

o-oo 

2.36 

— 0.26 

— oaia 

0'04 

—988 

—  18.39 

Erde. 


■   4   ■ 


dw 

de 

• 

^ 

— 0.41 

0.00 

2 

3  81 

OOÜ 

i 

•      • 

«     • 

6 

1,6.5 

— 002 

^ 

6^ 

— 0.07 

ti 

019 

0.00 

S 

0.01 

0  00 

11-95 

— 007 

33i 


Mars. 


1 

dw 

de 

d» 

da 

dd 

ae 

^ 

0.03 

b/oo 

o-öo . 

0.00 

o.o5 

—  o.3i 

2 

o.5o 

0.00 

—0.01 

o.i3 

o.3i 

«.58 

S 

a.i2 

Ö.02 

•  •  • 

•  «  « 

— 1.9^) 

—.1   94 

(? 

*  •  • 

«  •  • 

•  •  * 

•  •  • 

•  •  -« 

0.43 

a 

I2.3l 

0  16 

-r-0.26 

— o.i3 

— 7.»5 

-^11.02 

•fi 

0.69  O.Ol 

— o.o3 

— 0.0 1 

—0.37 

0.46 

8 

O.Ol   0.00 

0.00 

0.00 

— ö.o* 

— 'o .  10 

15.65 

■ 

0.19 

— o-3o 

— 0-01 

—9.73 

22,84 

Jupiter. 


dw 

de 

.  icü 

dn  ' 

•                                       • 

• 

d* 

d0 

1 

i 

s 

o.eo 
0.01 
0.01 

O«00 

.  •  • 

6.46 

o.i3 

0.00 
000 
000 
0.00 

.  •  • 
0.27 

o.oo 

OrOO 

0.00 

•  «     • 

0.00 

•  •    • 

0.07 

0  OOl 

—O.Ol 

~o.r3 

•  •  • 

— Ö.OI 

•     •     • 

— 0.07 
0.00 

0.00 
.      O.Ol 
T — O.Ol 

0.00 

•     «     . 

6.5i 
— 0.04 

— o.3i 
— 1».83 

—O.Ol 

— O.30 

—694 

5.87 

— 0.07 

661 

0.27 

0.07 

0,22 

t     -    - 

,  6.46 

—14.67 

Saturn. 


dw 


de 


d«       4Q 


d9 


de 


o.oo 
0.00 
0.00 
0.00 

iö.79 


032 


16.1 


0.00 
O.ÜO 

0.00 
0.00 
•0.6Ö 


O.Ol 


— o,5/| 


0.00 
o.oo 


o.oo 
0.10 


—O.Ol 

—0.19 


0.00 


O.Ol 

0.06 


0.00 


o.öo 
o.ar> 

0.00 

0.00 
-8.73 


— 0.27 


— 0.1 1 

—5.88 

0.00 

— o.iA 

—12.29 

—0.34 
— 0.27 


0.10  — o.iS) — 9.001 —19.03 
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Uranus. 


dw 

de 

d» 

äa 

d» 

de 

1  ■ 

O.oo 
o.oo 

0.00 
0.00 

o.oo 

0.00 

—0.01 

i 

O.Ol 

0.00 
0.00 

—0.70 

— a3.8» 

s 

0.00 

0.00 

•    •    •    • 

•     «   •    . 

0.00 

0.00 

:2V 

o.oo 

1.21 
1.24 

0.00 

— O.Ol 

— o.o5 

0.00 

—0.01 

— 0.04 

— O.Ol 

0.06 
— -0,03 

0  00 
0.49 
3.20 

— 0.94 

10.20 

1.35 

— O-Ofl 

i 

2.45 

— o,o6 

— o,o5 

i  .0.0a  1 

a.(>9 

—34.40 

Periodische  Störungen. 

In  den  nun  folgenden  Ausdrücken  der  periodischen Störan5f 

bezeichnet  ]  M'/ l'/^^^ivivi  die  mittlere  Länge  von  Merkur, ^f ; 

nus,  Erde,  Mars;  Jupiter,  Saturn,  und  Uranus,  so  ^eww'w"    ' 

die  Länge  der  Perihelien  der  Bahn  von  Merkur,   Venus,  Erde 

Bey  den  Störungen  der  Länge  wurden  im  41lgemeinen  diejenüf 

weggelassen,   dre  unter  einer  .Sekunde  sind v    so  "wie  .bej  deofi 

des  Radius  Vectors,  die  9  welche  unter  o-ooooo>5  «betragen. 

*      •  «>  ,. 

Merkur. 

•    ■  *  -        .        ■  • 

av  =  — i".5Sina  rt'  — 1) 

—  4.0  Sin.  (qÜ  ~  1  -X-  w) 
"'  •  ^  1.7  Sin  (31^— 2I  — w) 

—  33  Sin(2PV_i_^) 

+  1.7  Sin  (31  — 51'  — 43^3l) 
_  .     ~86Siii<al— Sl/  +  3o^.2a) 

dr  =  ö.oooooi  Co«  3(1*  —  1) 

—  ooooooi  Cos  (31'  —  2I  —  ysr^ 

—  o  000003  Cos  (2l^  —  1  _  w) 
+  0.000003  Cos  (31  —  51'  —  4fe®^Q,«j) 

Die  Störun^rn  ddr  Breite  betragen  alle  nvüt  kleine  Theile  eit 
Sekunde.       "^  ' 

'  .    ,  Venus. 

■  « 

dv'  =+  5'.',o  Sin  (1"— 10 
+  ii.4Sin3(l"— 1') 

—  7.2  Sin  3(1"— 1'; 
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—  1.1  Sin  4  G''— ^0  dr'=r+o.ooooi  Cos  a  (W— 1') 

+  2.0  Sin  (l'V— 1 )  —  o.oooo  i  Cos  3  (1"— 1) 

—  1.6 Sin  (31''— 2l'— wO  —  o  ooooi  Cos  (l»v_|/) 
+  4.8  Sin  (3V'— 2l'— w'O 
+  a.2  Sin  (51'>— 4l'— w'O 
_  1 . 1  Sin  (31'''— 2l'— w") 

—  i.5Sin(l'V_w»V) 

1.5  Sin  (51"— 31'+a<»'*-90        : 
2.0  Sin  (31'/'— 1'+66 .88) 
-J-i'2Sin(2l — 51+3o.23) 

Erde 

ily/'  s=  +  5".3  Sin  (P— 1") 

—  6.0 -Sin  2  (!'— 1") 

+  3.5  Sin  2  (l'"--l") 
-|f-  7.1  Sin(PV_i/,) 

—  2.6  Sin  2  (l^v_i//) 

—  3.7  Sin  (31/'— 2I'— w") 
4-  1 .1  Sin  (31'/-  2I'— W) 

—  2.3  Sin  (/4I  /— 31'— w") 

—  1.1  Sin  (2l'"— 1"— w") 
+  2.1  Sin  (2I"/— 1"— w'") 

—  2.5  Sin  (PV  -.  w»V) 

—  1.5  Sin  (2l«v«>l"— w") 
.+  11  Sin  (51"— 3l'+2i  ^04) 

4-  10  Sin  (4I"/— 2I//— 6781) 

dr^/  =  —  0.00001  Cos  (1'— 1") 
+  0.00002  Gos  2  (1' — 1") 
+  000001  Cos  2 (1"' — l'/) 
-j-'  0.00002  Cos  (PV^l'O 
—  O'Ooooi  Cos  2  (PV 1//) 

—  O'OOOOI  Cos  (4I'' — 31 — w") 

e  Störungen  der  1« reite  der  Erde  endlich  sind : 

ds"  =  +  o".i  Sin  (2I"— 1'— 30 
+  0.2  Sin  (4I/'— 31'— )^0 

+  0.2Sin(2PV_l/_i^IV; 

»  3,  :^' die  Länge  des  aufsteigenden  Knoten%  der  Bahn  des 
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Merkur,  der  Venus...  in  der  Ekliptik  sind.  Zu  diesen  Weite 
von  dV  und  dr''  wird  nach  Cap.  IX  J.  7  noch  die  Stömiigfa 
Mondes  dv"  =  9'A2q  Sin(  ^  — ©)  und  dr''  =  0.000044  Cos  (C-c 
gesetzt* 

Mars. 

dy"/  =  +  7''.o  Sin  (1//— l'^/) 

—  1.0  Sin  2  (W'— 1/'/) 
+  24.4  Sin  (l»v  -1///) 

—  i3.6Sin2(liV— P'O 

—  1.2  Sin  3  (liv— l/'O 

+  1.3  Sin  (iv—?//) 

+  1.1  Sin  (21'/'— 1/— w"0 

—  lo.i  Sin  (2I'/' — l/^_w"'^ 

+  5.1  Sin  (2I'"— 1"— w'O 

—  6:5  Sin  (31"'— 2I''— w'"> 
+  5.5  Sin  (liv_w'-") 

—  64  Sin  (liv_w»v) 

—  23.6  Sin  (21^— 1'^'— w''0 
+  2.6  Sin  (2liv_l'''_  w  ^     • 
+  2.3  Sin  (31iv_2l'"_w"0 

—  3.6  Sin  (3FV_2l'''_wiv> 

—  2.8  Sin  (2p''— liv— w**') 
+  1.3  Sin  (31'"— 3liv_^/#-) 

—  1.8  Sin  (2iv_l"'_w'") 

—  6.9  Sin  (31'"— 1'+ 65°. 44) 
+  1.4  Sin  (31'"— l"+73-2o) 
+  4.4  Sin  (4I'"— 2l"-|-67.Öi) 
+  2.7  Sin  (51"'— 31''+6ü.3ö) 

—  1.5  Sin  (2IIV+60.12) 
+  1.3  Sin  (PV_i///^4.(^) 

dr'"  =  —  0.00002  Cos  (1" — 1'") 
+  0.00008  Cos  (liv_l//') 

—  000007  Cos  2  (l^v—lw) 

—  0.00002  Cos  (31'"— al"— w'^Q 

—  000006  Cos  (2UV_1'" — w"0 

^  0.00002  Cos  (31^v— 2I''' — w^v^ 

Tn  diesen  und  den  folgenden  Ausdrücken  ~  von  dr  sbJ  ^ 
Gröfscn  unter  0.000016  weggelassen  worden.      Die  Stoi 
de»  Mars  in  Breite  sind  unmerklich. 
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Bl       Die  nun  folgenden  Störungen  Jer  drey  letzten  Planeten,  sind 
eiins  den  neuen  Tafeln  Bouyards  (Paris  i82i).genQmmen.  Sic 
Nietzen  die  Excentricitäten  yoraus  e*v  ^  0.04816a  ,  e^  =s  o.o56i5o 
VI  =  0.046611 

Die  mittleren  Längen  dieser  drey  Planeten  sind 

f  pv  =  81 0.071504  +  30.3490885  t 
IV  =  123.09150  +  122211463  t 
ivi  —  173.5046a  +  4.2849013  t 

ro  t  die  Zeit  in  Julianischen  Jahren  (von  365 J  Tag)  seit  derPa- 
iser  Mitternacht  des  1.  Januars  1800  bezeichnet. 

Eben  so  sind  die  Längen  der  Perihelien : 

w^v  ^  11.12719  "i*  0.0018440  t 

"wV  -s  89.13901  +0.0053629  t 
"w^'ä  167.50655  + 0.0145834  t 

ncl  die  Längen  der   aufsteigenden  Knoten  der  Bahnen  in  der 

•kliptik 

9^  =  98.42915  +  o  0095342  t 

5V  =  111 .9352 1  +  0.00852 1  o  t 

svi  =  72.98917  +  0*0039347  t 

'emer  sind  die  gcofsen  Ungleichheiten  dieser  Planeten 

.rv  =  -|-(o<*. 32962^ 00000096t)  Sin  (51V— 2Uv^^o.i^_^jo^,2i2 1) 
— o<'.oo334Sin2(5lv— 2Hv^^.i^_o.o2i2  t) 

lV  =  _ (0*^.79796—0  0000223  t)  Sin(5lV-.2l'v+40.,()_o*'.02i3  t) 
+  0.00847  Sin  2  (51V— 2l»^+4. ,  6—0.02 1 3 1) 
+  0.00938  Sin  (31^'— UV_86°.57) 

« 

lVi  =  —  (oo.o353o— 0.000004 1)  Siii(3lvi— Iv_88^56— 00.0048 1) 
|:ndlichse7e  X^v^pv+A^v^  :iv=:iv^AV  und  XVi^ivi^A^i 
I  )ieses  vorausgesetzt,  hat  man  für  die  Störungen  Jupiters 
.    dv  =  —  o ^02a4  Sin  (X^y—X^—  1  <>.  1 5) 
+  0.0555  Sin(?,x»v_2XV_,.i^) 

+  0.0045  Sin  (3X^^  — 3xV) 

+0.0010  Sin  (4Ä.iV-.4;tV) 

+  0.0005  Sin  (5X^^—5X^+1 1 .96) 

+  00367  Sin  (^»v_2A.v_i3.o(^-^o.oo423 1) 

4-  0.0048  Sin  (2^iV_4;v,V^5^.2o) 

+  00009  Sin  (5ä»v_ioXV+5i.36) 

+  0023 1  Sin  (2Ä,' v_3^v_6 1  56+0  0078 1 1) 
Ofe  —0.0004  Sin  (4X»v_(>xv+54.43) 
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4-0.0449  Sin  (3a.^— 6XV+66.S8-|-o.oi4o  t) 

—  0.004a  Sin  (3a,»v_/,xV— 6«.8a) 

+  00034  Sin  (3A.iv_3XV_8.8i) 

+  0  0036  Sin  (3A.v_xrv+68.ao) 

+  o.oo3i  Sin  (XV+44.q5) 
— o.ooi4Sin(2A,V-|-45.«75) 

+  o.oo3 1  Sin  (4A.iv_.3xV-^-58.o  1 ) 

—  ooüi4Sin  (2Äiv_;^v_,6.3a) 

+  o.ooo3  Sin  (4^IV_3xv_3.65)  \ 

—  00004  Sin  (x^V—ÄVij 

Da  nun  die  jährliche  Präcession  der  Nachtgleic^ 
5o'^lo.=  o^.oi3()a  irit,  so  wird  für  die  gegebene  Zeit  t  »f 
1800.00  die  wahre  heliocentrische  Länge  Jupiters  in  seiner Bal| 
vom  mittleren  Aequinoctium  gezählt,  seyn 

Liv=>viv^o'.oi392t+ai;+ß 

wo  B  die  elliptische  Gleichung  der  Bahn  ist,   welche  letztet 
mit  dem  Argumente  der  mittleren  Anomalie   1^— .w*v,  sosi 
mit  der  durch  die  grol'se  Ungleichheit  corHgirten  niittlereoi 
nialie  A,iv__^iv  gesucht  M^erden  mufs.    Dem*  diese  Gleichung 
Bahn  soll  mit   derjenigen  mittleren  Anomalie  bestinilnt  wenSs 
die  in  der  That  in  dem  Falle  statt  haben  würde,    wenn  i 
eine  elliptische  Bewegung  des  Planeten,  noch  eine  Störung 
selben  durch  die  anderen  Planeten  existirte  ,   daher  die  ini 
Länge  1'^'  wenigstens  zuerst  durch  die  vorzüglichsten  Stö 
oder  durch  die  groi'se  Ungleichheit  corrigirt  werden  muls- 
Gleichung  ist 

B  =:  +  (5\6i74+o«.oooi757  t)  Sin  (X^r^^y) 
-f-  (o.i66o-J-o.ooooio53  t)  Sin  a  (^iv_w"^) 
+  o.oo6(^  Sin  3  (^iv_w) 
+  o.ooo3  Sin  4  (Xiv_w) 

Für  die  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  ist  eben  so: 

r»v  =  5.20876 +  o.oooo3ö4  t 

—  (o.35o36  + 0.0007964  t)  Cos  (Xiv_w«'^  ) 

—  (000603  -f-  o-oooo384  i)Cos  2  (Xiv ir"^  ) 

—  (0«00023  4-  0.0000031  t)C0S  3  (X«V — W""  ) 

\  _o.oooo9  Cos  4  (^iv_w'^  ) 

-)-  000066  Cos  (;iiv — ^v — 1O.35) 

—  000280 Cos  (2X»V 2^V — i«o3) 

—  0*00029  Cos  (3^»v— 3Xt) 


f 

1 


—  0.00007  Cos  (4Xiv — 4^"^) 

—  0.00002  Cos  (5x»v — 6xv) 

-f-  0.00029  Cos(^iv — 2Xy — aa'^.ai+o.ooS'i  t) 
4-0.00010  Cos(2^iv — 4^v+5i.o7) 

—  0.00089  Cos(3Xiv — 3^v — 62.47+000731) 

—  0.00199  Cos(35liv— 5A.v4"S6.29+o.oi4bt) 
+  0.00024  Cos  (3Xiv— 4XV— 6ä.i5) 

—  0.0001 3  Cos  (»^»▼-.2Xv_7.g8) 

4-  0.00007  Cos  (^V-f-2i).22) 
0.00008  C0S(2ÄV-|-ll.02) 

4-  0.00009  Cos  (4XIV— 5^v_i4.39) 

—  0.00029  Cos(5^v^a^Iv — i2a5) 

die  yier  eingeschlossenen  Glieder  die  elliptische  Aenderung 
Gröfse  r  bezeichnen* 

Endlich  ist  die  Poldistanz  Jupiters 

piv  Ä  90  —.  ( i  **.3 1 44— o»oooo63 1)  Sin  (Liv-^^iv) 

—  o*ooo2  Sin  (/\.iv_*sXv— ö4**.26) 

—  o.ooo3  Sin  (2X1V-,  3xv^54.26) 

—  0.00 1  o  Sin  (3A.iv — ä^v-j-54*  1 1) 

'n  so  ist  für  Saturn  die  'Wahre  Länge  in  der  Bahn : 

ssA.V  +  0®.Ol392t 

+  (6^43I8-o.ooo355t)Sin(V  —  w^ 
+  (Ö.2355— O.OOÖÖ25 1)  Sin  2  {V  —  w^  ) 
+  (0.0110— 0.000002 1)  Sin  3  (\^  —  w  ^  ) 
+  0.0006  Sin4  (X^  —  w^  ) 
+  0.0080  Sin  (X^v— 7LV-J-78.06) 
^o.oo83  Sin(2A,iv^a^^— 5«7i) 

—  0.0018  Sin  3  (Xiy^Xr) 

—  o.oooS  Sin  4  (^iv— xv) 
»(0.1161+0,000006  t)  Sin  (Xiv_2?lv— .14.62+0.008750  t) 

—  (0.1Ö53— 0.000004  t)Sin(2aiv._4Xv+56.87+o.o  13059 1) 

—  0.61 34  Sin  (3Av_A.iv+77.36— O.0Ö9598  t) 

—  0.0067  Sin(ix*v—3Xv+i4.63— 0.00344»  0 
+  o.oo3 1  Sin  (Ä»v+8ö.6o) 

—  0.0041  Sin  (4A,iv«.9A,v+ö  1.83) 
+  000 1 4  Sin  (3A,iv_4Xt-,62.78) 
+  o.oooÜ  Sia  (2Ä1V— a,v+3ä.7i>. 

Y 


1 
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+  o.ooü8  Sin  (3Aiv-«5av-f57.i5) 

-J-  0.0004  Sin  (4XIV— 5a. V— 62.94) 

—  ooo'^8  Sin  (A,v««A.vi) 

+  o  004/4  Sin  (2\v— '.avi) 

+  o.ooü6  Sin  (3a,v_3a.vi-68.45) 

+'o.oo83  Sin  (2\v_3a.vi-|-33  i;3; 
-j-  o.oo3o  Sin  (Av— 2A.vi-|-'73.2o) 
+  0.0005  Sin(3A.v— 2Xvi^83-i6) 
+  0.^004  Sin  (^vi_4i  .63) 

und  d(  r  Badins  Yector 

r^  =  9-55778— 0000017  t 

r  _  (0.53409+0000030 1)  Cos  (Xv—wv) 
I  -.  (o  oi5oo+o.ooooo2 1)  Cos  3  (Xv ^v^ 

—  (o.ooo63)  Cos  3  {Xy^Yfv) 

—  o.ooo<»3  Cos  4  (Xv— i^v) 

-^Oi0ue34  Cos(A,v«-io-35) 

+0.00807  Cos  (7iiy'^\y+3'q6) 

+  o»oo  1 38  Cos  2  (Aiv^— XV) 

+  o.ooo32  Cos  3  (A.iv-^Xv) 

+  o»ooo  1  o  Cos  4  (Äiv — l^v) 

+  0.00004  Cos  5  (A.iv.i-xv) 

+  (0  00534)  Cos  (X»v_2A.v — 1 1.76+-0.004095  t) 

+  (o.oi5i3)  CoÄ  (2XIV— 4;iv+56.69+o.oi36«6t) 

—  o  001 17  Cos  (3 XV — ^iv — 90*31^ 

—  0.00 1 38  Cos  (3;iiv—  3Xt— 23.32) 

—  U'Ooo23  Cos  (3a.iv — 4Xv — 61.35) 
+  o.oo35i  Cos(5A,v — 2Xiv+i3'03) 

—  o.  000 1 2  Cos  (Aiv  —  53. 1 4) 

+  0*000 1 2  Cos  (2Ä,>  V — ^v. — 29.70) 

+0.00016  Cos  (\y — iivi) 

—  0'Ooo42  Cos  2  (xv  -A.VI; 

—  ooooo5  Cos  3  (\y — Xvi) 

—  o*ooo66  Cos  (2A.V — 3;ivi-j-23.73) 

pv  SS  90*  —  (^.4933—0.000043 1)  Sin  (Lv 5t) 

+  0.0009  Sin  (Xiv — 2^v — 64.!26) 
+  0.0026  Sin.(2xiv— 4xv+5^,5j^ 
— '  o  oooö  Sin  (x«v+fi4.26) 
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idllch  hat  man  noch  für  den  wahren  heliocentrischen  Ort  des 
anus  » 

T 

Lvi  s=s  A.V1  + 0.01892  t 

f  +  (5.3485 — 0.000039  t)  Sin  (^^vi — w  vi) 
I  +  (o- 1 56o — 0.000002  t)  Sin  2  (xvi— irv') 
j  Hhö.oo63Sin3(/lvi— wvi) 
1^  +  o*ooo3  Sin  4  (xvi— wvi) 
+  0.0062  Sin  (p^v — xvi-f-2  i-2o) 

—  0.00 1 1  Sin  2  (A.V — Avi) 

—  o.o3()3  Sin  (X^  —  a\^  +7i.35+o*oo438  t) 

—  0.0005  Sin  (2;iv-^4Xvi+38.58J 
+  0.0  i45Sin  (\iy — Xvi) 

—  0.0009  Sin  (XIV — 2XV1 — 1 4!.85)* 
+  0,0007  Sin  (2Xv_3A.vi+23.33) 
+  0.0004  Sin  (Jlv+4  58) 

+  o.ooo3  Sin  (2A.1v — XVI — 10.34) 

rvx  =  19.212098 

r  — (0.89488 — o. 0000048  t)Cos(Ävx — wvi) 
J  — o.o«o88Cos  2(X"— w^) 
1  — 0.00073  (-OS 3 (A,v' — w^») 
t  —  o.oooo3  Cos  4  (A."  — w^') 

+0  00339  Cos  (^^— 'V'^+5.o3) 

+0.00089  Cos  2  (\^ — X^') 

+  o.oo58i  Cos(X^ — 2X^'+74.o8) 

+  0.00489  Cos  (y^ — V) 

+  o.ooo58  Cos(2A<^*— 3X^*+5i.o4) 

—  0.00072  Cos  (3ä,^»  — A.^  +75.01) 

.     ^^«  a  90*  —  0.7745  Sin  (L^'  —3^' ) 

—  00008  Sin  (X^  — 2^^  — 54.  i  4) 
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ZWÖLFTES   KAPITEL. 

Störungen    des   Mondes» 


S.  1. 

JLfa  unter  den  Störungen,  die  der  Mond  in  seiner  elliptisclia 
Bewegung  um  die  Erde  leidet,  blols  die  der  Sonne  nochbeträck- 
lieh  sind,  so  wird  die  EntM^icklung  dieser  Störungen  des  Mo» 
des  durch  die  Sonne  bloi's  eine  Anwehdung  der  vorhergehenAi 
Auflösung  des  Problemes  der  drey  Körper  seyn ,  und  es  scheint, 
dafs  dieselben  Ausdrücke,  welche  oben  die  Störungen  derPlanfr 
ten  unter  einander  gegeben  haben,  auch  für  diese  Störungen  dfi 
Mondes  hinreichen  werden. 

Ist  34.-W^^  die  tlorizontalpat^allaxe  des  Mondes,    und  S'^i 
die  der  Sonne ,  so  ist 

8.6  ^  , • 

a  =  ,^   -      sr  o«oo25od6 

also   b_j.  =  Ä.ooooSi       b.,  1  = — .o.oo25o7 

b^  =  i2.oooOv3i  b^  =o.oö25o7und  b     r=r  0.070520. 
¥  i  i 

Weiter  ist  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  -während  fr  1 
nem  Jahre  n=i73356oo'',  und  die  Masse  der  Sonne  m'=35479eJ 
Daraus  folgt  (nach  Kap.  X.  §.  4*)  I 

1              m'n  1    I 

sider«  jährliche  Bewegung  der  Knoten  =  — 9  = — . «a  L 

s=  —  7a()o4''  =  —  20®  10'  4",  die  Beobachtungen    geben  aber 
njo  20'  33"  also  o®  49'  3i"  weniger. 

Die  säkulare  Bewegung  der  Neigung  der  Mondsbahn  istM 
weil  (Kap.  X.  §.  4.  Gleichg.  e)  die  Gröfse  w'  ebenfalls  Null  ist 
Dasselbe  gilt  von  der  säkularen  Aenderung  der  Kxcentricitit, 
weil  (L.  c.  Gleichung  c)  das  Argument  (w'  —  w)  seine  ganze  R^ 
Yolution  schon  in  neun  Jahren  zurücklegt.  Die  säkulare  Bewegoo^ 

der  Apsiden  endlich  ist  (ibid.  Gleichg,  d)  gleich^  ^'^  also  gleich 
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ener  der  Knoten ,  nur  in  ihren  Zeichen  rerschieden.  Allein  den 
Jeobach langen  zu  Folge  ist  die  siderische  jährliche  directe  Be- 
FCguug  der  Apsiden  40°  38'  56'',  also  beynahe  das  Doppelte  von 
ler  rückgängigen  Bewegung  der  Knoten.  Dieselbe  viel  zu  kleine 
Bewegung  der  Apsiden  fand  auch  Newton  (Princ*  L.  I.  Prop.  45) 
md  Clairaut  (Mcm.  de  TAcad.  R.  des  Scienc«  ^745),  tind  der 
^^tzle  wollte  dacaus  die  Folge  ziehen ,  dafs  das  Gesetz  der  allge- 

(leinen  Schwere  nicht  die  Form  —; .   sondern  die  mehr  :i5usam- 

AB 

aengesetzte  -^  "[-'"■"  haben  müsse,  wo  B  sehr  klein,  und  m  be- 

.       B 

rächtlich  gröfser  als  2,  ist ,  damit  das  letzte  Glied  —    für.  sehr 

«;rofse'  Distanzen  r,    wie  diejenigen,    welche  die*  Planeten  von 
leinander    und  von  der    Sonne    trennen,    unmerklich  ist,   aber 
Bfiey  kleineren  Distanzen ,    wie  die  des  Mondes  von    der  Erde , 
u^och  seinen  Einflüls  äufsern  könne ,    wo  dann  die    Werth^    von 
ek^  und  m  so  besti,mmt  werden   sollen ,    dafs    sie  der  beobach te- 
ilen  Bewegung  der    Apsiden  des  Mondes    genug  thuen«    Allein 
5^in  Jahr  später  fand  Clairaut,  dafs  erbey  seiner  ersten  Berech- 
lung  nicht  aufmerksam^  genu;^  auf  die  kleiijqn  Glieder  der  Stö* 
»jrungsgteichungen  gewesen  sey,  welche  erst   durch  die   Integra- 
ion  merklich  werden  (Kap.  VIII.  $.  2.  I.),  und  dafs  mehrere  der; 
:ahlreichen  Ungleichheiten  des   Monges,    welche  hierdurch  die 
inalyse  zu  entwickeln  sind,  ?o  gröfse  Werthe  haben,  dafs  sie  noch 
nerkbar  eine  auf  die  andere  einwirken ,  und  dafs  endlich   die  in 
lern  Vorhergehenden  gegebenen  Reihen  ,  wenn  man  sie  auf  die 
^5törungen  des  Mondes  durch  die  Sonne  anwendet,  zu  wenig  con- 
rergiren,    um  die  Endresultate  mit  Sicherheit  zu  geben.    Wir 
nüssen  daher  hier  einen  andern  Weg  einschlagen ,  zu  j^nen  Re- 
j|{»ultaten  zu  gelangen ,    und  den  jetzt  folgenden  Untersuchungen 
lie  drey  letzten  Gleichungen  A,  B,  0    des  Kap.  II.  zu  Grunde 
•egen,  indem  wir  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  aiich  hier 
^eybehalten.  Es  sind  also  M  ra  m'  die  Massen  der  Erde,  des  Mon- 
ies  ui>d  der  Sonne  5    x  y  z  die  Koordinaten   des  Mondes   gegen 
^len  Mittelpunkt  der  Erde ,  x'  y'  2'    die  Koordinaten  der  Sonne 
-gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  ,  und  x  u  =  Cos  y ,  y  u  =  Sin  v 
>2u=s,    so  wie  x' u' =  Cos v',  y'u' =^  Sin  v',  z' u' =  s',   wo   s  s' 
^ie  Tangente  der  Breite  des  Mondes  und  der  Sonne,  alsQ   s<=o 

und  wo  r'  =  .-iL — =  x*  +  y*  +z',  und  eben  so  r"  =  — 
r  u*  u'' 

•=x"  +  y'»4-z'«  ist. 

Dieses  vorausgesetzt ,  hat  man  nach  d«  a.  O. 

^.  u  m'u'^ 

"^O  =     r  +m'u4-  • —  .  (1  +  3  Co«  2  (v—vO  —  2s«) 


d*  -.  .  r 
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.  also  auch ,    wenn   man  diesen  Werth  von  Q ,  in  Beziehag  a! 
r«  ■  und  u  differentiirt 

^£9N         _  3m^  Sin  a  (v-,0 


e4)=- 


US  m'  u'*  a 


d  s/  (»+8ji  tt* 


ffl)  =  _^4=_  I!ii^(i +3  Cos  a  (—,/)- j..) 


+ 

und  endlich 


{ 


Vdu/      u  Vda/  (i  +  s*)4  au»  ■  | 

Wenn  die  Sonne  heine  Wirkung  auf  den  Mond    äufserte, 
wäreQ  =  =  —  ,   also  auch 

«)  =o,  rm  =  _! r^)  =.  -  ,_^ 

\äv/  Vdu/  x/i^gt     Vds/  (i+s'm 

und  die  angeführten  drey  Gleichungen  A,  B,  C  des  Kap.E  k^ 
den  in 'folgende  sehr  einfache  übergehen  [ 

dt  —  — 1    =   o (AO  I 

u^h  ' 

^  +  u  -  i_  =0 .    (BO  I 

dv»  h«(i+8»)i  -^ 

1!1  +  8  =  o (CO 

dv» 
Die  letzte  derselben  gibt  zum  Integral 

8  =  <y  Sin   (y  —  S) 

wo  cy  5  die  beständigen  Gröfsen  der  Integration  bezeichnen,  ^ 
lieh  y  die  Neigung,  oder  genauer  die  Tangente  der  Neigung* 
Mondsbahn,  und  S  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens  in* 
Ekliptik. 

Eben  so  gibt  die  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungen 


3^3 

i  ^cdcr  e  und  w  cot^stante  Gröfsen,  e  die  Excentricität  der 
ndsbahn ,  und  w  die  Länge  ihres  Perigäums  bezeichnet« 

^     T^a  aber  e  und  ry  nur  klein  sind,  so  hat  man,  wenn  man  die 
Olsen  <y*,  7*  •  .  •  .  ,  e«y',  e^^  .  .  ♦  ♦  yernachlässigt 

I       r  ,  *•  .  1 

"  =  er; — r~TT  h  t r  ^  Cos  (y  —  w)\ 


öp 


'=  h'o'+u»)'  (*  +  I  +«  Cos  (.-w)  -11  Cos  3  (v-5)) 

Wir  werden  aber  am  Ende  dieses  Kapitels  sehen,  dafs  durch 
e  Wirkung  der  Sonne  die  Knoten  der  Mondsbahn  sowohl,  als 
•e  Apsiden  eine  betrachtliche  Aenderung  leiden.  Sey'  also 
■— c)v  das  Vorrücken  der  Apsiden,  und  (g — i)v  das  Zurück- 
i chen  der  Knoten  der  Mondsbahn,'  so  sind  die  vorhergehen- 
1.  Ausdrücke,  wenn  man  in  ihnen  gv  und  cv  statt  v  setzt 

^  8  =  <y  Sin  (gv  — 3; 

tDstituirt  man  diese  Ausdrücke  in  der  ersten  unserer  drey  Gl ei- 
Kngen  des  Kap.  IL,  so  erhält  man,    wenn  man   die  Wirkung 

z*  Sonne  wegläfst ,   oder  (  _JL )   =  o  setzt , 

Vd  v/ 

dv  h'(i+<y»>»dv  


u«h 


ji  +^  4-eCos(v-W)  — ^Cos  9  (gl'— '^)j 
»•b  auch ,  da  e  und  cy  nur  kleine  Gröfsen  sind, 
^=h3dj/(i  +  2cy«)ri  — ^-  2eCos(cr--w)+^Cos3(gv-3)  + 

-I J Cos  9    er  — w>j 

^^    «       ■       •  I 

3er  endlich 

f        3e*       3<y* 
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und  dessen  Integral 

i  +  l^-f. 

2 


¥1- 


ah^e 


Sin  (cv  — w) 


3h3  e' 

+    Sin  2  (cv— w)  + 

*^     4e  ^ 


4g 


Sin  2  (gy— 3) 


und  da  der  Anfang  der  Zeit  t  'willkiihrlich  ist,  so  kann  manC=i 
setzen« 

Komme  der  Mond  wieder  zu  seinem  Perigäum    zurück,  i 
ist  die  Ümiaufszeit 


l  =  h»   [ 


i  + 


^^v+ir], 


2 


oder  da  sich  die  Quadrate  der  Umlaufiszeit^n  wie  die  Tyfirfelie 
grofsen  Achsen  yerhalten 


h»  = 


,    3e«     ,    3*y« 


2 


2 


also  auch,  wenn  u  =  — r-    ist 


a' 


3e 


2e  oe' 

n  t  =  p Sin  (c  V—  w)  +  i —  Sin  2  (cv — w) 

c  4®  ^ 

"*"  4g    ^'''^CS^-"^^ 

WO  man  immer  im  Nenner  c  =  g  =  i  setzen  kann. 

Eben  so  i^t,    wenn  man  dieselben  Gröfsen    für    die  Sova] 
mit  einem  Striche  bezeichnet,  da  7^  =  0  ist, 

3e'» 
n'tzzv*  —  2  e'Sin(c'v' — wOH Sin  2  (c'>'  — w^« 


Ferner  ist  h  =  a*   \i  — —  —  -^l   also 

l  2  2j 


und  daher 


h«+(i+n«)         a  (1  — e") 


1     r  ry«  ry*  ^ 

u  =  ~    i+e«  +  -7-+e,Cos(cy— w) Cos  «  (gy  —5) 
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od  eben  so 

I  m 

fcfe  u'  =  ~  [i  +  e'»  +c'  Cos  (c' W— wO] 

it  aber  m  das  Verhältnifs  der  mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu 

^r  des  Mondes ,  so  ist  m  =  — ,  oder  n'  t  =  m « n  t , 

n 

Jiiaer  v'  —  2  e' Sin  (c'  v^  —  w')  +  i  e'«  Sin  2  (c'  v'  —  w') 
=  my  —  2meSin(cv  — w)-j-inie'  Sina  (cv — w) 

+  1^8in2(gv--^) 
4 

3er  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  e  und  e^  wegläfst 
■•— t  e'  Sin(c  V— wO = mv —  2  m  e  Sin(ci' — w)  +  -~-  Sin  2  (gv — S) 

der  wenn  man  in  dem  zweyten   Gliede ,   welches  schon  in  die 
)hr  kleine  Gröfse  e^  multiplicirt  ist,  v  statt  v'  setzt 

m  ty* 
sony — 2meSin(ci'— w)+ — ^  Sin  2  Cgi' — ^)  +  2e'  8in(c'mv — w') 

4 

Sieht  man  also  blofs  auf  die  ersten  Potenzen  von  e  und  e', 
»  ist  ^ 

s  =  7Sin(gy — 9) 


^    - 


u  =  -  [i4-eCo8(cv  — w)] 
a 

u'ss.^  [i-l-e'Co8(c'my'^wO] 
a'  ' 

5.  3- 

4  Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  die  oben  ange« 
ihrtcn  Gleichungen  des  Kap.  IL  entwickeln*  Da  unsere  Absicht 
iclit  ist ,  eine  yollständige  Theorie  des  Mondes  zu  geben  , 
>ndem  nur  den  Weg  anzuzeigen  9  welchen  man  bej  der  £nt« 
-icklang  seiner  Störungen  nehmen  soll ,  so  können  die  hier  er- 
at tenen  Resultate  nur  als  erste  Näherungen  angesehen  werden , 
eren  weitere  Entwicklungen  man  in  L  ap  1  a  c  e  Mec.  cel«  YoL  III 
ndot.  Die  zwejte  jener  Gleichungen  oder  die  Gleichung (B)  gibt 
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1  m'u'* 


h 


8     /     U8  in'u'»s\ 

MJ   V   i-f8)i  "*"        ^       J 


1  m'u'' 

1  +  ZirTT,  {i+^CosaCv—vO) 


h»(l+8«)J    ^     2h»u3 


I.  Der  coii8tanteTheil  von  uist  *-,  wie  die  letztenGleicb 

a 

gen  des  5»  2  zeigen.  Die  Wirkung  der  Sonne  verändert  Jic« 
Constanten  Theil.  Wir  wollen  diesen  so  veränderten  Tk 
durch  l  bezeichnen;  so  hat  man,  da  sehr  nahe   a  =  b  ist, 

h*  =  b.  Setzt  man  der  Kürze  .wegen  fx  ==  — rj-  ,  so  ist 

m'u'»  ß     f'i+Se^Cos  (c^my — wQ) 

2h  u*   ^  2b'      (i+äeCos^cv — w^) 

=  ;-j-  (i — 3e  Cos  (cv — w)  +  3e'Cos(c'inj^.^wO) 


II.  Eben  so  Ist 

3ni'  ^      ^ 

3  m'u'»  Cos  2  (v— v')  =.  -7p(»+3c')  Co8(c^mi^ — ^wO)Cos3(im 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  für  einen  Augenblick 

2y  —  2mv  =  a,   c'mv  —  w'  =  ß,  cv  —  w  =  <y  ,  seist 
nach  den  letzten  Gleichungen  des  §.2 

3m'u'«Co8  2  (v— vO  =  -73-(i4-3e'Co8i3)Cos(Ä+4meSincy-4e'Si? 

# 

3m' 
=  -^  (i  -f3e'  Cos  ß)  (Cos  OL  Cos  (4me  Sin  cy_4e/Sinß')' 

Sin  a  Sin  (4  me  Sin  <y. —  4©'  Sin  j3')) 

3m' 
=  ;;77   [(»  +  3e'Cosß)Cos«-.(i+3e'Co8ß)Sin«X 

(4me  Siny— 4e'  Sinß)] 


347 


3ni'  -. . 

-73-  (Co8d+3e'  Cos  a  CosjS — 4  me  Sin  a  Sin  ^+4e'  Sin  %  Sinß) 

3m'  _  .    7f^ 


=  -™    (Coi  a  +  ^  Cos  (a  — ß) 


_  —  Cos  (a+ß)-4-3  me  Cos  C«+7) — 2  nie  Cos  (et  —  7)) 
2 


an  hat  daher 

3m'u'»Cos2(v— v') 
3m'  • 
17^ 


s=  Cos  3  (y — mv) 

+  J  e'  Cos  (2  (v — mv) — (c'mv — wO) 

—  I  e'  Cos  (3  (1^ — mv)  +  (c'mv — W)) 
+ 2  me  Cos  (2  (v  — mv)  +  (cv — w)) 

—  Q  me  Cos  (2  (v— mv)  —  (cv — w)) 

m'u' » 
5tzt  man  aber  in  dem  Ausdrucke —rr—i  in  I  dieGröfse  e  =  e'=:0 


2h^u» 


a 


*3 


id  multiplicirt  ihn  durch  —  ,  so  erhält  man: 


i  /ii.a'* 

-   ■  -r  = .  (i — 3e  Cos  (cv — w)) 

2h'u'  2m'      ^  '^ 


araus  folgt: 


"'""     -         .-V^=3j. 


iT^-^^*^C«'-^) 


2b 


Cos  3  (v — ^mv) 

+  1  e'  Cos  (3  (v— mv)  —  (c'mv — wO) 
—  i  e'  Cos  (2  (v — ^mv)  +  (c'mv — w')) 

3e 

Cos  (3  (V — mv)  —  (CV — w)) 

3e 

— .—  Cos  (3  (V — mr)  +(cv — w)) 

I —  2  me  Cos  (3  {V — mv)  —  (cv — W)) 
1+  3  me  Cos  (3  (V — m  v)  +  (cv — w))j 


I 


Tn.  Ganz  auf  dieselbe  Art  werden  auch  die  übrigen  Ent- 
rcklungen  gefunden ,  von  denen  ich  der  Kürze  w^gen  nur  ihre 
esultate  hersetze« 


^'"(ar)^^^"^*'*^'*'''"' 


3m'u'*     da        , 
•       3.  ;  •— ,-  •  Sin  s  (v  — -  v')  zu  erhalten,  wird  man  erstens 
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t^ 


f.  -:; 1+3  Co«  a  Cv — v') 


—  28«)  + 


8       /      U8 

^    V    1  +  8)4 


m^u 


u 


p) 


h»(i+s«)4  ^  2h«u3 


+  nrrn  0+3  Cos  a  (I. 


— y')) 


I.  Der  constanteTheil  von  uist  *-,  wie  die  letzten Gleicln 

a 

gen  des  §•  2  zeigen.    Die  Wirkung  der  Sonne  verändert  die« 

Constanten  Theil.     Wir    wollen    diesen     so    veränderten  Tk 

durch  l  bezeichnen;  so  hat  man,  da  sehr  nahe   a  =  h  ist,  a 

vn^a  ' 
h*  =  b.  Setzt  man  der  Kürze  .wegen  fx  =  — tj-  ,  so  ist 

m'u'»  M      f'i+Se'CosCc'mv — W)) 

2h  u*   ^  2b'      (i+3eCos^cv — w)^ 

=   --r  (i — 3e  Cos  (cv — w)  +  3e'Cos(c'iny-^w')) 


3m 


r 


II.  Eben  so  ist 
3m'u'*Cos2  (v— vO  =.  -^^^(i+3e')Co8(c^inv — wO)Cos2(i^ 

Setsrt  man  der  Kürze  wegen  für  einen  Augenblick 

2y  —  2mv  =  a,   c'mv  —  w'  =  ß,  cv  —  w  =  <y  ,   so  ist 

nach  den  letzten  Gleichungen  des  {..^ 

3m'  A 

3m'u'«Co8  2  (v— vO  =  -3-(i+3e'Co8i3)Cos(Ä+4meSincjr-4e'SB? 


=  -^  (i  +3e'  Cos  ß)  (Cos  a  Cos  (4me  Sin  «y-^4e' Sinß')- 

Sin  a  Sin  (4  me  Sin  <y. —  4©'  Sin  /3')) 

3m' 

[(i  +  3e'Cosß)Co8«— (i+3e'Co8ß)SinaX 


a'» 


(4me  Siny — 4c*  Sinß)] 


^7r  (Co8a+3e' Ces  o  Cosß— 4 me  Sin a  Sin^+^e*  Sin  »  Sinß) 


3in' 


76- 


=  -  "-  CCoi  «  +  i^  Cos  («— ß> 

,_  —  Co«  ia+ß)-\-s  me  Co»  C«-Hy) —  2  me  Cos  {«  —  «y)) 
t-i  hat  flaher 


t  m'n"  Co»  3  (v — f') 


■■  Cos  a  (v— mv) 

+  1  e'  Cos  (a(v — mv) —  (c'mv— w*)) 

—  f  e'  Co»  (a  (» — mv)  +  (Cmv — W)) 
-|-2nieCoB(2  (c  — mv)  +  (cc — w)) 

—  3  nie  Co*  {2  (v—  mv)  —  (Cv — w)) 


1  aber  in  cEem  Ausdrucke 


ah"! 


al  dieGrörie  e=:e'  =  o 


^  multiplicirt  ihn  durch  —  ,  so  erhalt  man: 
.,  1  ft.  a" 


I  folgt: 


.  (i_3e  Cos  (CK— w)) 


Co»  fl  (»-—IUI') 

+ 1  e'  Cos  (a  (9—mv)  —  (c'm*— w')) 

—  ie'  Cos  (3  {V — mv)  +  (c'mp — w')) 

. Co»  (a  (p — mv)  — (Cf — w)) 


_—  Cos  (2  (f— mi^  +(c» 


■w» 


1  me  Co»  (a  {v — mv)  —  (ci" — W)) 
+  a  me  Coa  (a  (V— m  v)  +  (ci— w))j 

TII.  Ganz  auf  die»ell)e  Art  verden  auch  die  übrigen  Ent- 
skluDgen  gefunden ,  Ton  Jenen  ich  der  Hürze  w^gen  nur  ihre 
■ultate  hersetze. 


/dQ\        dg 


das  heiTst,  nm 


Sm'n'*     da 

—  ',■■;  •— ,-  .  Sin  a  (y  —  i^  m  erhalten,  wird  min 


m 

«ntfliw     w 
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3iii'a'» 


—  — =-rT  Sin  4  (ir  —  »')  suchen  •  •  indein  man  in  der 
au'  h*  ^  "^  ' 


Enlik 


3ni'a'» 


lung  der  Gröfoe  — ^^7  Cos  2  (ir  —  y^)    in  (II)    den  AYinkel 

da 
um  qo*  vermehrt«  Dann  ist  — r-  =  ^  c  e  Sin  f  c  v  —  w), 
'  udv  ^  ' 

also  auch 

(dQ^     du      ^  3ß  /ceCos[3(y — mv) — (cy — w)]    \ 
dv/h»u*dir  ""  4b  \— ceCos[a  (v— my)-|-(cy— w)y 

IV.  Um  L  ff^)  .  —  zu  erhalten,  ist 
h»./  \d  v/     u« 


S  (y  — y'). 


Man  erhält  aber  aus  der  Entwicklung  des  Ausdruckes 
3m'u'» 


ah'u' 


Cos  2  (r — yO  ii^  II*  ^^c^^  Ausdruck 


—  Sin2(v — y'),  indem  man  «y  um  i)0*  Tcrmcic 

h*  u* 

und  den  IcUtcn  Ausdruck  diirch  .  multiplicirt.    Ferner  ist 

u 

-_  r=i2a[i — eCos(cv — w)]  ,  also  ist  auch 
u 


2   f/'^()\  <'»'  ^  3/Lta 


2(1 — m) 


1 — m—  z 


.  Cos  2  (y — v^) 


e  Cos  [2  (v — mv) — (cf  — v); 


i  — 


I — m-f-  »= 


e  Cos  [2  (v — my)-). (ci^  -w)] 


+  — 2£____    Cos  [2(v — mv) — (c'mr— ^' 


2(2 — 3  m) 


f># 


2C2~Ui) 


Cos[2(v — mv)-J-(c'my— v')i 
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>ch  ist 


]. 


u 


hu=    -  [i+(» — c*)eCos(ci/— w)],  also  auch 

v^  a 

1 


Iv*  /     hV   \d  v/     u* 


h 


Tt :  Cos  2  Cr — mv) 

2(i— m)  ^  ' 


—^ J  eCos  [2  {y—xtiv)—(i^v~ 

4(1— m)        1 — m — J?V  ^ 


w)] 


(1— m) 
' : : — •  e  Cos  [2  (y — mr)  +  (ci' — w')] 


«St 

i 


+ 


f^e' 


2  (2— 3m) 
2  (a — m) 


Cos  [2  Cv-:— mv)— ^(c'mi; — w')] 


Cos  [2  (v.^-mi;)  +  (c'my — w')] 


j 


y.  Endlich  ist  noch  Ans  dem  in  L  entwickelten  Ausdrucke 


1.  /"^S")  _  J--  /^^^ 

h»   Vdu/  h'  u  Vds/ 


Glied  -. 


h«(i+sOä 


übrig,  und  dieses  ist  gleich 


r  [1—4^*  Sin*  (gn  —  5)]  wofür  wir  hier  blofs  —  -.-  setzen 
b  b 

len* 

^  VI.  Nehmen  wir  nun  an ,  dafs  Ju  defr  Thril  yon  u  ist ,  wel- 
r  der  Störung  zugehört ,  und  dafs  man  habe 

a  ^u  :=  A®  Cos  2  (v  —  m  V) 


;^ 


't- 


+  A*  eCos  [«(1/  — mv)  —  (cv  —  w)] 
+A*  eCos[2 (v — mf)  +  (cv  —  w)] 
+  A*  e'  Cos  [2  (v  —  m  v)  +  (c' m  v  —  wO] 
4-A*  e'Cos[2(v  —  mv)  —  (c'my— w')J 
+  A5  e^Cos(c^my  —  wO 
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80  gibt  das  Glied     ,  ,    ,-  in  L  das  DifiFerential  —  ^ — 7 

Es  ist  aber  aus  L 

T7-r=  -  -A  [>  — 3  e  CosCcv  — w)  +  3c'  CosCc'mF-f' 

2h'u*  abu 

Hultiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  ^u ,  und  seut  ma 

-  Ä  a  [1 — e  Cos  (CF  —  w)]  , 
80  ist  jenes  Differential 

—  2b  (•^^"^'A.'eCos  [ft(v  — mv)  —  (cy — w)]l 

3in'u'^ 
VII.    Das  Glied  -7— -7-  Cos  a  (v—v^)  gibt  das  DiflFcmt 

9m'u'*^u^  Sm'u'MW  ^.       ^       t 

—  .  ,    .      Cos  2  (y— W)  H r— Sin  a  (»-f'^ 

Das  zweyte  Glied,  dessen  Entwicklung  den  sehr  kleinen  Fi 
me  enthält,  kann  hier  weggelassen  werden«  SubstituirtmaDi 
in  dem  ersten  Gliede  ^'u  aus  Vi.  9  so  ist 


2h«u*  ^ 


B=5^  [A'4-(A/—4Ä*  +  /V)eCos(cy-Tr) 
4b 

3  A''  +  A3  +  A*)  e'  Cos  (c'mf-t 

VIll.  Das  Glied  — . :  hat  zum  Differfl* 

2h*u*dy  '     ^ 

h*u*       dv      u  2n^u*di^ 

_  3^  /[a(i— .m)A'+(2— c)A'+(a+c)A«— OA*]  eCo8(cM 
4b  V  +  (6A'+2A*4-2A*)  e'  Cos  (c'my — w') 

IX.  Da.  Glied  (^  +  u)  ^/(§)  ^  'enthält  di. 

/d*u  V     x,3m'u'«dF 

Gröfse  ^  ^^^  +^jy-irMrr'S"**^''-"»'0»  nnddessttl 

ferentiale  ist 


s5i 


«•^■•^^  (^Sm2  C,.-W))  - 


'd*ßu 


rf 


—  f hiu  1  / — r: Sm  2  (v— vO 

V  dv*    ^      )J       h«u-  '    ^         ^ 

_  /—   / dvSinarv  — V') 


Entwickelt  man  dieses  Differential ,    und  setzt  man  abkür- 

ji                     3m*                    .    3m*  .      -i        n 

id  c  =  1  — ,  g  =  1  -}- ,  so  ist  dasselbe 

=  _     ,f^     ^  {4(i-in)"-i]Ao 
^  4b(i— m) 

.C  /  U-± i_  A'  —  \   e  Cos(cy— w) 

f 3|<*  /[4(i— m)«— i]i2A^\ 
iü  l^b  \      (2 — ^m)  (2— Öm)      / 


S-.) 


.h— -^^i-— [(a— m)«— i] A5+[(2— 3m)2— i]A4 1  e  Cü8(e'mir-^^ 
^4b(i — mj  .  J 

5.4. 

Sammelt  man  nun  alle  vorhergehenden  ^Glieder,  so  sind  je- 
ohne  Cosinus  und  ohne  A°,  A'   .  •  •  • 

d»u  1     |_  ü 

^     d7^  +  ^  ~  b  +  ib 

^  ohne  Cosinus  und  mit  A^  sind 

'    3/LtAo   /^        .  ^    .    4fi— m) 


/  4(1 — m)' — 1\ 


\  »— "»  >/  " 
Die  mit  e  Cos  (cv — w)  sind 

+3(A.'— 4A»+A») 
[a— c)A'+(»+c)A«— 8  A» 

12(1 — m) 


3/i  A*(4— Sm) 
4b 


ib  "1 


'if 


41»— *ö^ 


4 — c* 


A' 


) 


i 
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3/JL 


4(1 6-c«) 


1 2 — 3c+c« 


4b  V  4— c«  *^        1— m 


Die  mit  Cos  a  (V — mv)  sind 

3fA     •  1 

■    ab  \ '         * — "*  "" 

Die  mit  Cos  [2(v— mv)  —  (cv — "\v)]  sind 

4b  b    [4(1— m)         1 — ^m— c  j 


•) 


3/^A* 


b    l      ^      4  4(1—0»)        1— m — cj 

2 
Die  mit  Cos  (c'my  —  w')  sind 

^-?^(3  A-+A^+A*)  +  %  (6Ao+2A«+2A*) 
i*.b       4  b  4b 

—  3/LtA^  _  9^A»  ^ 

4b(2— m)(2— 3m)  4b 

ab   \  (2 — m)(2 — 3ra> 

Die  mit  Cos  [2  (v  —  m  v)  -J-  (c  v  —  w)]  sind 

_0/*  _  3a*c  _  3p(i~m)   .      3fJL       .  ^ 
4  b  40  b(i— m+c\        ab 

4b   \  i — m-f-c  • 


4b 
2  A* — 2  A 


■■) 


Endlich  ist  das  Glied  von  Cos  [a  (v—xnv)  -|-  (c'mv— w')] 

gldch  ^  ^  (^  J_  +  a  aO  i  «nd  jenes  von 
4b    \3 — ^m  y 


Cos  [2  (v-.mj')~(c/mv-wO]  gleich  +  ^^t  (^    ^^     _  ^  aO 

4b    \2— .3  m  J 

Aus  allem  Vorhergehenden  folgt  für  die  Gleichung  B  desBiF 
U.  der  Ausdruck 


dv«  b  ^   ib         4b 
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•f;(.+(._c)A«_*Ü^:2  A04.  ±id^?A  A  e  Co.(c.-w) 
»s  4— C  1— m  J  ^  ' 


•s   /  I 


J .   ».    « 


A/'a«    ,    C — -3  ,       I—nC?   —  ■  1»,   .     S— y^     V  ■> 

»  ^              4       4(» — ni)     1 — m— °y  ^    ^  ^-^ 

*^ 
'  -^l  »  —  1 A »  —  i- 2A«—  2A*  ]e'  Co8(c/mv-wO 

40  \  1— m-f-i/ 


••  f  i 


.  b.Vi2-— 'itiy  •«■••••.• 

^  X^^^f^ — )  e'  Cosj;2  (vr-mv)  —  (c'mr— wO]  .  •  •  ♦  (B^O 
b   \  "2 — om  /        -,    . 

5. 5. 

Um  nun  die  beständigen  Gröfsen  A**  A'  .  •  •  •  zu  bestim- 
n9'S(i  ist,  wenit  man  durch  u  das  gestörte  u  bezeichnet,  wie 
in  der  letzten  Gleichung  (B^^  geschah ,        ' 

u  =  —  [i  +  eCoÄ(cv— w)]  +;^u 

1  Kaeh  Ä.  3.  Nr.  VL     . 

\       "^   .       ■  ■   ■  I 

Ao  A» 

Ä  — Co8a(v—  tny)-j eCos[2  (y— mv)—  (c» — w)]  +  .  • .  . 

a  Ä 

'*  •  .  ■ 

Ist  daher  c  und  w  beständige  so  ist 

du       ec  *  ^^    *  • 

-=-  =  —  Sin  Ccj^-^'^)-^2(i— m)  —  Sin  2  (v — my) 

dv        a  a 

A'e 
—  (a— im— 15)—  Sin  [a  (»— mv)  —  (cv— w)]  —  .  • . 

1  daraus  folgt,  wenn  man  c  a=  i  setzt, 

d*u       ec*  A®    _ 

-t —  =  —  Cos  (ci^r-w) — 4(i— m)  •  —  Cos  a  (y— my) 

m.  Z 


.-1 
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a 

A«e 

—  (a — 2m-|-c)* Cos  [«  (v- — inv)-f-  (et— w)] 

A«e' 

—  (a — m)*  — —  Cos  [4  (v — rav)  -f-  (c'my— w')] 

a 

A^e' 

—  (2  -  8m)  • Cos  [a  (tN-^m»)  •^»  (c^my — w'J] 

a 


m«A?c 


a 


Cos  (c^my — w'). 


Substitttirt  man  diese  Werthe  Ton  n  und 


d«a 


in  der  Glek 


(B^0 1  ^"^  ^^^2^  ™A^  AtLun  die  Aggregate  der  Glieder,  die  <Ii 
ben  Cosinus  zum  Faktor  haben,    gleich  Null,    so  hat  nuai 
den  Gliedern  des  Cos  2  (y — mv') 

o=[.-4(.-in).]A-+  ^  C^-A») 

Der  Faktor  von  Cos  [a  (y — mv)  —  (cv — w)]  gibt 


4(1 — m)    r 


Der  Faktor  yon  Cos  [a(v — mv)  +  (cv— "w)]  gibt 


Der  Faktor  von  Cos  [2  (v— mv)  +  (c'mv— wO]  gibt 
Der  von  Cos  [2  (v— mv)  —  (c'mr— wO] 
tind  endlich  der  von  Cos  (c'mv-^-w') 


o  =  (i— in)»A'+ 


3f*a/ 
ab 


18A 


V  '"*  ^'  -  Ca-m)  (^-i^  ~  »  A*  -»i 
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■1^  diese  sechs  Bedingungsgleichungen  reichen  hin,  ctie  Werthe 
r  sechs  Gröfsen 

A«  A*  A«  A«  A*  A5 

^  bestimmen. 

5.  6. 

Wir  wollen  nun  wieder  zu  der  Gleichung  (A)  des  Kap.  II. 
.rückkehren* 

fA     Es  war 

=s  ^/i+e»  +  j-  +  6Cös(cv— w)— Y"^®*^(S^— ^))+^" 
}0  ist  auch 

—  =1  — «e*-— -^ ^ÄÄ  Cos  (cv-^w)  H Cos  2  (gv — 5)' 

^  .3c'         3e*  3<y*e 

+ 1 — —  Cos  a  (cv — w)  +•  Cos  (cv-^w) 

-  1^  fCos  [3(g»— »)— (Gl— W)]  +  C08  [2(gV— 5)  +  (CV-W)]1 

r 

[<i:^ner  war  h=b*|i  —  -^ — • K  also  ist  auch 


a 


•(-^-?) 


1      •        e*       <y'\ 


'9  9<k  * 

',=  1—20  Cos  (CV— w)+  ^  Cos  2(gv— S)  -| Cos  9(ev-^l«r) 


i.  H-f  Cos ^cv— w)—  i  7 '  e  j  Cos[2 (gv— .;»)_(cy— w)]  + 

Cos  [2  (gv— )^)  +  (cv— w)]  I 

id  eben  so  wird  man  haben 

•  •» 

■—  =  1  —  3  /'e •  +  !^  +  e  C08 (c#— w)—  ^  Cos  3(gv— »)^ 
-J-  3  fe*+—  +  ü  Co»  (cv— w)—  ^  Cos  a(g»— *)  ^  * 


Za 
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also  auch : 

1  + ^^--=1— e«— V— 3«Cos(cv — ^w) 

'23  4  . 

3e«  ^  3«y 


a'u' 


-1 Cos9(ct^ — w)  + 


Cos  3  CgPS) 


Scy'e 
■^ Cos  [3  (gv — a)  —  (ei-1 


Endlich  ist 


V ' + .VO  ^ 


+  ah*  wQdr)  •  ?) 


Die  Gleichung  (A)  geht  daher  in  folgende  über: 

i~-^  lCo8(ci'-w>f.  -^  Cots(ci'-v) 
«y»  ^       ,        .V     3<y"e 


dt=  Ü^l 


^  r~h^y(dr}-.j 


3a 


»df.Äi 


bi 


<y*                                3e* 
i+e«— ^— 3eCos(cv— w)H CossCci^?) 


3cy» 


3<y*e 


Wir  wollen  diese  Gleichung  (A'p  nennen.    Um  sie 
xn  integriren ,  nehmen  wir  analog  mit  dem  in   §,  3,  V.  gef 
nen  Ausdrucke  an 

n  t +«  Ä  y  +  C°  e  Sin  (cv— w) 

+  C*e«Sin2(ci/— w) 
+  C'Y«Sin2(g»— 5) 
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+  C  *  y  •  e  Sin  [2  Cgv— S)  —  (cv— w)] 
,|  +  C "^  7«  e  Sin  [2  (gv— 3)  +  (cv — w)] 

+  C*Sin2(v — mv) 
„,  /  +  C  ^  e  Sin  [a  (v^^mv)  —  (cv— w)] 

+  C8e'Sin(c^v — \rO 
Iche  Gleichung  wir  durch  (A'")  bezeichnen  wollen* 

Um  diese  beyden  Gleichungen  A''  und  A'"  unter  einander 
TOrgleichen,  und  so  die  Werthe  der  Gröfaen  C*  C*  C»  .  .  • 
j  bestimmen ,  *  können  v/ir  so  rerfahren« 

Setzt  man  a  t=b,  so  ist  r—  ss  a^  s=;  — ,  (S,  2),  Noch  ist 

-*  5=  a'r  .  \/m',  also  - —  a  m*  ss         »  =  u  oder  u  s=  m*. 
^1/  ^      '         n»  a'*        '^  '^ 

».*  den  Winkel  cv  —  w  ist  die  Gleichung  A" 

'Ißnit  SS,  ^  2äv  f  1  —  2L J  e  Cos  (v-— w),  also  auch 

'''^    n  t  =  — 2  (  1  —  5L  )  £  8inCcy«-'W)  und  daher  ist 

^  4-^  c 

c 

i' 

/    Glied  des  Winkels  a  (cft — w)  gibt 

3 

ndt=  le' dyCos2(ci^ — w),  also  ist C^=  — 

a  (gy^Sf)  ist  eben  so 

nd t  s  —  IV*  Cos  2  (ev — »j ,  also  C*  ss  — 

a  (gl»— 9)  —  (ci» — w)  ut 

tter  iit ,  wenn  man  auch  die  fibrigen  Winkel  einseln  nimmt : 

3 
— i  e  7«  d»  Co»  [a(gi»-»)-K<»— ^)]  oder  C» «—  ^^^g^^ 


a58 


Es  war  aber 


\i^y  \aLvy  u» 


3m 

2 


•  f       1  1 

-  1-7— — ■<;os8(y--'my)--  ■    >eCo»racy^iny)— (cy.w)] 

0 


also  ist 


.  _   V  Cos  9 (f— nur)  —  s A'^Coaa  (y — »f)l  d 
nt  = Sin2  (y— my)— -TTT Sin  a  (r-Hnr), 

I 

^woraus  folgt 


i— m        8(1 —m)« 
Eben  so  hat  man 

ndt=:dy  ^-^.  ,_^_^  eCos[«(y— my)—  Ccy— w 
—  2  d  y  •  A^  e  Cos  [2  {v^mv)  —  (cy«>  v)3 


)3) 


x( 


3m 


'  +  "ir\_m,Lc*  ^Cost2(y~iny)  — (cy-i: 


2 


nt 


— — 2  AM, 

2—— '2  m  — —  c  / 

/       3n>'  2A'        \     ^.    ^  { 

=  V(2--2m^c)--2-2m-J"^"^'^^^'^~'^^)-M 


woraus  folgt 

r7  --  3  m'  — 2  A'  (2 — 2  m  —  c) 

(2  —  2  m  —  c)* 

Endlich  ist  für  den  Winkel  c^  m  y  —  w^ 

ndt  =  —  2A^eMy.Gos(c'my — w')  ,   also 

n  A^e^ 

Sin  (c'my— w')  /  und  daher 


cto 


C«  =  — 


2A5 

c'm 
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i5-  7- 

■         ■  .  I  • 

..lat  R  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  und  p  diellorizon* 
»Urailaze  des  Mondes ,  so  ist 

'  tt  Ru         ,       , 

I  p  =  —  =5  —       ■-  oder  abkürzend 

P  =  Ru 
Es  war  aber;. 

1 

i  ==  -  [i4-e*4*®Cos(<^'^ — w)]+^u,  ^Uo  ist 

•  -a  .        •  ^ 

>  =  "~(»+e*)+  —  eCos(cv— w)-fr—  .  aSu 

a  ,  .  .  ;    a     .    .  a     I 

Nimmt  man  den  Werth  toq  aJii  aus  £•  3  ,  so  ist 

RA  R  ' 

=  —  (i+e«)-f-—  eCos(cv— w)H .  A*  Cos  a(v—n|y) 

f»  —  .  A'  e  Cos[3(y_mf')  — (ci> — w)] 

a 

H ,  A*  c  Cos  [3(v— piM)  -f-  (ev—  w)] 

a 

R     ,  .  , 

I-  — .  A»  e' Cos  [a(v— mv)  +  (c'nw^— wO^ 


a 


a 

Tl 

|-  -  •  A5  e' Cos  (c'mi/— w/) 

a 

che  Gleichung  wir  (B"')  nennen  wollen. 

J.  8. 

Um  nun  noch  die  Gleichungen  (A^'O  und  (B^^O  numerisch 

entwickeln,  so  war  /x  =:  m'  und  da    .  s=3  ^  (  i )  ist, 

a        b  \  a  / 

ist  auch  annähernd  Li.  =  m**  Es  ist  aber  m  das  Yerhältnils 

b 

mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu  der  des  Mondes  (§.  a) , 

»  msiU.0748oi6  und  t!f  so«oo5579*  Weiter  ist  e=o.oS4863, 

b 

=  0.016814.  jpieNipigvng^der  Mondesbahn  ist  <y=si858o^^Sin  i^' 

».0900784«  Um  g  und  c  asu  finden,   mufs  man  die  ^'Bewegung 


-I 


4 


80 


36o 

der  Apsiden,  und  der  Knoten  der Mondeftbahn  aus  den' 
tungen  kennen.  Setzt  man  nümlich  (g — i)v   gleich  der  j[ 
Bewegung  der  Knoten ,  und- (i~c)y  gleich  der  jährlichen 
gung  der   Apsiden,    und  substituirt  inaii   in    diesen  Am 
für  V  die  mittlere  jährliche  Bewegung  des  Mondes  selbst,  i»i 
hält  man  aus  ihnen 

g  =  i.oo/|032,  c  SS  0.991548 
Eben  so  hat  man  für  die  Sonne 

(i_cOv  =  Oa'S  v  =  359®  4*'  4^''  =  i«95i4o« 
also  c   =  o.9(;q«)5i 

Iklit  diesen  Gröfsen  findet  man  die  oben  gegebenen  Wc 
Ton  A  und  C ,  wie  folgt : 

s  /  n*\ 

€•  s=  _  -  f  I   —  —  1  SS  —  s«oi296  und  eben 

O  =  0.73689,  C*  =s  0.34900,  C*  ^  o»74i23 
C5  =  -^  o.sSooo 

Aus  dem  in  ^.  5  gegebenen  Ausdrucke  findet  mau 

3fxa   y-Ä— m\ 

2b   \i— my 
A*  =  5 i^ C SS  0.007158 

2b 
und  eben  so  A'  =  0.17981  ,  A*  =  •—  0,00409 

A^  =  —  o,oo3iio,  A*  so.oiSia,  A^  =  —  0.00784 
C*=  — 0.01018,  C^  =  —  0.39594,  C  SS  0.20994. 

Substituirt  man  diese  Gröfsen  in  den  Gleichungen  (A^'O^I 
(B'^0 «  s^  erhält  man 

nt  +  «=y  — 22770'' Sin  (cv— w)  -|-470  Sin  a  (cv— w) 

4-4*7  Sin  2  (gv — 5)  —  2 1 00  Sin  <t(y m») 

4-  68  Sin  [2(gy— S)—  (cy— w)] 

—  23  Sin  [3(gv — S)  +  {cv — w)3 

—  4480  Sin  [2(v — mjr>  —  (cy— w>] 
+  738  Sin  (c'mv — ^w') 

Da  ferner  a  die  halbe  grofse  Achse  der  Mondesbahn,  vbI 

R  der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist,  so  ist  ^  der  Sinus  if 

a 
Horizontalparallaxe  amAequator  für  die  mittlere  Entfernung fc 
Mondes  von  der  Erde. 
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^'   Nimmt man^tK^se  ftidch  o^  56^  50^^, 'so  ist 

i      5.  r=  Sin.o**  56'  50''  ==  0.01657O  und  e  =3  o.i>54863  , 
a 

^o   -  (1  +  e');=3438"i  und --r«B' §87'^  .5,. und  daher  die 
a  a 

■  r 

suchte  Horizontalparallaxe  an  dem  Aequator  für  jede  Entfer^ 
ng  des  Mondes  von  der  Erde ,  nach  der  Gleichung  (B'") 

+ 187" .  5  Cos  (cv— ^)  +  24 .5  Cos  a(v — mv) 

+  33 . 7  Cos  [2(1/ — mv)  —  (cv — w)] 

—  0.7  C^os  [2(1/— mv)-}-(cv — w)] 
— o.2*Cos[2(v — m)/)-^(c'my — w')] 
+  0.7  Cos  [2(1/ — mv)  —  (Cmi"— w')J 

—  0,4  Cos  (c'm V — w') 

d  in  diesen  beyden  Gleichungen  für  nt  -f-  e  und  p  ist  v  die 
ühre  auf  die  Ekliptik  reducirte  Länge  des  Mondes,  w  die 
Qge  des  Perigeums  der  Mondbahn,  ci'-^w  die  wahre  Anomalie 
I  Mfondes,  3  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  derMondes- 
in ,  c'mv — w'  die  wahre  Anomalie  der  Sonne^  v — mv  die  Lan- 
des Mondes  weniger  der  Länge  der  Sonne ,  und  gy  —  j^  das 
gument  der  wahren  Breite  des  Mondes. 

In  der  ersten  dieser  Gleichungen  ist  die  Summe  der  ron 
# — w),  und  2(cv — w')  cibhängenden  Glieder,  die  Gleichung 
k  Mittelpunktes ,  die  nämlich  1  nach  Th.  iL  S.  6 1 ,  gleich    ' 

—  ae  Sin(cv  — w)4-(f  e*  +  |e*)  Sin2(cv — w)  ist. 

Der  Faktor  von  4480  ist  die  Evection , 

von  2100  die  Variation  , 

von    728  die  jährliche  Gleichung  (IT,  8.  S26) 

1  417  Sin  2  (gv — S)  ist  die  Reduktion  auf  die  Ekliptik,  die 
»liißh  (IL  S.  70)  gleich 

.gl- 

•  Sina  Arg«  d.  Bveite  s  —  4 17"  Sin  2  Arg«  d.  Breite  ist. 

im"  ^  '  ^        , 

§.  10. 

Die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen  geben  die  mittlere 
Dge  des  Mondes  und  seine  Parallaxe  durch  die  wahre  Län« 
f  und, sie  müssen  dabei*  zur  Anwendung,  in  solche  verwandelt 
rden ,  welche  die  wahre  Länge  und  die  Parallaxe  dureb  die 
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mittlere  geben«  Zu  diesen  und  ähnlichen  lavemioBen  kann 
»ich  folgender  Methode  bedienen» 

Es  sey  die  Reihe  gegeben 

m  =  y  +  a  Sin  (by-f-c)  -f  a'  Sin  (b'v+c')  -f-  a''  Sin  (b''y+c")+.s 

Man  suehe  die  Grofse  y  durch  m  auszudrückenr»  ; 

Vergleicht  man  die  gegebene  fieihe  mit  der  bekaniiteiiGl4 
chnng  Lagrang e'sacsy—'X^j,  f 

soistasm,  y=v,  xas  — i,  fy  =  -2'aSiu(by+c), 

d  >)^a 
>j/y  =  y,  vj/a  =m,  — - —  =:  1 ,  und  9a  =  ^a  Sin(b  m+c), 

da 

also  hat  man 

V    Q-    rk    j^  >  -    ^  A     ^a«Sin«(bm  +  c> 

^  a  dm 

_     f  ^a»8in»(bm4>c) 

3«3       *  dm« 

«  ■ 

l      -.      2a*Sin*(bin  +  c) 
+  — ;; — d*  •  -; — ;-— — ,.. 

Es  ist  aber  überhaupt 
d"^«  .  Sin«  «  1  _ 


da»—' 


>n — I 


r» 
1  n"-'SiB  B« — n(n — a)"— '8111(11 --a)a-| — '      ■  '(n— 4)«— » Sinfo-i 

I       n.n — i.n — 'i  ,  «.  , 

I ' —  (n— 6)"--»  Sm  (n— 6) «  +  • . . . 

also  ist  auch ,  wenn  man  in  diesem   Ausdrucke    für  n  nach  di 

Ordnung  die  Grol'seu  i  ,  2)  3  ...•  substituirt ,   und  as;bm-[ 

setzt; 

a'b 
t;=m — raSin(bm-}-c)+i" Sin2(bm-|-c) 

—  ^TT~»  [3*Sin3(bm+c)  — 3Sm'(biö-f^)] 
+  ^  ~^TJT  t'i  ^  S'°  ^^  (bm+c)  —  4 . 3  •  Sin  2  (bm+c)] 
—  2-^:5~.r^(  648m5(bm+c)-5.3*Sin3(bm+c>|.^ SinfbnH«! 
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* g^  3*4.5  fe  asC^ ' Sin5(bm+c>- 6.4 ' Siii4(bm-H;) 

+  ^  25Sm3(bm+c)) 
I.»  -   '  / 

•^7TTrS-T»G*Sin7(J>rö+c)-7.5«Sin$(bm+c) 

+  7JI  3«Sin3(bm+c)—  7-^-^  Sin(bm+c))  +..., 

1.2  1.2  3  / 

Hätte  man  z.  B. .  die  Gleichung  m  =s  y  -|~  ^^^  ^ »  ^9  ^^^ 
a  =  b  =£  1 ,  und  c  =  a  =  a^=sa''«.«»==0| 
so  die  letzte  jf^eihe 

=:m — Sinm-I —  Sin 2m —  ■'  (3*  Sin 9m— 3  Sin m) 

(45  Sin 4  m— 4«2*Sin  2m)  — 


»ereinstimmend  mit  Tb.  IL  S*  62« 

$•  11. 

Die  folgenden  Storungsgleichnngen  hat  Damoiseau  in 
inen  Table«  delalune,  Paris  1824,  blois  aus  der  Theo- 
3  abgeleitet.  Er  setzt  folgende  Elemente  Toraus : 

Für  die  mittlere  Pariser  Mittemacht  des  i.  Januars  1801  ist 
ß  Epoche 

der  mittL  Länge-des  Mondes      111^  36^  4a^^8 

der  mittl.  Anomalie  2o5     2()    58  «4 

des  aufst«  Knotens  i3    54    54  «a 

huläre  Bewegung 

der  mittL  Länge    -  -     -    -    307^  52^  41^^16 
der  mit tl.  Anomalie  198    49    55  .o  • 

des  aufst.  Knotens  i34       9    57  «5 

ihuläre  Gleichungen 

der  mittl.  Länge  la''.  7282 1«  +  o".  01986 1* 

der  mittl.  Anomalie        -So  .4203^  +0  .091031* 
des  aufst  Knotens  6  .'5632 1*-{*^  .oiittSt^ 

I  t  die  Anzahl  der  Jahrhunderte  sfeit  1801  •  00  Ist« 

Nennt  man  nun  der  Kürze  wegen  v  die  wahre  Lange  des 


I'  '  b* 
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Mondes ,  1  die  mittlere  Lange ,  m  die  mitllere 
mittlere  Anomalie  der  Sonne,  und  setzt 

a  =  l  —  mittlere  Länge  der  Sonne,  und 

bsl*— Länge  desaufst.  Knotens  des  Mondes, 

so  hat  man 

für  die  Länge  des  Mondes 

ys  1+22640^  Sin  In +769'^  Sin.  am +  37  Sin  •  3  Au-f-sSiQ4B 

— -  i3QSina  +  237oSinaa-|-  iSSin«  4a 

—  674  Sin.m'  — 7Sin.!2m' 

—  412  Sin  .ab 

—  8  Sin  (a -|-  m)  +  »5  Sin  2  (a  -|-  m) 

—  17  Sin(a  — m)  -|-3*2Sin2(a  — m) 
-)-45()o  Sin (2a— m)  -(•3i  Sin2(2a  — m) 
+39  Sin(4a  — m) 
*^i3Sin(2a — 3  m) 
-^  i()2  Sin(aa  +  m)—  i09Siii(m-{-m')  -|-  i48Sin(m->B{ 

—  8Sin(2m  +  mO+  ioSin(am — mO+  i8Sin(a4-iD') 
+  8  Sin  2  (a  —  m')  —  25  Sin  (2  a  +  m')  -J-  1 66  Sin  (2  a— m') 

—  29Sin(2a-}-m'— m)-}.i5Siif(2a— m'+m)-|-ao7Sin(2a-«'^ 
+  9  Sin  (2a— m'— 2m)  +  7  Sin  (aa— 2m'— m)  —  45  Sin  (2b'H 
— 398in(2b— m) — 1  o  Sin  (aa+2b— in)  —  7Sin(aft-ik4<l 

—  6  Sin  2  (a+b) + 55  Sin  2  (a-b)  -|-  7  Sin  (1— b) 
-4- 1 .  Sin  (<2a-4-3m)  -f-  1  Sin  (4a»-*3m)  — i- 1  Sin  (a — 2») 

—  3  Sin  (3a— m)  4*  »  Sin  2  (a— 2m)  -f"  3  Sin  (m — am') 

—  i  Sin  (m+2m0  +  4  Sin  2  (b-}^m)  + 1  Sin  2  (b^m) 
+  2  Sin  Ca+m'— m)  -|-  1  Sin  (a+m'+m)  -^3  Sin  (t!a+2«^ 
— 3Sin  (2a+m'+m)+  3  SinC2a+m'-2fm) — iSin(2a-2b4a'^ 
+  1  Sin  (2a— m'+2m)  —  1  Sin  (ia-f-  2b-l-ni)  -J-  3Sin(4a— m-all 
— I  Sin  (2a-f'2b— ?ni)  +  3  Sin  (4a— 2m— m*)  -§•*  38ia  ( 2a-2W 
+ 1  Sin  (4a-m0  +  i .  Sin  2  (sa-b) 

Für  die  Parallaxe 
p  =  3421'' 

4*  186^^  Cos  m-|- 10  Cos  2  m  4-1  Cos3ni 
•^  1  Cos a 4- 28 Cos 2a 4- 34 Cos  (aa«— m) 

+  I  Cos  (4  a — m)-f-3Cos(2a-{-ni) 

—  1  Cos(m-|-mO+  I  Cos  (m — mO 
+  2  Cos  (2  a  —  m')  + 1  Cos  (2  a  —  m' — m) 

—  1  Cos  (2  b  — m)  ' 
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ijL  Seist  man  dann  zu  jedem  der  drcy  Argumente  m ,  a  und  b 
le  Stumme  der  yorbergeheoden  Störungen  der  I/an'ige^,"  oder  die 
iröfse  y  —  1 ,  und  nennt  diese  so  rermehrlen   ArgutncJtite   [m  ,  a 

'ndjS«  so  erbäU  man.fur       •         >, 

^  die  Breite  d^s  Mondes 

i854o"Slinß  +  i3Sin5ß 

+  628  Sin(2a— ^)  — iSin(ft  +  ß) 
*'—     14  Sin^/^— ß)+26Sin(2/Lt  — ß) 

-|-      '«  Smi2(it-^ß -^(JL)-**  9b  Sin  (lU'^^ßii^  fi) 

—  6  Sin  (2«  —  ß — 2/Ä)-l-«24Sin  (ß  + m') 
+    25  Sin Cß-^m') 4-22 SiftCaa  —  b. — m') 

-|-        I  .Sin  (2a — ß  —  2m'; —  ioSinC2a — ß-J-raO 

—  8  Sin  y  +  1  Sin  («  — ß)  —  1  Sin  (iic— 3ß)  4-  1  Sin  (2«+ß) 

—  1    Sin  (2  a — ß  —  /lÄ— ^m') 

welcbcn  Ausdrücken  alle  Gröfsen,  die  kleiner  als  eine  Sekun- 
3  sind,  weggelassen  wurddn.  ' 

jSt      Die  Abküraungen,  welcbe  wir  uns  in  dem  Vorhergehenden 
^'laubt  baben  ^  machen  noch  einige  nachträgliche  Bemerkungen 

,>tbwendig ,  welche  ich  hier  zusammen  stellen  werde. 
'r      Nach    den  Beobachtungen  ist    die  mittlere  Bewegung    des 
^iiondes,  die,  nach  dem  Vorhergelienden,  bey  allen  Planeten  bestän* 
u'.g  ist ,  einer  Aenderung  unterworfen ,  deren  Ursache  wir  nun 

tchen  wollen. 
•^       X'Venn  wir  in    der  oben  gegebenen  Gleichung  von  der  pla- 
•fl^tarischen  Störung  der  Länge  blofs  das  letzte  Glied  betrachten« 
L^  die  übrigen  nicht  zu  der  gegenwärtigen  Untersuchung   gehö- 

.3n,  so  ist  mit  den  dort  gebraur.hten  i^ezeichnungen 

-'  2  an        ^     /dB\    , 

Sjü  war  aber 

■     •  •       •  #    .  •  ■ 

1 

wo  tt*  ssxx'+yy'+zz' 


u» 


r'» 


I  ■■« 


|/(x/-x) « -Kr-ry } ' +C«  vz;  • 


^      Öa  aber  x  y  z  gegen  x'  y'  z'  «ehr  klein  siiid'^  so  ist 

„         n«      ,  *  ,  1  r»  3u^ 

u'*     ^  ^  rA    '    ar'*  ar' 

^eseichnet  aber  1  and  P  die^Länge  der  Sonne  und  des  Uondea,    ' 


366 

■ 

80  ist,  wenn  man  diese  beyden  Körper  in  der  Ebene  derB^ 
tik  annimmt 

X  rsrCofil     x'=r'Co8V  urid  z  -=  o 

y  =  r  Sin  l     y'  =  r'  Sin  V  z'  =s  o,  also  anck 


u 


u 


—  =  Cos  (1-10 ,  ;;^  =  t+ i  Co*  «  (1-10 

a 

Da  man  aber  hier  nur  die  nicht  periodischen  Glieder  betnehte 
so  ist 

1  r* 

u'«=:jr«r'*,  also  aachRtfb  —  —  —  • — r  imd 

r'  4r'^ 

(dR\                r* 
•^1  = ;;;  9  oder  endlich 

r*dt 


an  rr*a 


Es  ist  aber  für  die  Ellipse 

rsaTi-f- — '  —  eCosntH CosantJ,  oder 


=-0  +  t)-f^ 


3c^» 


-  und 


I  e' 

—    •        =  *  + >  äIäo  ist  auch 

na»    ,,/  ,    3e'»\    ^ 

na»t         na»    /./         ,    3e'«\ 

Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  ein  Theil  der  null 
ren  Bewegung  selbst,  und  fallt- hier  aufser  unserer  Betracht 
Das  andere  Glied  fc  dt  gäbe  eine  Gleichung ,  inrelche  die 
ze  Aenderung  der  Excentricität  der  Mondesbahn,  Ton  etwas 
Munathen,  enthielte,  und  welches  daher  auch  jene  säkolärfi 
derung  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes  nicht  erkiärenl 
Es  bleibt  also  nur  noch  übrig. 

natS    ** 


und  da  die  Excentricität  e'  der  Erdbahn,  nach  demVörhergel 


-Wandennigen  yoi»  selir  langen  Perioden  leidet ,  so  ^vollen  ^tvir 
Vnehmen^  dafe  sieh  e^^  durch  d je  Reihe 

e'«  =  A  +  Bt4.Ct«  + 

^'arstellen  lasse.  Nehmen -wir  Tou  dieser  Reihe  nui^.  die  swey  er- 
ten  Glieder ,  so  ist 

^  3na' 

I  -  Das  Glied  dieses  Ausdruckes,  dessen  Faktor  A.  t  ist ,  gehört 
''ieder  zu  der  mittleren  Bewegang ,  von  ^reicher  es  einen  Theil 
,asmacht ,  welcher  in  der  beobachteten  mittleren  Beilegung  des 
londes  schon  enthalten  ist,  uiid  also  ebenfalls  nicht  hierher  ge- 
hört. Es  bleibt  daher  nur 

,                                       ^             .3na3  .  . 

4  iv=z^ -.Bfc» 

Aa*^ 

nd  in  diesem  Ausdrucke  soll  die  Gröfse  B  durch  Beobachtungen 
estimmet  werden.  Für  die  Eptrche  yon  inSo  ist  t-ssf  o,  und 

-   =  —  0.00004557,  e^=  O.Ol 68t/|  also  ist 
d.e'»         20' de' 


dt  dt 


=  —  0.00.00.01 532.  Es  ist  aber  auch 


ff 


I  ' 


1  e'^:=  A  +  Bt,  also   -1^     =sB,  und  daher  .;.. 

dt 

Bs=  —  o.oaoooi532 

/eiter  ist,  wenn  die  Sonnenparallaxe  8'' «65,  und  die  des  Mon- 
is 67'  21"  fljesetat  wird, 

t  a »^  ^    (8.65)^    _ 0.0000000 1 58a 

a'3  ^  (37' 21")*  •         . 

^  also  auch   lüL^   =  20/^64783. 

4a'  »  ..... 


•  I  ,•  1  i  • 


"k  endlich  die  Sonnenmasse  fi.  ==  329630  ist,,  so  hat  man^ 
'^  m^i'Ä  +  io".c4^7tV 

«enn  t  die  Anzahl  Jahrhunderte  seit  1760  bezeichnet.  Dieser  Aus* 
i^ruck  für  mSv  stimmt  nahe  genug  mit  den  Beobachtungen  ($.  11) 
tt^^rein.  Hätte  man  noch  das  dritte  Glied  Ct*  mitgenommen,  so 
•irde  man  für  m^v  noch  ein  Glied  der  Form  D.t^  gefunden.ha« 
^ ,  w:o  aber  D  noch  nicht  o".  0*2  beträgt ,  also  erst  nach  meh- 
ren Jahrhunderten  merklich  sejn  "kann.  ' 

Diese  säkulare  Gleichung  des  Mondes  hat  bekanntlich  zuerst 
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Halley  Jurch  Jie  Yergleichniig  der  alteren  Moni 
tungen  mit  denen  der  neneres^  eiitdeckt.   Ks  ist  merkwürdi^i 
die  Wirkungen  der  Veränderung  der  Exeentricität  der£i 
nicht  in  der  iiewegung  der  Erde,  üondern  in  jener  des  Mo 
sich  den  Beobachtern  suerst  gezeigt  hat.    Diese  Aendenis; 
Excentricität  hat  seit  den  ältesten  Beobachtungen,   die  itrfi 
gekommen  sind,  die  Mittelpunktsgleichung  der  £rde  nur  omi 
Minuten,  die  Länge  des  Mondes  aber  fünfzehnmahl  mehr, 
um  Yolie  zwej  Grade  geändert« 

Dasselbe  wichtige  Resultat  würde  auch  unmittelbar  wii 
Torhergehenden  Berechnungen  der  Störungen  des  Mondes  m 
der  Sonne  hervorgegangen  seyn ,    wenn   man  dort  die  hök 
Potenzen  Ton  e'  nicht  weggelassen  hätte« 


Um  dieses  zu  zeigen,  war  oben  eigentlich 

u  Ä  ^  [i+e»+eCoa(cir-^w)l»  also  auch 

a 

u'=  -'-  [i  +  e'«  +  e'Cos(c'»'— wO] 
a' 


Man  hat  daher ,  nach  ^.  3.  !• 

m' 
sh» 


u''  _    iJL   /i  4-  e^«  +  e^  Cos  (c^  v^  —  wQ ^^ 
»u*   ""  sb  \i-^c»    -f-e  Cos  (c  r  — -yvy 

Ä  \L(i  +  \ef*—  3eCos(cir— wH- 3  e' Cos  (cV-v)) 


2b  V 

Daraus  folgt  ($.  4)  ,  dafs  die  Glieder  ohne  Cosinus  und  eltfj 
sind 


I 


d^u 
dT« 


+  u-i+^(.+4e'«)» 
b        'Jb 


also  ist  auch  die  Gleichung  (B^^)  des   §.  4  *    "vrenn  man  nur« 
die  nichtperiodischen  GHeder  derselben  Rücksicht  nimmt 

^•'' +u-'  +  iL(.+le'«)-!^C4  — 3m)A', 


dy 


ab 


4b 


and  deren  Integral 


3m 


u=i-4.(i  +  le/»)+^(4— 3m)A'. 

b         2b  20 

Allein  der  nichtperiodische  Theil  in  dem  ersten  Ausdnid'' 
u  ist,  wenn  man  e»  wegläl'st, 
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u  =  .  ,  also  ist 
a 

ab       2b  4b 

jl  da  die  Excentricität  e'  der  Erdbahn  einer  säkularen  Taria- 
fk  unterworfen  ist,  so  ist  auch  a  oder  die  mittlere  Entfernung, 
;r  endlich  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  einer  ähnlichen 
riation  ausgesetzt* 

Der  nichtperiodische  Theil  der  Gleichung  (A'')  des  g.  6  ist     ** 

ilich  1 — ü.  Da  aber  i  das  Glied  —  «  .  ^,  .  enthält,  so  wird 
ji         \/b  ä  2        b 

tiein  von  e^  abhängiges  Glied  enthalten.  Es  ist  näinlieh 

ji  _  i^ ft  3      fjLe/^      ^ 


1$ 


üb        2        b 


1         _    /l     fJL    3  /LtC'*Y 

a^ "~  Vb        7h       2         b    / 
r  wenn  man  blofs  auf  jenes  Glied  Rücksicht  nimmt , 

JU  ==  3ub«,e'« 
a~»  • 

"tt  enthält  der  Ausdruck  f ü  das  Glied  9  =  3Mb'.  e'*.dK  Es 

'^  J/b 

^aberdy  =  ndt,  also  ^  =  3 /xnb^.e'*  dt ,  und   daher  enthält 

h  der  Ausdruck  von  n  t  -f-  «  in  J.  9  dak  yeränderliche  Glied  - 
^b^/e'*  dt»  u.  s.  w. 

In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  die  /  Gleichung  (C)  des 
m0»  IL  für  die  Breite  des  Mondes  ganz  unentwickelt  gelassen , 
^.  diese  Entwicklung  nur  eine  Wiederholung  der  Arbeiten  ist, 

3he  wir  mit  der  Gleichung  (B)  vorgenommen  haben.  —  Nimmt 
1^   an ,  dafs  ^&  in  eine  Reihe  entwickelt ,   unter  mehreren  an- 

in  auch  das  Glied 

B°.y.Sin  [3(1;  — mv)— (gv  — 5)] 

M  alte  ,  80  wird  diese  particulärc  Entwicklung  der  Gleichung 

sehr  einfach ,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  e  und  «y 

•elbst  alle   Glieder  vernachlässigt,    die  nicht  in  den  Sinus 

*"  Cosinus  von  gi^— 9  moltiplicirt  sind«  Es  war  nämlich  (^.  \) 

U  "   Aa 


I 
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und  (licicr  Ausdruck  ist  gleich 

+  ■  Los  2  (^F yO. 

2li»u*  ah'u'* 

Es  ist  aber  u  =  —    [i  +  eCo8(cv — w)3» 

a 

u'=    1  [i+e'C08(c'y'  — wO]»   s=  *y  Sin  (g»— S) 
a' 

u   ä=    und  h  =  \/  b , 

■   '^  a'3  ^ 

also  gibt  die  E  ntwicklung  TOn 

iü^^^  das  Glied  Ift^  Sin  Cgi'— 3) 

Eben  so  erhält  man  2 °     *  Cos  2  fy^-^yO/  i 

2h«u*  •      ^         ^'  i 

wenn  man    die  in  $.  3.  IL  gegebene  Entwicklung  Yon        [ 

.   °  -  Cos  2  (f — IT/)  durch  1 »  1 

2h»u«  u  ; 

das  heifst  durch  a7SIn(gv — 9)  multiplicirt.  Es  ist  daher  f 
3m'u'^s 


f 


2h*u 


_Cos«(y — vO=— •  arySin(gi» — 3)  Cos2(y— mi)  ! 
*  ab  f 

und  dieser  Ausdruck  enthält  keines  der  ,  nach  der  iibige]i| 
aussetzung  ,  hier  zu  betrachtenden  Glieder  j  also  ist 

-^f^<^)_<>!£).  ri9^  =  !fif2  Sin (6»-.') 
huVdu/        h'tt'       Vds-'       ^Ib^  '■^ 

Di«  Gleichung  C  enthält  überdiefs  noch  «las  Glied 

. .  (  — i  j.  Es  ist  aber 

(^)  =-?^^-Sin3(v-i>0und|i«=„YCo8(p-.' 


37» 
^o  ist  jenes  Glied 

3/(xagn 
—  —^5-  Sin  2  (y—vO  Cos  (gy—S)  , 

er  jenes  Glied  ist  für  unsere  Absicht  ebenfalls  gleich  NulL 
Ein  ferneres  Glied  der  Gleichung  (C)  ist , 

/d«  s  \     ü     /»/«IQ'V    ^v 

kTP'^w  h^y  Vdr/^u*' 

Es  ist  aber  —  =  ^  g  Cos  (gv-*;^) 

dv 

_i  +  8  =  y(i— g«)Sin(gy— 3) 

d  da  g  schon  sehr  nahe  die  Einheit  ist ,   so  können  wir  auch 
3ses  Glied,  unserem  Zwecke  gemäfs,  übergeben. 

Von  den  so  erhaltenen  Gliedern  sind  nun  die  Differentialien 
.  suchen. 

Das  Glied  ?°^^ ""''  ^  gibt  das  Diflferential 

2h«  u*     ^ 

3m'u'3^s         6m^u^^  s3^u 

2h»  u*  h«  u5 

ä  davon  ist  der  erste  Theil      •    ■*  oder  -JL  .«ygdv  Co8(gff— -5)^ 

2b  üb 

ä  der  zweyte  Theil  ist 

_  6^a^  s^u  ^  _  6^^  AoCos2(v-m.)Sin(g.-3)=o 

LS  Glied  .  Cos  2  (v— «y^)  gibt  eben  so  das  Differentiale 

2  h*  u* 


Sin  2  (y— y') 


■■   ■■  Cos  2  (v— W)  —        ■ .  Cos  2  (y— vO  + 

h*U*  ^  ^  ll»ü5 

3m'u'^  s  Jy 

wj — ^ —      ■  '   4 

h'u* 
d  davon  ist  das  erste  Glied 

—  JsCos  2(y — v') 

=  iltL.  Ro  y  Sin  [2(»— mv)  —  (gi*— ^)]  Cos  2  (v—v') 
2  b 

|i  4b 

Aa  2 
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Das  2\reyte  Glied  aber  folgt  unmittelbar  aus  dem  Torhinbetr« 
6m' o'*  s^u 


teten 


h»u5    , 
6/bta 


;  es  ist  nähmlich  dieses  Glied  gleich 


-JlI-  .  y  A®  Cos  2  (v — mv)  Sin  (gv — 5)  Cos  2  (y  -  m»') 

b 

Das  dritte  Glied  endlich  kann  hier,  unserer  Absicht  gei^i^ 
gane  übergangen  werden,  so  dals  4aher  das  gesuchte  Difieienti 
des  letzten  Ausdruckes  ist 

—  ^  (t  B*  +  2  Ao)«y  Sin  (gy— ^) 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  endlich  yon  dem  Gliede 

3m' u'^  Ss 

■^  ~T~; T"  Sin  9  (v — v') 

ah^  II*  dv  ^  ^ 

das  entwickelte  DiiTerential 

-^.B-.SinCgv— 3). 

Sammelt  man  alles  Vorhergehende ,  so  ist  die  Gleichung  (C 
d«  8  .     3fta 


\ 


Es  war  aber  s  =s<ySm(gi' — 9),  also  ist 

c[7^+*  =  "d7«  S''*Cß''-*)+dv«  (S^"— d^)CosCs»-s) 

-  57:  (S-I»— d»)'  Sin  (gl--»)  -  ^j^,-  Cos  (gv— S)+<y  Sm(g, 

Wenn  man  daher  die  Glieder  beyder  Ausdrücke  von  -^■ 

welche  den  Sinus,  und  die,  welche  den  Cosinus  von  (sv^i'v 
halten  ,  jede  für  sich  gleich  i>iull  setzt ,  so    erhält  man  {o\ 
jEwey  Gleichungen 


fl  i 


ud'3         2du 


utt-;»         2ÜU  y-  dS^w 

d'cy  /  dS\« 


ü 
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=  ?^(,_2A.-B*)ut 


-wo  p  =  -^  *^'  • 


as  Integral  der  ersten  dieser  bejden  GlcicHungen  ist 

ie  zwejte  aber  gibt,  wenn  man  cl«cy=ro  setzt, 

av 

io ,  wenn  man  p  als  beständig  betrachtet ,  was  man  hier  ohne 

^rklichen  Fehler  thun  kann,  5  =  gv  —  y.  (i-|-p)^.  Daraus  folgt 
her  die  jährliche  rückgängige  Bewegung  der  Mondsknoten 

Um  die  Gröfse  p  zu  erhalten,  mufs  man  zuerst  B^  suchen, 
war  8  =  cy  Sin  (gv — S)  also  auch 

^  =  g  *V  Cos  (gv— S) ,   ^  =  —  g »  7  Sin  (gi^— 5) 
dv  dv» 

0  ist  auch 

: — g»7Sin(gv~5)+rySin(gi;— 5)  +~-(i_5  A  *'-B*).<ySin(jv-/>), 

\  daher 

:  Bo  =  ,-2A°-  ^.  (g«~.) 

3/j(a 

£s  ist  aber  g  =  i  .004022,   —=zo.oo55'7C^j 

b 

0  A^  =  o .  00716,  also  ist  auch  B*  =  o .  0220, 

3  tf  a 
tind  daraus  p  =     7-  (»  —  -  A'  — B**)  =0 .  00806. 
4i  '^         2b     ^ 

Ferner  ist  v=  lySiSySS"  die  jährliche  mittlere  JBewegung 
j Mondes,  also 

P=:6963W'  .   ' 

^:  die  tägliche  Bewegung  der  Mondsknoten  ist 

— £_  =  3'  10'^63Q. 
.       •  365.25  ^ 

'  t  den  Beobachtungen  ist  sie  3^  10^^.776« 


i 


3?* 

I.  Nach  dem  Vorhergehondcn  $.  ist  die  Tangente  y^erüfr 
gung  der  Mondsbahn 


also  constant,  so  fern  die  GrÖfse  p  als  oonstant  betraclitet  virJ 
Diese  Beständigkeit  der  mittleren  Neigung  ^wird  ebenfalls  diini| 
die  Beobachtongen  bestätigt* 

[ 

Ein  dem  vorhergehenden  ähnliches  Verfahren  läfst  sich iik>| 

auf  die  Gleichung  (B)  anwenden.  J 

Es  war  u  =  -  [i+eCos(cy — ^w)],  also  ist,  wenn  man^ 

a 

vernachlässiget, 

■ 

d'u  sde  ed*'w 

^  +  u  =  ~  -  j^ ,  (cd»— dw)  Sin  (cv— w)+  -^jj^  Sin  (c^-f 

_     ^  ■  (cdv— dw)«Cos(cK— w)+ JL[i4-e  Cos  (c^-»][ 
adv'  a  I- 

Ist  aber  i 

■ 

4  4 — c'  1 — m  :• 

so  gibt  die  Gleichung  (B)  r 

?  +  ,11  =  Hf  Cos  (cv — w\  f- 

dl/»     ^  b  ^  ^  i" 

Wenn  man  also  wieder  die  Glieder  der  beyden  Ausdri:f 

von  *.*»-  +  ^9     welche   die  Sinus    oder    GosinYis  des  Wv^' 
dv* 

(cv  — w)  enthalten  ,  vergleicht ,  so  ist 

dw^       de 
dT 


_  ed'w  ^^  2   /    dwN 

adv*  a  V  dvy 

C  dw\* 

^  = "  -  c^  -  d^;  -  ^ 

weil  schon  sehr  nahe  a  ==  b  ist.   Das  Integral   der  ersten 
chung  ist 

*  e' 

=  C  .  —  ,    und  die  zweyle  gibt 


<j 


dv 


37* 

"f  —    =C— (1— q)^ 

QV 

:ht  man  also ,  was  hier  erlaubt  ist ,  die  Grulse  q   als  constant 
,  so  hat  man 

w  =  cv  —  V  »\/t — q 
jr  die  jährliche  Bewegung  des  Mondsperigeums  i^t 

eIs  Q=:v  —  V  .  J/^1 — q. 

Es  ist  aber  q  =  o.oi6ü4)   v=z  1781 37^5  ,    also  die  tägliche 
wegung  des  Perigeum*» 

1-  /  — ^-     r=  6' 40".  066. 

**  365.25  ^ 


''2* 


ch  den  Beobachtungen  ist  diese  GrÖfse  6'  4o".93 

L  Endlich  ist  die  Excentricität  der  Mondesbaha  aus  dem 
ten  der  vorgehenden  Integrale 

a  a 


e  = 


duy 

"*o  beständig,  so  wie  die  Neigung  (§.  14.  I,),  was  ebenfalls  duix^h 
Beobachtungen  bestätiget  wird. 

a^  5.  16. 

Der  Ausdruck  von   (^)  ^e*  §.  i  ist,  wenn  man  der  Kürze 
gen  s  =  o  setzt , 

(^^  =  I  -  ™-l^  [.+3  Cos  3  cv-W)]. 

ii     Es  ist  aber  u  •=     ,  u'  =s:  _.  ,  und  daher 

r  r' 

r__S)=  —  r*r^J,   also  auch 

-  (^^   =  -L  -  lülL  [1+3C08  3{V-V')] 

^dr  y        r*        2r'* 

1  dieses  ist  die   Kraft,  welche  auf  den  Mond  in    der   Rich- 
tig der  Entfernung  r  des  Mondes  von  der  Erde  wirkt.  Da  idi- 
dic  Wirkung  der  Sonne  die  auf  den  Mond  wirkende  Kraft  K 

^«  Er  Je  gleich  —  wäre,  so  folgt  aus  dem  letzten  Ausdrucke  , 


r» 


3r6 


Jafs  die  Sonne  im  Allgemeinen  eine  Verminderung  ieti 
re  des  Mondes  gegen  die  Erde  hervorbringt,  und  dafs  diese?« 
mindcrun^,  ^enn  man  von  ihren  periodischeo  Aenderungei  ä| 

strahirt ,  im  Mittel  gleich  k  = ist.    Das    Yerhältniüi  & 

beyden  auf  den  MonrI  wirkenden  Kräfte  ist  also 


k. 
K 


m'i 


/«S 


2r'^ 


B  •  n' 

.  Nach  fi.  6  ist  aber  m'  =5 


also  ist  auch,  vircnu  man  a'=:  1 ,  und  rsa  setzt,  oder  die  £x( 

k  n'* 

cität  der  Mondsbahn  vernachlässigt  —  •=  -fr  •     .  NachÜi 

^    K    .  nT'*  ^ 

n' 
aber  —  =  0.0748  das  Verhältnifs  der  mittleren  Bewegungeil 

n 


K  1 

Sonne  und  de&  Mondes  •  also  ist  —  s  -..-.»......«. 

K        3Ö7.5r'» 


,  oder  die 


kung  der  Sonne  vermindert  die  Schwere  des  Mondes  ge^eai 
Erde  um  ihren  357. 5*^«^"  Thcil.  Man  sieht  leicht,  dafs  die 
fernung  r  des  Mondes  von  der  Erde  durch  dieTVirkung  der! 
ne  in  demselben  Verhältnisse  vergröfsert  wird  ,  so  dafsnaiil 

—  =  — 9  und  dafs  daher  die  Bahn  des  Mondes  durch  die 
r  K 

kung  der  Sonne  im  Allgemeinen  t er gröfs  er  t  "Wird. 

Da  bcydc  Kräfte  k  und  K  gegen  den  Mittelpunkt  der 
gcrichlüt  sind,  so  hat  man  nachdem  Princip  der  £rhaltun{< 
Flächen  (Kap.  III.  §.  2) 

d .  [r*  d  iv — v*)'\  =  o,  oder  2rdrd  (y— i^')  -f-  r ■  d»  (v — 1?')=' 

oder 

d'(v — v^)   ^_  2dr  2k   ^___ 

d .  (r — j/')  r  R 


i79r'* 

Vernachlässiget  man  aber,  wie  zuvor,   die  £xcentricititi| 
Mondsbnhn  ,  so  ist  ilAv — W)  =  ndt.  Ferner  ist,    wenn  e'diel 
centricität  der  Erdbahn ,  und  a'  die  mittlere  Anomalie  der! 
bezeichnet , 


r'= 


'=1+  _  —  e'Cosa'— Je'«  Cos-a«'-|- 
oder —   =  1 +|e'«+3e'Cosa'+ J  e'»  Cos 2*' 


also  die  letzte  Gleichung,  da  d*  v'  =  o  ist 

ndl                     ,       3e'ndt 
d*.i;= (i+*e'«) 

170  1 


V) 


79 


(Cosa'+Jl  c'Cos'A 


so 

ndt 

chi 


ren 
Vei 
hun 
Gau 
chu 


^ür< 
Bew 
cons 
finde 
de  e: 


oder 

ihren 
Cos  2 
Octan 


i_  • 


"»t)is 
Ä^cicl 


fciet^t 
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Da  aber  (nach  §.  8)  m  =  — ,  odern  =  —  ist.  wom=:o.0748, 

kann  man    in   dem   letzten   Gliede   der   vorigen    Gleichung 

t  SS   —  .dt  das  heifst  —  setzen.  Integrirt  man  dann  diese  Glei- 
m'  m  ^ 

ing,  80  erhält  man  r 

nt  3n     ^         ,  3e'      „.  ,      «.  ^ 

dv  = — t;  /e'«  dt (Sina'+4e'Sin2  aO 

179         658  "^  179m  ■  "^  ^ 

Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist^ein  Theil  der  mittle- 
i  Bewegung  nt  des  Mondes ,  nämlich  der  constante  Theil  der 
pzögerung  dieser  mittleren  Bewegung,  welche  durch  die  Wir- 
ig der  Sonne  entsteht,  und  die  also  den  i79sten  Theil  des 
izen  beträgt.  Das  letzte  Glied  enthält  die  jährliche  Glei- 
ang  des  Mondes  ($.  9).  Da  nach  §•  8  e'c=:  0.01681  und 
=  0.0748  ist ,  so  ist  diese  jährliche  Gleichung  gleich 

—  12'  57"  Sin  a'  —  9".  8  Sin  ä  a'. 

3n 
Das  zweyte  Glied  jener  Gleichung  endlich,  oder  öä«"«/'^'"  ^^^ 

irde  ebenfalls ,  so  wie  das  erste ,  einen  Theil  der  mittleren 
,regung  ausmachen ,  wenn  die  Excentricität  e'  der  Erdbahn 
Stant  wäre.  Da  sie  aber  durch  die  Wirkung  der  Planelen  ver- 
^rlich  ist  (Kap,  X.  §.  3.  Xf.  g.  5.)  so  entsteht  aus  diesem  Glie- 
?ine  säkulare  Gleichung  der  mittleren  Bewegung ,  dieselbe , 
^he  wir  schon  $.  12  und  i3  betrachtet  haben. 

5.  17* 
Diese  auf  den  Mond  nach  derltichtungder  r  wirkende  Kraft, 
-  die  Normalkraft  N  =  1  —  —  [i+-3  Cos  2(y—vO]  ändert 

-,xi  Werth  mit  der  Stellung  des  Mondes  gegen  die  Sonne.  Für 

a  (v — v')  =  — ^,  d.  h.  nahe  zehn  Grade  vor  oder  nach  dem 

^inten  (wo,2(v — v')  gleich  einem,  oder  drey  rechten Vyinkeln 

t  "wird  jene  Kraft  N  =  — ,  wie  in  der  ungestörten  Ellipse. 

r* 

en  Quadraturen  (wo  2  (v— v')  gleich  zwey  rechten  Winkeln 

1  M 

£'<^t  sie  N  = -j  +     «  ♦    "^^  ^^  ^^^  Syzjgien,  (wo2(y  —  v^ 

1  2/1 

j(ih  Null  ist)  ist  sie  N  =:  — j  ,  wo  der  Kürze  wegen 

^  =  ü^  =  !^  =  0.0056  (§.  6  und  8) 
i|:z t  wurde,  und  wo  also  ^  eine  gegen  die  Einheit  sehr  kleine  Grö- 


So  wie  die  Normalkraft  N  =  —  (  ^  y  »  die  in  der  Bichli 
derr  wirkt,  den  Werth  von  r  oder  die  Gestalt  der  Ellipse i 
dert,  eben  so  wird  die  Kraft  T  =  -  (  ^  J »  oder  nach  §.  »» 


3m'r  ^. 
T= r  Sin  2(y—v% 


2r< 


welche  in  der  Richtun<;  der. Tangente  der  Bahn  "wirkt,  die' 
schwindigkelt  des  Mondes  in  seiner  Bahn  ändern  ,  ohne  «if^ 
Entfernung  r  desselben  von  der  Erde  zu  wirken.  Diese  Tir 
gentialkraft  T  ist  ein  positives  Gröfstes  in  den  OcUnt^' 
welche  vor  den  Syzygien  liegen,  und  ein  negatires  GröfsW 
den  Octanten,  welche  vor  den   Quadraturen  iiergehen.  Ib 


378 

(se  ist.  Daraus  folgt ,  dafs  die  den  Mond  bewegende  NonuUl  Sjz 

durch  die  Wirkung  der   Sonne   in  den    Quadrataren  Tendw-  gän 

und  in  dc;n  Syxygien  um  das  doppelte  ^jener  Vermehrong  w  vnor 

mindert,  als(»  im  Allgemeinen  vermindert  wird«  DieStM  schl 

dieser  Kraft ,  oder  der  Theil  I  mor 

/  I  ^'^ 

-^    [1+3C08  2(V  — 1^01  [  *'^'^ 

stes 
derselben  ,  welcher  der  Wirkung  der  Sonne  angehört,  ist!  ~ 

hanpt  ein  Gröfstes,  und  gleich  —  in  den  Sjzygven,  aberdcrf  "vv^äc 

r*  ' 

solute  Werlh  dieser  grofsten  Störung  hangt  von    der  Lage^  -^ 

Apsiden  gc^rn  die  Sonne  ab.  Nennt  man  nämlich  N/  uiulNfril  ^^^ 

Normalkräftc  in  den  Sjzygien ,  welche  zu  den  Distanzen  r/V  j^* 

I — am'r,'      1 — sm'r/*'  |  j_ 

r/,  gehören ,  so  lät  N/i  N,,  t=  : ,  wensH  "^ 

r,»  '"''1  '^^ 

die  Distanz  r^  =  n'  der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheitanoiai  gie 

Dieses  Yerhältnifs  würde  genau  das  verkehrte  der  Quadrate iB  siel 

Kntfernungeu  seyn,  wie  in  der  reinen  Ellipse,    wenn  t,^M  de  j 

wäre,  also  wird  sich  auch  dieses  Yerhältnifs  der    Hräfte  S/lf  ein 

■  ^ 

von  dem  — ,  — r  der  reinen  Ellipse  desto  mehr    entfernei. 
r,'     r„»  ^ 

mehr  die  Gröfsen  r,  und  r„  verschieden  sind,    T>ie    letztea 
fsen  sind  alier  dann  am  meisten  verschieden,  wenn  die  eine 

selben  für  das  Perigenm ,  und  die  andere  für  das    ApogeanoE  ^nd 

hört,  woraus  fol^t,   dafs  die  auf  den  Mond  wirkende  Noim  mch 

kraft  sich  am  meisten  von  der  elliptischen  Kraft  entfernt^  ^  den 
iilso  auch  die  ursprünglich  elliptische  Mondsbabn  die  gröfste 

derung  ihrer  Gestalt  leidet ,  wenn  die  Apsiden  mit  den  Syzr^  der 
zusammen  fallen,    und  umgekehrt:    die    geringste  Aenderoj 
wenn  die  Apsiden  mit  den  Quadraturen  znsammenfallen. 


Kuj 
^eJ 


Wo 

hält 

nua 

ist 

abc 
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v^eit  und  in  den  Quadraturen  selbst  verschwindet  diese  Kraft 
ailich.  Diese  Kraft  ist  positiv  vom  ersten  Viertel  bis  zum  Voll- 
0)1,  und  vom  letzten  Viertel  bis  zum  Neumond,  und  sie  be- 
•t^nnigt  daher  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ;     vom  Neu- 
i  bis  zum  ersten  Viertel,  und  vom  Vollmond  bis  zum  letzten 
•tel  nber  ist  diese  Kraft  negativ,  und  verzögert  die  Geschwin- 
eit  des  Mondes ,  woraus   also  folgt ,    dafs  die  Geschwindig- 
des  Mondes  ein  Grölstes  in  den  Syzjgien ,  und  ein  Klein- 
in den  Quadraturen  ist ,  und  dafs  daher  die  stündliche  Be- 
-^ng  des   Mondes   von    den   Quadraturen  zu   den    Syzygien 
-f/ist,  und  von  den  Syzygien  zu  den  Quadraturen  abnimmt. 

Da ,  nach  dem  Vorhergehenden ,  in  den  Sjzygien  die  Nor- 
^kraft  ein  Kleinstes ,  und  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ein 
Vfstes  ist,  so  wird  sich  der  Mond  von  der  Tangente  seiner 
if  als  kreisförmig  angenommenen  Bahn,  also  auch  von  der  Er- 
r.  in  den  Syzygieü  am  wenigsten ,  und  in  den  Quadraturen  am 
Tsten  entfernen ;  oder  der  Mond  fangt  immer  an  in  den  Syzy- 
yi  sich  von  der  Erde  zu  entfernen,  und  in  den  Quadraturen 
ji  der  E>de  zu  näherii,  oder  endlieh  seine  Distanz  von  der  Er- 
^8t  in  den  Syzygien  ein  Kleinstes ,  Und  in  den  Quadraturen 
iGröTstes;  eine  Bemerkung,  wodurch  die  Gleichung  24^^.5 
»  »  (y — v')  der  Parallaxe  (§•  9)  erklärt  wird. 

"Wenn  man  die  vorhergehenden  Entwicklungenfür  die  Länge 
1  Breite  des  Mondes  weiter  fortsetzt ,  so  erhält  man  noch 
lirere  kleine  Glieder,  von  welchen  besonders  die  drey  folgen« 
m  merkwürdig  sind. 

I«  Wenn  man  die  Störung  des  Mondes  untersucht,  die  ans 
c*  Voraussetzung  entspringt,  dafs  die  Erde  keine  vollkommene 
Igel  ist ,  so  erhält  man  eine  Störung  der  Breite  des  Mondes , 
»lohe  den  Ausdruck  hat 

. •  —    Sm  d  e .  Sm  v 

2Ä(g— 1>      a» 

►  B  der  Halbmesser  der  Erde,  a  ihre  Abplattung/  ß  das  Ver- 
Itnifs  der  Centrifugalkraft  der  Erde  zu  ihrer  Schwere  ,am  Ae- 
ator ,  und  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  ist.  Diese  Ungleichheit 
also  dem  Sinus  der  Länge  v  des  Mondes  proportional.  Es  ist 
er,  wenn  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes  67^  11^^  ist, 

R. 

—  s  Sin67'  11'^  =  o,  01663,  g — 1  =o«oo4oa  c5.  2) 
a 

=  JL   (Kap.  VI.  j.  11)  und  e  =  a3**  28',  also  ist  der  Faktor 
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n  Sin  V ,  oder  der  gröfste  Wcrth  jener  Störung 


i 


38o    • 

(a  —  -{-ß)     R*  c-    ^^       o.otsSiS'Ä —  0.0000435 
2  (g— 1)      a*  Sin  i^' 

Nach  den  Beobachtungen  ist  aber  dieser  Faktor:  x'=b*',i^ 
hat  man ,  wenn  man  beyde  Werthe  Yon  x  gleich  setzt, 


K    = 
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Wäre  die  Abplattung ,.  wie  Einige  wollen,   : —  ,80wäiJei 

s3o 

Torhergcherlde  Gleichung  x  =s  iS".  6,     also   den  Faktor ?«[ 

zweymahl  gröfser  geben,    was    mit    den    Mondsbeobacbt«!^ 

nicht  übereinstimmt«  ,  ^ 

ir.  Eine  andere  Ungleichheit  der  Lange  des  Mondes  ^' 
La  place  gleich 

--i  .  ^        ^  ^^ .  #'<y  Sm  5Ä  e .  Sin  5 

4        g— 1  a» 

die  also  von  dem  Sinus  der  Länge  5  des  aufsteigenden  Ho« 
der  Mondsbnhn  abhängt«  Nach  den  Beobachtungen,  ist  der Fal^ 
von  Sin  S  oder  der  grofste  Werth  dieser  Störung  der  Länge« 
Mondes 

X  =  Jl,  1 Lüi  •  — . .  7  Sm  a  e  =  5"  . 6 

4       g— »  a* 

Es  ist  aber  die  Neigung  der  Mondsbahn  </  :s  i858o  Sin  i'^  (}i 

und  ß,  g,  -.',  e  wie  zuvor,  also  •" 

a 

x  =  4436  (ä  — 0.00173)  =  5".6,     • 
woraus  folgt  a  =    r^  wie  in  I. 

Wäre  die  Abplattung  —^r- ,  so  hätte  man   x  = 

200 

doppelt  gröfser  als  nach  den  Beobachtungen« 


II". 6, 


Diese  Abplattung  von  — tt    halte  Newton  aus  der  Von 
^  .   2.10 

Setzung  einer  durchaus  gleichförmigen  Dichte   der  Erde  g< 

den,  eine  Voraussetzung,    die  nicht  zugelassen   werden  bff' 

da  höchst  wahrscheinlich  die  Dichte  der  Erde  mit  der  ISäbe 

ihrem  Mittelpunkte  wächst ,     daher  auch  jene    Abplattung  ^^ 

"^r-  weder  mit  den  Gradmessungen ,  noch  mit  den  beobachtei^ 
23o 

Pcndellängen  übereinstimmt. 


38  i 

-i 

^  IIL  Noch  gibt  CS  eine  merki/vürdige  Störung  der  Lunge  des 
ides , .  die  nahe  gleich 

5Ü  —  ♦  —  Sin  (y  —  m  v)  , 

6      a  ' 

.Nach  den  Beobachtungen  ist  -=--  .  —  =  i22"* 

zo      a 

■.'  Nennt  man  aber  ic  und  /7die  Horizontalparallaxe  der  Sonne 

'.  des  Mondes ,  so  ist 

«e 

or  =  -^,  und  ir=— ,  also—    ==  — ,  ühd  daher 
a''  a '  9J         n 

'    .  *c=(i23)  —  n. 

g    Ist  daher,  (wie  in  I),  77=:  o  .01663,  so  gibt  die  letzte  Glei- 

mg  9r  =.  8^^.45  sehr  nahe  mit  dem  Resultate  der  beyden  letz- 

Durchgänge  der  Yenus  übereinstimmend. 
rtjf 
rii   Wäre  die   Sonnenparallaxe   10'',     so  würde    jener   Faktor 

♦  ~J  gleich  i44"  sejUj  was  mit  den  Mondsbeobachtungen  nicht 

^reinstimmt. 

r 

IV.  Die  vorhergehenden  Bestimmungen  der  Sonnenparal- 
e  und  der  Abplattung  der  Erde  setzen  die  Horizontalparallaxe 
'ies  Mondes  als  bekannt  voraus.  Im  I.  Th«  p«  is3i  ist  aber  ge- 
gt  worden ,  wie  ein  einziger  Beobachter,  ohne  seinen  Ort  auf 
^  Erde  zu  verändera ,  diese  Gröfse  77  bestimmen  kann. 

• 

Ist  t  =  2360591'^  die  siderische  Revolution  des  Mondes,  R 
?  Halbmesser  der  Erde,  und  77  die  noch  unbekannte  Horizon- 
parallaxe  des  Mondes  für  seine   mittlere  Entfernung  von  der 

R 
de,  so  ist  diese  mittlere  Entfernung  selbst  gleich  r^ — — .  Sub- 

:uirt  man  also  in  dem  Ausdrucke  r  <c'  Sin  \'*  desKap.  YIL  ^.U, 

R  .  360.60» 

•  r  die  Gröfse  •^. — —  ,  und  für  a  die  Gröfse   oder  die 

Sm77  t 

terische  Bewegung  des  Mondes  während  einer  Zeitsekunde , 
erhält  man  die  doppelte  Fallhöhe  A  des  Mondes  für  seine  mitt« 
*e  Entfernung  während  einer  Sekunda 

R      /36o.6on»    ^.  ,       , 

A=ra»  Sini^^  =  ^.         l  V^ )  '  ^^"^' *">  oder  da 

Sin  i''  =  -T— T —  ist,  A  =  77-^:^ — ^r  » 

i8o.6u'  t*Sin77  • 
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welche  Gröfse  wegen  der  durch  die  Anziehung  der  Sonnel 

Verminderung  (J.  16)  noch  um  ihren  357.Ö»'«"  Theil  zakkil 

358.5 
also  durch  ^77-—^  «=   i,oo3  multiplicirt  werdeil  mufs.  Dieioj 

mehrte  Fallhöhe  ist  aber  eigentlich  die  Summe -der  Bäone,! 
welche  der  Mond  gegen  die  Erde,  und  die  £rde  gegen  dal 
in  einer  Sekunde  fallen  würde,  und  diese  letzten  zwejFa ' 
sind  den  Massen  der  Erde  und  des  Mondes  proportioiuL  kl 
M  und  m  die  Masse  der  Erde  und  die  des  Mondes ,  so  mo&j 

M 

Fallhöhe  noch  durch  ^ multiplicirt  >v^erden«  so  dafsi 

M-f-in 

so  für  die  doppelte  Fallhöhe  des  Mondes  hat 

4(i.oo3)R3c« 


A  = 


M 


t^SiuTZ 


M+m 


Ist  aber  1  die  Lange  des  einfachen  SekundenpenJels, 
die  doppelte  Fallhöhe  der  Körper  auf  der  Oberfläche 
in  der  ersten  Sekunde  =  x*l ,  und  diese  Gröfse  mulsm 

gen  der  Schwungkraft  der  Erde  um  ihren  — ^sten  Theil fi 

fsert  werden ,  so  dafs  wenn  (  i  +    «^  )  1  =  X  ist,  die» 

digkeit,  welche  die  Erde  auf  ihrer  Oberfläche    dem  Kö 
einer  Sekunde  mittheilt ,  gleich  or'^  seyn  wrd.    Wenn  n« 
Schwere  der  Erdkörper  einerley  ist  mit  der  Kraft ,  YrelA 
Mond  bewegt ,  so  mul's ,    da   sich  diese  Kraft  wie  Terkelu* 
Ouadrat  ihrer  Entfernung  rerhält ,  und  da  R  die  EntferDOtfl 

Pendels,  und die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  toi< 

Sin  FI 

Mittelpunkte  der  Erde  ist,  so  mufs  man  haben 

Sin«  n 

A 
oder  Sin*  /7=  .    ,  oder  endlich,  wenn  man  den  vorher^i 

den  Wcrth  von  A  substituirt 

_t«Ä,Sin»  n     M+m 


R  = 


—  •  « '    ■  I 


4.012  M 

Es  ist  aber  1  =  o.5o()3  Toisen,  "K  =  o,5io4,  ^  =  5?' " 

und   —  =  6975, 
m 

also  gibt  die  letzte  Gleichung  den  Halbmesser  der  Erde 

li  =:  3 J09000  Toisen« 


383 

L  Da  also  die  Parallaxe  des  Mondes  aus  den  Beobachtungen  des 
riondes  in  verschiedenen  Höhen  gefunden  werden  kann ,    ohne 

fs  es  nöthig  wäre,  den  Beobachtungsort  zu  yerändern,  und 
c  es  sich  eben  so  mit  der  Bestimmung  der  Lange  des  Sekunden- 

üidels  yerhält ,  so  könnte  der  Astronom,  ohne  seine  Sternwar- 
•*  zu  rerlassen ,  durch  die  bloCse  Vergleichung  seiner  Beobach- 
aiogen  mit  der  Theorie  die  Gröl'sen  der  Erde  nach  lY,  und  ihre 
4>plattung  nach  1  oder  II,  und  endlich  auch  ihre  Entfernung 
«n  der  Sonne  nach  III  bestimmen,  welche  drey  Gröfsen  man 
lEst  durch  weite  und  beschwerliche  Reisen  in  die  andere  Hämi- 
,häre  und  durch  sehr  kostspielige  Meridianmessungen  ken- 
*n  gelernt  hat.    Die  üebereinstimmung   der  auf  so  verschie- 

nen  Weg^n  erhaltenen  Werlhe  der  Gröfse  und  Abplat- 
Qg,  und  endlich  der  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne 
.  einer  der  schönsten  und  aufiallendsten  Beweise  für  die  allge- 
eine  Schwere» 
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DREYZEHNTES    KA:PITEL, 

Theorie  der  Satelliten   Jupiters. 


h 


a 


um 


Sp. 


Jliine  voUsläiidi^ü  Theorie  der  Satelliten  Ju  piters  erfordert! 
minder  umständliche  Rechnungen,  als  die  der  Hauptplanetoij 
sercs  Sonnensystcmes.  Da  wir  aber  hier  die  Methode,  zu  die 
Zwecke  zu  gelangen,  mehr  anzeigen,  als  vollständig  aoslä 
wollen ,  so  werden  wir  uns  mehrere,  die  Rechnung  sehr 
zende  Voraussetzungen  erlauben,  die,  da  sie  in  der  Natori 
Gegenstandes  gegründet  sind ,  der  Wahrheit  der  Endre 
nur  einen  geringen  Eintrag  thun  können« 

Da  die  Beobachtungen  blofs  von  den  z'wey  äufsersten 
Uten ,  und  zwar  auf  eine  sehr  unvollkommene  Weise,  eine 
ne ,  von  den  beyden  andern  aber  gar  keine  Kxcentricität  gi 
haben ,  so  werden  wir  bcy  den  folgenden  Untersuchun^eij 
Bahnen  dieser  Satelliten  als  vollkommen  kreisförmig yoraai 
Da  ferner  die  Masse  des  Ilauptplaneien  so  grofs  gegen  dkl 
scn  seiner  Satelliten,  und  da  seine  Entfernung  von  der  Sc 
bedeutend  ist,  so  wird  die  Störung,  welche  die  Anziehnifj 
Sonne  in  den  Satelliten  verursacht,  nur  sehr  klein  seyn, 
wir  auch  diese ,  so  wie  die  noch  geringeren  Störungen  Sali 
als  unbeträchtlich  vernachlässigen  werden. 

Sey  r  die  Entfernung  des  ersten  Satelliten  von  dem 
punkte  Jupiters,  nt-l*<  =  l  die  mittlere,  und  v  die  waliitj 
centrische  Länge  des  Satelliten,  und  m  seine  Masse,  die^ 
Jupiters  als  Einheit  vorausgesetzt. 

Für  den  zweyten ,  dritten  und  vierten  Satelliten  wollfl] 
diese  Gröfsen  mit  einem ,  zwey  und  drey   Strichen  bezc 
Diel's  vorausgesetzt,  hat  man  für  die  Störung  ^r  und  if^\ 
dius  Yector  und  der  Länge  des  ersten  Satelliten  durch  des' 
ten,  nach  den  Gleichungen  (L)  und  (M)  des  IX.  KapitelSf' 
man  die  dort  angenommenen  Bezeichnungen  beybehäit,  in'* 
a,  a^  ...  die  Halbmesser  ihrer  ungestörten  kreisfonnig^' 
nen  anzeigen,  folgende  Ausdrücke:      , 


..  Und 
drüc 


.^  J 
*wisc 

CliecJ 
"•©n  s 

Hl. 
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=  , „,     ■  .    a»  ( -j- )  +  -:^ . a  A'     Cos (1/— 1) 

(n — n')' — n*  J_     V  da/    '   n— n'  J  ^        ' 

■^  4(n— nO'*  — n'  l      V  da  /  ^  n— n'  J  '^        ^ 

,  m'n«  r     /d/V«\  an  1 

♦  a  A'  4:.  -. •  "^ 

(n— nO  •  ^  Cn— n')  [(n— n')  »  —  n  *  ] 


['^•C^)+;i^/^^'i)  «-("-'> 


,    /     m'n»  ^  m'n» 

la(ii— n')^  ^(n-n')[4(n— n')"— n2] 


r  3  (n— nO^ 


aA»  + 


3(^n— n';  [9(0— n'}  \  — n » ] 

+  etc» 


Uni  die  Störungen  des  ersten '  Satelliten  darch  den  dritten 

vierten  zu  erhalten ,  wird  man  in  den  yorhergehenden  Aus- 

ikeil  die  Gröfseii  ni'  und  1'  in  m''  1'/  und  ni"'  I^"  YefWaudclii. 

Das  inerkwürdige  Verhältnifs ,  welfchfes  ilslch  I;  Th,  p;  235 
sehen  den  mittleren  Bewegungen  und  zwischen  den  mittleren 
igen  der  drej  ersten  Satelliten  Statt  hat,  gibt  den  zweyteii 
#dern  der  vorhergehenden  Ausdrücke  töiK  ^r  und  c^V  sehrbe- 
yhtliche  Werthe  ,  indem  durch  jene  Verhältnisse  die  Divisp- 

jener  Glieder  sehr  klein  werden. 

Il  Es  haben  nämlich  nach  deii  Beobachtungen  für  die  mittle- 
ijisiderischen  Bewegungen  sehr  nahe  die  Gleichungen  Statt: 

'i'  n  =  »  n^,  und  n'  s=  2  n'^ ,  also  auch  n  -^  3  n'+2  n^^  =  o, 

:r  eben  80  für  die  mittleren  Längen 

<•  Bb 


:0         .. 


«       .•.■■■• 
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also  ist  aach  sehr  nahe 

4  (ii — nO"  — n*  =  (3n —  2  n')  (n  —  a  nO  =  «  n  (n— jiT' 

und   (n  — 11')* — n'«  =:n(n— 2n'), 

ferner  3(1'  — 1/0  =  1— l'  —  i8o*- 

Wenn  man  blofs  auf  diese  Glieder  sieht,  so  gibt  die 
Gleichung  des  $•  i 

m'n*F8in3(l/ — 1) 


dirs:  — 


(n— nO  [4(n— n'>« — ^n*] 


dA< 


sn 


wo  F  =s  — a«  -^ -a  A*  ist. 


n — n' 


also  auch ,  nach  dem  Vorhergehenden, 

m'nF 
d»=  •8in2(I— ]/)« 

n — 2n'  ^  ^ 

Dieser  Theil  Ton  bp  ist  bey  weitem  die  gr^^fste  Stonn; 
ersten  Satelliten ,  und  zugleich  die  einzige ,  welche  die  ^ 
achtungen  zu  erkennen  gegeben  haben. 

Nennt  man  eben  so  in  der  Störung  des    zweyten  Sal 
durch  den  ersten,  den  in  Klammern  eingeschlossenen  Tbeü 
ersten  Gliedes  G,  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  deilij 

oder  da,  nach  dem  Torhergehenden, 

n  — n's=  n'  und  (n — n')"  —  n'*  sn(n— -9n^  iit, 

m'n' 
n  —  2  n*  ^ 

Heifst  F^  der  ähnliche  Theil  des  zweyten  Gliedes  jenerl 
chtins  in  der  Störung  des  zweyten  Satelliten  durch  den  ' ' 
so  erhält  man ,  wie  zuyor  ^ 

m"  n^ 

iyi  — r:F/Sin2(l'— l'O 

n'  — an"  ^  ^ 

oder  da  2(1'— 1")=^1  — 1'— »So**,  und 
n' —  2  n''  =  n  —  2  n'  ist , 

m''n'    _ 
Avf  =^ 'F/Sin(l  — 1'). 

Man  hat  daher  für  die  vereinigte  Störung  des   ersten  unJi 
Satelliten  auf  den  zweyten 


I 
g 


si 
K 


un< 
lor 

Zur 
•öan 

$lei( 

irge 

Uni 

betr 

der 

die 

klar, 

n'n/ 

hen 

Gröf. 

der  2 

•0  ist 


Ode 


r. 


oder 


Wi 


>r] 
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Syi  SL  n (in  G  —  in"  FO  Sin  (1  —  l'). 


Heifst  man  endlich  G^  den  ähnlichen  Theil  des  ersten  Glie- 
8  jener  Gleichung  in  der  Störung  des  dritten  Satelliten  durch 
,n  zwey ten ,  so  ist : 

m'n"  xti'n" 

dW/=:-- -•  O'Sinfl/— 1")^ -/G/8iri(l^— l'O^ 

n' — aii"  ^  ^      n— an'  ^  ^ 

e  Störungen  des  dritten  Satelliten  durch  den  vierten  sind  gc- 
n  die  Yorhef>gehendän  sehr  kl^in,  daher  sie  hier  weggelassen 
rden* 

!•  Die  Werthe  voii  Sv^  Sv'  ^  Sv*'  enthalten  die  torzüglich- 
n  Störungen  der  drey  ersten  Satelliten.  Wir  wollen  sie  ^  der 
rzeweg^iiy  so  ausdrücken: 

St  =1  Sin  2  (1— i')l 
*W  =11  Sin  (1  —  1')  \ 
3W'  =  m  Sin(l'— l'O  J 

1  wir  werden  in  der  Folge  sehen,  daTs  die  Werthe  der  Fäk- 
<n  I ,  n ,  HI ,  positiv  sind. 

Um  zu  untersuchen ,  welche  Werthe  diese  drey  Ausdrücke 

*  Zeit  der  Finsternisse  der  Satelliten  erhalten,  zii  welcher  Zeit 

n  sie  nämlich  Yorzüglich  beobachtet ,  können  wir  die  Winkel 

:iit-|-*£  ..•.  welche  wir  bisher  auf  die  fixe  Linie  der  Nacht- 

^chen  bezogen ,  auch  in  der  gegenwärtigen  Betrachtung  auf 

ind  eine  bewegliche  Linie  beziehen ,    weil   die  Lage  dieser 

ie  ganz  aus  den  Ausdrücken  1 — 1',  1' — 1",  die  wir  hier  allein 

achten,  verschwindet.  Ist  also  die  Entfernung  Jupiters  von 

Sonne ,  oder  sein  Radius  vector  diese  Linie,  so  sind  n  n'  n'^ 

'täglichen  synodischen  Bewegungen  der  Satelliten,  und  es  ist 

\  (Th.  I.  p.  235)  dafs  auch  bey  dieser  Bedeutung  der  Gröfsen 

^  n'^  die  oben  gegebenen  Verhältnisse  noch  immer  Statt  ha- 

werden.    Nimmt  man  überdiefs  an ,  dafs   die  zwey  ersten 

£^en  £  und  e'  gleich  Null  sind,    das  heifst,  dafs  im  Anfange 

2eit  t  die  zwey  ersten  Satelliten  in  ihrer  Conjunction  waren. 


l-.31'+fll''=  iHo 

e,  dalsrnt  +3  =nt,  1'  =n't+«^=5n't,  l"  =  n"t+«"  ist  , 

(n— 3n'  +  2n'0 1  -f-  3«''  =  i8rt 

r  endlich ,  da  n  — 3n'+'2n'' «  o  ist  ^ 

*  haben  daher 

^.  «f-.  1  —  1' Ä  (n — B') t,  und 

Bb  2 


•V 
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und  )>Tir  (Ircy  Ciloichungcir  gehen  in  folgende  über 

^i^    =nl.  Sin  fl  (n — nO  t\ 
Sv*  =— lI.Sin(n— not  ^ 
*i."  =  111.  Cos  (n'  —  n'O  t  J 

In  Jen  Finsternissen  des  ersten  Satcllitcu  ist  für  den A 
b1ic;k  seine  initticre  Conjunction  nt  =3  o«  £&  sey  n — 2n'  =  *. 
auch  'in —  'in^  s=  n -{-«»,  und  daher 

Ehen  so  ist  für  die  Finsternifs  des  zweyten  n^  t=so,  al9o(i 
^(ntJ^^M)l=zul  und  daher 

*W  ==  —  II  Sin  m  t. 

Endlich  ist  für  die  Finsternisse  des  dritten  n'^  t-|-^'  =  * 
nach  dem  obenangeführten  Verhältnisse  der  mittleren 
gen  ist 

n'  —  n''  s=  n  —  an'  -|-  n*',  also  auch 

(n^  —  n'')  t +«"  =  (n— an'+  n")  t^-  «" 

oder  da n — an'=«  und  s''r=go  ist,  (n' — n^')t+90  =  at.i 
auch 

^W'=nLSin«n 

Diese  drey  Gleichungen  zeigen ,  dafs  die  Werthe  r« 
iv'^  ^v'^  in  den  Finsternissen  Ton  demselben  Winkel  »  atti( 
Um  die  Periode  T  dieser  Ungleichheit  der  Yerfinstcrun^ 
drey  ersten  Satelliten  zu  bestimmen ,  so  ist  sie  nach  jeder 
drey  vorhergehenden  Gleichungen 

36o  36o 


n--&n^ 


vro  n  und  n'  die  täglichen  synodischen  Bewegungen  der  k| 
ersten  Satelliten  bezeichnen.  Nennt  man  abe^  sunds'  dier 
•iisehen  üeTolutionen  dieser  Satelliten ,  so  ist 


36o       ,  36o 

n  SS  —  und  n'  =  ■ 

s  s^ 


also  auch  die  Torhcrgehendc  Gleichung 


T  = 


SS' 


8'  —  3S 


Es  is  aber  8=1^.  769861  und  8^  =  3^.  554o()4  ,  also 

T  =  4^i7  *  .  6 

oder  die  UnregolmüCsigkcilcn  der  Vcriinsierungen  komwe- 
,cdem  der  drey  Satelliten  in  4^7*6  Tagen  wieder.  Bradi«. 


«o  ian 
für  al 


«kein  . 


^^  die 


Dff   der  erste  diese  merkwürdige  Periode  von  437.6  Tagen   aus  den 

lieobachteten  Ungleichheiten  der  Verfinsterungen,  aber  blofs  bey 

•dsm  ersten  und  zweyten Satelliten  erkannt.'  Wargentin,  wel- 

dier  die  ersten  genaueren  Tafeln  der  Verfinsterungen  dieser  Sa- 

"ftoniten  lieferte ,  dehnte  diese  Periode  auch  auf  den  dritten  Sa- 

^Mliiten  aus,  und  schrieb  sie  den.  Ein  Wirkungen  dieser  drey  Kör- 

"fi^pte^  lEltifeiiiander  zu,  aber  ohne  diese  Vermuthung  durch  die  Ana- 

"•M^sifi  beweisen  zu  können*  B  a  i  1 1  y  und  Lagrange,  welche  sich 

^$n  dem  Jahre  1766  mit  der  analitischen  Entwicklung  der  Störun- 

der  Jupitersmonde  beschäftigten,  fanden  diese  Ungleichhei- 

r  durch  £e  Theorie  zuerst,    sowie  sie  sich  auch  zuerst  deu 

itbbachtem  gezeigt  haben.  L  aplace,  der  in  dem  vierten  Buche 

'Mec.  cel.  diese  Theoi*ie  am  vollständigsten  entwickelte,  zeig- 

IMe,   dafs  diese  Ungleichheit,    als  eine  Folge  der  gegenseitigen 

!«sj;i8i5rungen  der  drey  ersten  Satelliten,  darauf  gegründet  sey,  dafs 

alr  die  beyden  oben  erwähnten  Verhältnisse  zwischen  ihren  mittle- 

xen  Bewegungen  und  zwischen  ihren  mittleren  Längen  nicht  blofs, 

jwie  die  Beobachtungen   anzeigten ,    beynahe ,    sondern  in    aller 

Scbärfe  richtig  sey.  Wenn  jene  Verhältnisse  nicht  genau  Statt 

ItiUten,  so  würden  auch  die  zwev  Ungleichheiten  des  zweyten 

''''Satelliten^  welche  wir  oben  in  der   Gleichung,    die  G  und  F' 

«athalt ,  gefunden  haben,  nicht  mehr  in  eine  einzige  zusammen- 

'fliefsen,  sondern  diese  zwey  Ungleichheiten  würden  sich  sehr 

Ki^Jheld  von  einander  trennen,    und  man  müfste  dann  ganz  andere 

I  j^  vod  beträchtliche  Ungleichheiten  finden,  was  gegen  die  Reobach- 

(if  tungen  ist.    Die  Voraussetzung,     dafs   ein  blofser   Zufall  diese 

p  drey  Monde  ursprünglich  in  die  zu  diesen  Verhältnissen    erfor- 

.derUche  Lage  gesetzt  habe,    war  sehr   unwahrscheinlich,    und 

I>a'place  fand,    dafs  es  hinreichend  war,  wenn  diese  beyden 

"Verhältnisse  anfänglich  nur  beynahe  Statt  hatten ,  und  dafs  dann 

die  gegenseitige  Anziehung  der  drey  ersten  Satelliten  hinreichend 

.*.  War,  jene  Verhältnisse  in  aller  Schärfe  hervorzubringen,  und  auch, 

'     ao^lange  keine  fremden  äufseren  Wirkungen  ihr  System  stören  1 

^   fftr  alle  Zeiten  zu  erhalten. 

5.3. 

Um  die  beyden  Gleichungen  des  ^.  1  numerisch  zu  entwi- 
ckeln, nehmen  wir  folgende  sidcrische  Revolutionen  der  Satelli- 
ten an : 

des  ersten   i''^ .  769187787 

zweyten     3.  55 118 10 17 

dritten     7.154552808 

vierten  16.689019396. 

T>a  die  täglichen  mittleren  siderischcn  Bewegungen  sicli  verkehrt, 
wie  die«e  Revolutionen  verhalten,  so  ist 


39^ 


n    s9.4334i(j  n^'^ 

n'  =  4.699569  n''' 

«//  =  a  .  333643  n'^' 

Daraus  findet  maii  die  synodischen  Bevolntionen  nach  Th«  IL 
S.  sSs.  Ist  nämlich  ^  die  siderische  Revolution  Jupiters,  S  die 
sjnodiifohe  und  T  ^  siderische  Bevolntion  der  Sateliiteo,  so  iit 

TS 

Es  ist  aber  3  s=  433a' « 5q63o76 ,  also  hat  man»  wenn  man  in  der 
letzten  Gleichung  fürT  die  eben  gegebenen  siderischen  Umlaafs- 
Zeiten  der  SateHiteq  sübstituirt,  für  die  sjnodi^cbeii  Umlanüi- 
zeiten  derselben: 

des  ersten :  1'  •  769861 

zweyten    3  •  554094 

dritten    7.t66386 

vierten  16  •758542« 

Daraus  folgt,  dafs  in  der  Periode  von  437  •  6  Tagen  der  erste  Sa- 
tellit nahe  247,  der  zwejte  ia3  und  der  dritte  61  ganze  sjnodi- 
sehe  Hevolution  vollendet,  und  dafs  daher  diese  drey  Satelliten 
am  Ende  dieser  Periode  wieder  sehr  nahe  dieselbe  llage  gegen 
die  Sonne  haben,  die  sie  im  Anfange  derselben  hatten,  in  welcher 
Zeit  daher  auch  ihre  vorzüglichsten  Störungen  wieder  zurück- 
kommen. Vergl.  5;  3. 

Um  die  Halbmesser  ihrer  Bahnen  zu  erhalten,  beobachtete 
Pound  mit  grofser  Schärfe  zu  der  Zeit,  als  Jupiter  in  seiner 
mittleren  Distanz  von  der  Erde  war ,  die  grÖfste  Digression  des 
vierten  Satelliten  von  demMittelpunkte  Jupiters  gleich  o ^•1377778, 
und  zu  derselben  Zeit  den  Halbmesser  des  Jupiteräquators  gleich 
0^.0054167.  Da  sich  hier  diese  scheinbaren  Gröfsen  wiediewali- 
ren  verhalten,  so  ist,  wenn  man  den  Halbmesser  des  Jupite^ 
äquators  zur  Einheit  annimmt,  der  Halbmesser  der  Bahn  des 
vierten  Satelliten 

0.0054167 

Die  drey  anderen  Halbmesser  wird  man  am  besten  aus  dem 
vorhergehenden  Werthe  von  a'''  und  den  gegebeneu  siderischen 
llevolutionen  durch  das  dritte  Gesetz  Keplers  ableiten.  Man 
findet  so : 

a''=   14.46  iO(>3 

a'  s=,     9,066548 

a    s=     5.698491. 

Mit  diesen  Werthen  erhält  man  nun  nach  den  Gleichungen 


3^1 

des  Kapitels  Till  folgende  Ausdrücke ,  'wenn  man  die  Satelliten 
Ton  dem,  dem  Jupiter  nächsten  anzufangen,  durch  I,  11,  III,  IV 
bezeichnet :  (Bffee.  cel,  IV*  p.  85.) 


%MMi 


lAi* 


I  und  II 


lundUI 


I und IV 


II u.  III 


II  u.  IV 


III  u-IV 


»»-i 


s 


bS 


b* 


X 


dbi 


d« 

db| 

da 

db| 


db{ 
da 

db| 
dd 


o.  620152 


2.S0297 


—0.59572 


2.25084 


0.754^1 


a3632i 


0.19235 


0.1065 1 


1.09992 


1.75001 


1.46276 


i.o846o 


C/.77325 


0.39403 


2.07842 


-  O.30623 


2.08524 


0.41949 


0.1248Ö 


0.04114 


'     0.01:421 


0.47609 


1.20823 


0*68137 


o  3%90o 


0.14980 


p.  22403 


2.02517 


-  0.22262 


2.02583 


0.22839 


0.03846 


0.00719 


0^01 4 1 


0.23738 


1.05958 


o.35o83 


0.0977« 


0.02520 


0.62G93 


2.20191 


-  0.59439 


2.25710 


0.75153 


0.36091 


0.19064 


o*  10629 


i.o93i5 


1.74365 


1.44484 


1.07629 


0.76552 


0.35645 


2.06405 


-  0.35069 


2.o685i 


0.37492 


0.10080 


o.o3oo3 


0.00938 


o.4i5i4 


1.16467 


0.59939 


0.26332 


0.10854 


o.  55856 


2.16620 


"0.04455 


2.19965 


0.6668/1 


0.28437 


0.13597 


o.ob3i2 


0.87893 


1.54580 


1.19029 


0.81242 


0.52652 


Mit  diesen  Gröfsen  können  nun  die   Gleichungen  des  §.   1 
L*at wickelt  werden.  Vor  dieser  Entwicklung  mufs   man  bemer- 
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hcn  9  dafs  L  a  p  1  a  c  c  a.  a.  O.  in  jeuc  bejrden  Gleichongea 
einige  andere  Betrachtungen  aufgenommen   hat,   die  Ua, 
mehr  das  Verfahren,  als  die  Ai^sführung  4eA9elben  gegeha 
den  soll,  als  minder  beträchtlich  übergangen  Mrerden.  ErU 
'  so,  wenn  man  alle  Störungen,  die  unter  5  Sekunden  sia^ 
läfst,  und  yrenn  man  durch  m  m'  m^'  m^'^   die   Massen  der\i 
Satelliten,  jede  durch  loooo  multiplicirt,   bezeichnet: 

&•=  m»  [o.oooi  +  o.ooo5  Cos  (1' — 1) —  0.0976  Cos  a  Q'rA) 

—  0.0004  Cos  3(I'-I 
+  m"  [0.0001  Cos  (1"— 1)  —  V;*^ooi  Cos  a  (1" — 1)] 

Sv  =m'[o°.oi7Sin(l'— 1)-  i°.q66SinQ(l' — ^1)— o*.oo6Sin3(lH 
+  m" [o*>.ü03  Sin(l''— 1)—  o*^.ooa  Sin  3  (1'' — 1)] 

9r'z=,  m  [—0.0004  +  o.o.'3o7  Cos  (l — 1')  4-  o.ooo6  Cos  fi  G""'0] 
+m''  [0.0007  Cos  (1''— 1') — 0.0867  Cos  (P' — l/) 

—  0.0006  Cos  3(1^ 
Sv's:.  m  [— o*.626  Sin  (1— 1')  —  o*.o#6  Sin  8  (1 — ^1')] 
+  m/'  [o'.o  1 7  Sin  (1''— 1')—  1  ^».oqo  Sin  s  (1//— 1') 

— o  •.006  Sin  3  (W 
Sv'^=i  m  [—  ü  ooo5  4-  0.0006  CoÄ  (l— l'O] 

+  n^'  [—0.0007  +  0.0414  Cos  (P — ;1'0  +  o.o,oo9Cosa(lM' 
4-  m'"[o.ooo7  Cos  (1/'/— 1//)  —  0.0045  Cos  a  (1'"— 1'/) 

— 0.0004  Cos  3  (I'M 

^W'=:n\[o'.oo2  Sin  (l— l'0]+m'[— o«3i3  Sin  (1'— W) 

— 'o®.op4Sipa(I'-^ 
+  m'/'  [o**  009  Sin  (1"'— l'';  —  o»  .q33  Sin  a  (1//'— l'O 

— po'.ooa  Sin  3(1^^ 
Är"'=  m  [ — 0.0009  -J-  0.0006  Cos  (1 — V")] 
+m'  [ — 0.0009  4-  0.0009  Cos  (l'~l'")] 
+m"[ — 0.001  i+o.oo33Cos(^l" — l''04-*>-ooo6Cosa(l'' 

^v^"=m  [o ^ .00 1  Sin  (1— 1"0]  +  m'  [o* .002  Sin  (1' — P")] 

+  m"  [— 0^*003  Sin  (1'^— 1'")  —  o^ool  Sin  2  (1//— 1//')] 

5-  4- 

Tn  den  yorhergchenden  Ausdrücken    müssen   nun  nocki 
Werthe  der  Massen  der  yier  Satelliten  bestimmt  -werden. 

Die  von  Sin  2  (l'-r-l)    abhängende  gröfste  Ungleichheit^ 
ersten  Satelliten  fand  1)  elamb  re  aus  blofsen  Beobicj 
t  u  n  g  e  n  in  ihrem  M  aximum  gleich  o.oo;s2347 1  Tage,  d.  h.usJ 
Zeit  können  durch  jene  Ungleichheit  die  Finstornissc  des 
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MonJes  verzögert  od^r  beschleuniget  werden.  Um  diese  Zeit  in 
Bogen  zu  verwandeln ,  mufs  man  sie  durch  36o''  multipliciren, 
und  das  Product  durch  die  sjnqdische  Bevpluition  i^  .  769O6  divi- 

diren,  wodurch  man  erhält  , 

• 

(0.OQ223471)  3^  jtiLiix^ 

1  •70986 

i 

Nach  der  vorhergehenden  Theorie  aber  ist  diose  Ungleichheit 
(i.956)m',  also  tiat  man,  we9n  mauvbeyde  Ausdrücke  gleich  setzt, 

0.454533 
m'=      ^  \,   '  =o/23335. 

Auf  eine  ähnliche  Art  fand  man  m^'s=o.8ö497i  11^^^^  =^0.4^659 
und  m  SS  0.17328,  so  dafs  man  also  für  die  Maaaen  der  Satelliten 
r  erhält 

I     Satellit     0.000017328 

\K  II     -      O.P00023235 

V,l        -     Q»  000088497 

lY       -         0.00.0042659 

..    die  Masse  Jupiters  als  Einheit  vorausgesetzt. 
"^  Mit  diesen  Werthen  von  mm^m'^m'"  gibt  der  vorhergehen- 

de Ausdruck  von  Sv 

if-     ^ j^  =  o  • .  004  Sin  (1'— 1) — 0.454  Sin  2  (P— 1)  —  0.00 1  Sin  3(1'— 1) 
)  +o.oo2Sin(l'/  —  l)  — 0.002  Si][i  2(1"— 1) 

>  Es  ist  aber  1  —  31'  +  2I"  =  lOo ,  also 

1// — 1  =  90  —  I  (l— 10 ,  und 
j{.  2  (1''— 1)  =  1 80  —  3  (1—10 ,  also  ist  auch 

Sv  =  —  0.004  Sin  (1—10  —  0-002  Cos  I  (1—10  +  04Ö4  Sin  2  (1—1') 

■jiL  für  die  Störung  der  Länge,  welche  der  erste  Satellit  von  den 
übrigen  leidet.  La  place  entwickelte  a.  a.  0.  diese  Theorie 
umständlich ,  indem  er  auf  die  Exccntricität  der  Bahnen  und  auf 
die  Wirkung  der  Sonne. Rücksicht  nahm.  Die  Bahnen  der  beyden 

ifJi  ersten  Satelliten  wurden  sehr  nahe  kreisförmig  gefunden«  Nennt 
man  t  die  Anzahl  julianischer  Jahre,  die  seit  der  Mitternacht  des 
ersten  Januars  1750  verflossen  sind,   und  sind  1,  1%  1'',  1''^  die 

J]  mittleren  jovicentrischen  Längen  dieser  Satelliten  in  Beziehung 
auf  die  Frühlingsnachtgleiche  der  Erde ,  so  ist 

1    =     i5°.  012844  +  (74324^.  35467315) t 

3ji  1'  =  3ii  .    84o38  +  (37027  .  i323i4Ü8)t 

L  1"=     lo  .    26414  +  (18378  .  521  i36oo)t 

^  1"'=     72  .  56i24i  +  (  7878  .  84713604) t 

.    und  ebenso  ist  die  mittlere  Länge  des  Perijoviums,  in  Beziehung 
^ .    auf  dieselbe  Frühlingsnachtgleichc 
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für  den  dritten  Satelliten 

w"  =  3o9*  •  43O60  +  (2* .  6347987)  t 

und  für  den  vierteil 

w'"  =  i8o.  34349  +  (o .  73o336i)  t- 

Die  Exccntricität  der  Bahn  des  dritten  SatelKteu  fand  schon 
Warfi^entin  aus  denBeobachtun^n  veränderlich.  Um  dai 
Jahr  1683   hatte  nämlich  die  Mittelpunkt sgleichung  dieser  Bahn 
ihren  p'öfsten  Werth  o**33i,  und  im  Jahre  1777  ihren  kleinsten 
o^.oB5.  Die  Ursache  dieser  Aendei^ngen  entdeckte  Liaplace 
durch  die  Theorie;  er  fand ,   dafs  sie  Ton  zwey  verachiedeDen 
Mittelpunktsgleichungen  abhängen,  deren  die  erste  der  Bahn  die- 
ses Satelliten  eigen  ist ,  und  sich  daher  auf  das  Perijorium  w'' 
bezieht«    während  die  andere  von  der  Excentricität  der  Hahn 
des  rierten  Satelliten  abhängt,  und  sich  also  auf  das  Perijoinm 
w'^'  bezieht«  Diese  Excentricität  der  Bahn  des  vierten  Satelliten 
ist  beträchtlich  gröfser ,  als  die  des  dritten ,   und  sie  beträgt  in 
ihrem  Maximum  o^.834*  Eine  andere  Mittelpunktsgleichung  des 
vierten  Satelliten,  die  aber  nur  auf  0^.020  steigt,  bezieht  sich 
auf  das  Perijovium  des  dritten  Satelliten ,  so  dafs  also  die  Bakn 
des  vierten  eigentlich  auch  eine  veränderliche  Excentricität  hat. 
IndemLaplace  a.  a.  O.    auf  die  Störungen  Rücksicht  nahm, 
welche  durch  die  Excentricitäten  dieser  Bahnen  und  durch  die 
Anziehung  der  Sonne  entstehen,  fand  er  für  die  Zeit  der  Fin- 
sternisse ,  wö  mehrere  Ungleichheiten   verschwitiden ,    folgende 
Ausdrücke,  in  welchen  v  die  wahre  jovicentrische Länge  des  Sa* 
tclliten  in  seiner  Bahn,    von  dem  Frühlingsnachtgleichenpuidite 
der  Erde  gezählt,  und  A  die  mittlere  Anomalie  Jupiters  vomF^ 
rihelium  gezählt,  bezeichnet : 
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— 

0  • 

016  Sin  (1— 

a  1'  +  w'O 

—  o  .  oo7Sin(l— 3P+w"0 

Mulliplicirt  man  diese  Coeflicienien  durch   die  synodiscb 

Bevolution ,  und  dividirt  sie   durch  36o,  d*  h«  multipUcirt  ai* 

.      T       .    (1.76086)86400 

sie  durch   —r =  ^^Of  so  erhalt  man  die  Correctifli 

000 

(y — 1)  der  mittleren  Conjunction  des  ersten  Satelliten  in  Zeit- 

Sekunden  ausgedrückt,  und  eben  so  für  die  drey   folgeato 

Satelliten : 


8 
d 

l 

P 
d 
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p^szV  —  o*. 

.  oiö  Sin  (1'— l'O 

+   »    ^ 

073  Sin  a  (l'-rPO 

+   0 

.  006  Sin  3(1'    VO 

+   0   , 

.  007  Sin  4(1'— l") 

+  o 

.  o33  Sin  (!'— w") 

+  0. 

oi4Sin(l'— w"0 

+  0   < 

.  o6i  Sin(l— sl'+w'O 

+  0   . 

oa3  Sin  (!'— a  1''  +  ^''0 

—  o  , 

.  010  Sin  A* 

p^^  =1^  — >  o* 

.  073Sin(l'— l'O 

.       -^  o  . 

001  Sina(l'-r.l'') 

—  0  . 

.  004  Sin  (!''— iw) 

+  0, 

014  Sin  2  (1"— W) 

+  o  • 

i63  Sin  (l''-w") 

+  0, 

.  068  Sin  (P'— w'") 

+  0   * 

009Sin(l'— al''+w'0 

+  o  , 

.  004  Sin  (P— 2 1'' + w"0 

,—  0  - 

,  0i3  Sin  A« 

r*''  -=.  p//  —  o*', 

.  oo3  Sin  (1''— 1"0 

—  O   , 

»  001  Sin  2(1"_1'") 

«—  O  . 

020  Sin  (l///_w'0 

+  o. 

8ii8  Sin  (!'«'— w"0 

+  0  , 

,  004  Sin  a  (1'''— w'") 

—  o  • 

004  Sin(28''«7a8+o''. 691^0 

-—   O   i 

o3i  Sin  A4 

Bisher  haben  wir  noch  auf  die  Neigungen  dieser  Bahnen  kei- 

Rücksicht  genommen.  Setzen  wir  zuerst  voraus,  dafs  dieLa- 

a  der  Satellitenbahnen  gegen  die  Ebene  der  Jupitersbahn  durch 

i  Beobachtungen  gegeben  seyen ,   und  suchen  wir  daraus  die 

ge  der  Satellitenbahn  gegen  die  Ekliptik. 

Es  sey  (Vol.  IL  Fig.  i.)  Y  ß'  die  Ekliptik,  V  Sl  die  Ju- 
ersbahn,  und  ^'^C  die  Satellitenbahn.  Es  bezeichne  KundN 
i  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Jupitersbahn  und  die 
ligung  desselben  gegen,  die  Ekliptik ; 

k^n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Satellitenbalin 
und  die  Neigung  derselben  gegen  die  Jupitersbahn ,  und 
endlich 
K,  V  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens    der  Satellitenbahn 
und  die  Neigung  derselben  gegen  die  Ekliptik, 
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so  hat  man  in  dem  sphärischen  Dreyecke  V  JX  ft'  «^ie  drey 
Winkel  V*  =  N,  ^  =  n,  und  O'  =  i8o^y,  und  die  Seiten 
VU=li  — K,  und  Viy'=;«  — R.  Sind  also  die  GröfsenKN 
und  li  n  gegeben,  so  findet  ihan  xy  durch  folgende  Gleichungen, 
in  welchen  x  eine  Hülfsgröfse  bezeichnet , 

tg  ^  =  tg  .  n  Cos  (k— K> 

^            Cosn   ^      ^m,  .     N 
Cos  v= Cos  (N-f-x) 

Cosx 
tg(«-K)=tg(k_K)g5^^^ 

Diese  Ausdrücke  enthalten  die  strenge  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Da  aber  die  Winkel  N,  n  und  180*— v  nur  klein  sind, 
so  läfst  sich  dieselbe  Aui'^a^ejioch  auf  folgende  einfachere  Weise 
auflösen.  , 

Es  sey  C  der  Ort  des  Satelliten  in  seiner  Bahn.  Ein  durch 
C  auf  die  Jupitersbahn  V'^  senkrechter  Bogen  schneide  die  Jd- 
pitersbahn  in  D,  und  ein  durchC  auf  die  Ekliptik  ^^^^  senkrechtir 
Bogen  schneide  die  Ekliptik  in  D^  und  die  Jupiiersbahn  in  d ; 
so  ist  CD'  die  jovicentrische  Breite  des  Satelliten,  über  der  Eklip- 
tik, und  man  hat  sehr  nahe  CD^  s.CD'-^dD'.  Bezeichnet  man 
aber  durch  u  die  joyicentrische  Länge  des  Satelliten  in  seiner 

Bahn ,  so  ist 

« 

•  Sin  CD  =  Sin  n  Sin  (y  —  k)  oder  nahe  genug 

CD  =  n  Sin  (y — &) ,  und  eben  so 

dD'  =  N  Sin  (w—  K) ,  also  auch 
CD'  =  n  Siii  (ti— k)  +  N  Sin  (y— K)  oder 
*    CD'  =  (n  Cosk+NCosK)  Sin  u-^  (nSin  k+N  SinK)  Cos  ^ 

Allein  es  ist  auch 

CD' = V  Sin  (ü  —  Ä)  =  y  Cos  ä  Sin  u — v  Sin  nCös  u« 

Setzt  mau  daher  die  Coefficientea  .  yqii  Sin  u  und  Cps  u  in 
diesen  beiden  Ausdirücken  yoh  CD'  einander  gleich,  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen 

f/Cosü  =  nCosk+NCösK 

'     1» Sin  Ä==n Sink +  N!SmR, 

woraus  man  also  die  Werthe  Ton  a  und  p  findet ,    wenn  die  fi!^ 
kn ,  und  yon  KN  gegeben  sind» 

§.  6. 

Da  die  Bahnen  d«r  Satelliten  Jupiters  nur  »ehr  wenig  gegen 
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die  Ebene  des  Aequator»  dieses  Planeten  geneigt  sind,  so  wollen 
wir  zuerst  die  Lage  dieses  Aequators  festsetzen. 

Im  Anfange  des  Jahres  löoi  war  die  joyicefttrische  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  dieses  Aequators  in  der  Bahn  Jupi- 
ters gleich  3i4®,4^5,  und  dieser  Knoten  tritt  jährlich  gegen  die 
Fixstern^  um  die  Gröfse  o*»oooo74  Zurück,  Die  Neigung  des 
Aequators  gegen  die  Jupitersbahn  istfür  dieselbe  Epoche  3 ''. 0920 
mit  der  jährlichen  Zunahme  von  o®*ooooo63.  Bezeichnet  also  t 
die  Anzahl  Jahre,  die  seit  dem  Anfänge  des  Jahres  1801  verflos- 
sen sind,  so  ist  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  de&  Aequa- 
tors Jupiters  in  seiner  Bahn 

314"*.  465o  —  o*. 000074 1+0^013917 1 
=  3i4«'.465o4-ö.  oi3843  t 

^   und  die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Bahn  Jupiters  = 
i.  3*.  O9ao+o°,ooooo63t. 

^  Die  mittleren  Neigungen  der  vier  Satelliten  -  Bahnen  gegen 

*  die  Jupitersbähn  sind  für  dieselbe  Epoche 


I.    SateHit    - 

-    3**.  0900 

a    -  -    - 

-    .3  .  0735 

IIL    -   ^    - 

-    3  •  007a 

IV.    -   -    - 

'    ä  •  6Ö28. 

Die  Knotenlinie  dieser  mittleren  Satellitenbahnen  fällt  bey 
allen  vier  Satelliten  mit  der  Knotenlinie ^d es  Aequators  Jupiters 
in  der  Ekliptik  zusammen ,  und  daher  sind  die  Neigungen  der 
Satellitenbahnen  gegen  den  Jupitersäquator 


I.  s 

atellit     -    -  .  0°.  0020 

n. 

-    -      - ,  -    0  .  0184 

111. 

-    -     -    -     0  .  084a 

IV. 

-     .     -    -    0  .  4093, 

Diese  letzteren  Neigungen  der  Bahnen  gegen  den  Jupiters- 
aquator  sind  constant,  also  ist  auch  die  mittlere  Lage  dieser 
Bahnen  derselben  Säcularänderung   unterworfen,    welche 

'  "wir  oben  für  die  des  Jupiteräqnators  angegeben  haben. 

^  Die  periodischen  Aenderüngen  dieser  Neigungen  aber 

lassen  sich  so  darstellen.  Die  Bahn  eines  jeden  Satelliten  bewegt 
sich  gleichförmig  uud  mit  einer  constanten  Neigung  gegen  seine 
inittlere  Bahn  so ,  dafs  die  wahre  Länge  der  Bahn  durch  ihren 
^Neigungswinkel  gegen  die  niittlere  Bahn  und  durch  die  Länge  ih- 

j  res  auf  diese  mittlere  Bahn  isich  beziehenden  aufsteigenden  Kno- 
tens gegeben  ist*  Diese  Neigungen  und  Knotenlängen  der  wah- 
ren Bahnen  auf  ihren  mittleren  sind ,  wenn  t  wieder  die  Anzahl 
der  seit  1801  «oo  verflossenen  Jahre  bezeichnet: 


# 
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Der  wahren  Bahnen 

Neigung  gegen  die  1   Knotenlänge  in  der 
mittlere  Bahn       i       mittleren  Bahxi 


L      .    -    -    -k  unmc 

^rklich 

n.    -    -    0«.  4630 

la^  08o5-^  la"».  o483t 

IIL  .    *    o  «  ao56 

2aa  .  9786-^    ft  .  5538t 

IV.  -    -    ü  .  1494 

70  .  4792 —   0  •  6914t 

und  zu  diesen  Knotenlängen  mufs  noch  die  Präcession  5o'^  ite 
0*.  013917  t  addirt  werden ,  um  diese  Längen  von  dem  waba 
Frühlingspunkte  der  £rde  zu  erhalten. 

Behält  man  also  die  Bezeichnung  der  Grdfaen  u  n  h  wie  b 

?[«  5.  bey,  und  nennt  man  s  die  jovicentrische  Breite    des  Site)- 
iten  über  der  Jupitersbahn ,  so  hat  man 

Sin  8  s  Sin  n  Sin  (u— »k)  oder  nahe 

s  t=  n  Sin  (w — k). 

Es  ist  aber  für  t  julianische  Jahre  nach  iGoi  die  Lange  da 
mittleren  Knotens  aller  Satellitenbahnen,  Fon  dem  Frühlingspont 
te  der  Erdesezählt,  nach  dem  Vorhergehenden  gleich  3 14^.4659 
•4-*o''.oi3843  t,  also  hat  man  für  den  ersten  Satelliten 

8  =  3\o9ooSin(u— 3i4''.465o-o<'.oi3843  t) 

und  eben  so  für  den  zweyten 

8'  =  3\  0736 Siii(u'  — 3i4®. 465—0®.  Ol 3843 1). 

Aber  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  wahren  Bab 
des  zwejten  Satelliten  auf  seiner  mittleren  Bahn  ist* 

12^.  88o5  —  la*.    o4B3  t  +  o**.  013917  t 

s  12  .  88o5  —  12  .  o3438  t 

also  die  Verbesserung  der  mittleren  Breite  (nach  ^.  5.) 

oo,4636Sin(u'  — 12». 88o3+ 12^.08438  t% 

Verfährt  man  eben  so  mit  den  übrigen  Satelliten,  so  erhält  nun 
für  ihre  juvicentrischen  Breiten  über  die  Jupitersbahn 

8  =  3°.  090  Sin(ü  — 3i4°*465— oo.oi384t) 
8^    =   3  •  074  Sin  (u' — 3i4-465  —  o.  018841) 

+  0464  Sin  (u'  —  1 2  .  880  + 1 3  •  08488  t) 
8^'  =s  3  .  008  Sin(w"  — 314.465  — «.oi384t) 

+  0.206  Sin  (y" — 32  3 .  979+3  .  5538o  t) 
s'''=  2  .  683  Sin(ü///— 314.465— 0.01884t) 

+  0.349  S^**  C*'"'  —  7^  •  479  +  o  •  69 1 40 1) 

Aus  diesen  Ausdrücken  kann  man  mit  Hülfe  der  beyden  lett* 
ten  Gleichungen  des  §,  5  die  Neigungen  und  Knotenlängen  der 
wahren  Satellitenbahnen  gegen  die  Jupitersbahn  berechnen. 
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Die  tropischen  ümlanfszeiten  cler  Knoten  der  wahren  Bah. 
nen  auf  ihren  mittleren ,  in  Beziehung  auf  den  Frühlingspunkt 
der  Erde,  erhalt  man  aus  den  oben  angegebenen  jährlichen  Be- 

'  wegangen  dieser  Knoten«  So  ist  für  den  zweyten  Satelliten  die 
jährliche  siderische  Bewegung  12  ^^«0483,  also  die  jährliche  tropi- 

.  sehe  Bewegung  12  •  0483 -f-o.  0139  =s  i2*o34'i«   und  daher  die 

3()0 
gesuchte  tropische  Umlaufszeit  dieses  Knotens ,/---    =  29.914 

juL  Jahre,  und  ebenso  für  den  dritten  141*739  und  für  den  vier- 
ten 53 1 .350  Jahre. 

Die  Neigungen  werden  am  gröfsten  <  wenn  diese  aufsteigen- 
den Knoten  mit  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Jupiteräquators 
zusammenfallen,  und  am  kleinsten,  wenn  sie  mit  dem  nieder- 
steigenden Knoten  des  Jupiteräquators  zusammenfallen.  Um  die 
Periode  dieser  Aenderungen  der  Neigungen  zu  finden ,  hat  man 
z.  B«  für  den  zweyten  Satelliten  die  jährliche  tropische  Bewe- 
gung der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  gleich 
-—  12^.03440,  und  die  jährliche  tropische  Bewegung  der  Knoten 
des  Jupiteräquators  gleich  -^o.oi384,  also  ist  die  jährliche 
Sewegung  der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  in  Be- 
ziehung auf  den  Knoten  des  Jupiteräquators  gleich  12^.04824, 
und  daher  die  Periode  der  Aenderung  der  Neiguhg  des  zweyten 
Satelliten 

^ — ..  =  20 .  880  Jahre  , 

12.04824 

und  eben  so  tSat  den  dritten    140.971,    und   für  den  vierten 
590.712  Jahre. 

Die  Zeit  der  gröfsten  Neigungen  der  Satellitenbahnen  hat 
nach  den  vorhergehenden  dann  Statte  wenn  der  aufsteigende  Kno* 
ten  der  Satellitenbahn  z,  B.  für  den  zweyten  f2°.88o5  — 
i2'.o3438  tmit  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Jupiteräquators, 
oder  mit  3i4.465o"ho  •0^3843  t  zusammenfällt.  Setzt  man  al- 
so diese  beyden  Aasdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man 
t^  —  25.o3i5  Jahre,  und  da  nach  den  vorhergehenden  die  Pe- 
riode der  gröfsten  Neigungen  bey  diesem  Satelliten  29.880  Jah- 
re beträgt ,  so  sind  die  Epochen  der  gröfsten  Neigungen 

1835.728;  i8o5.848;  177S.968;  1746.08Ö;  1716.208;  ih86.328u.  f., 

und  eben  so  für  den  dritten  i9o6.i4^>>  1763.175;  i624«2o4,  und 
für  den  vierten  1968  •  8o5  und  1448 .  093.  M  a  r  a  1  d  i  fand  diese 
gröfsten  Neigungen  aus  unmittelbaren  Beobachtungen  für  den 
Bweyten  Satelliten  in  dem  Jahre  1747«  ■717«  >^87,  und  für  den 
dritten  in  dem  Jahre  1765  und  i633.  Die  Epochen  der  kleinsten 
Neigungen  Hegen  zwischen  den  angegebenen  Zahlen  in  der  Mitte, 
und  Ceillen  daher  z.  B.  für  den  zweyten  Satelliten  in  die  Jahre 
a8ao,780$  1790*908  u.  f. 
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Die  Bewegangen  dieser  Satelliten  um  ihreii  Hanptplaneten 
können  nicht  gat  unmittelbar  von  der  Erde  beobachtet  werden, 
da  ihre  geocentrische  Elongation  vom  Jupiter  so  klein  ist,  dafs 
der  geringste  Fehlet*  der  Beobachtung  derselben  schon  IrrthA- 
mer  von  mehreren  Graden  in  ihren  jovicontrischen  Bewegungea 
cur  Folge  haben  würde.  Ihre  Finsternisse  im  Gegentheile  hie- 
then  uns  ein  viel  genaueres  Mittel  an,  diese  Bewegungen  zu  be- 
obachten ,  und  wir  verdanken  auch  in  der  That  der  Beobachtung 
dieser  Fhonomene  unsere  henntnisse  der  vorzüglichsten  Ungleicli^ 
heiten  dieser  Körper«  Die  Neigungen  der  Bahnen  der  ersten  drej 
Satelliten  gegen  die  Jupitersbahn  und  ihre  geringen  fntfemiin* 
gen  sind  die  Ursache,  dafs  sie  in  jeder  Bevolution  einmal  ver- 
linstert  werden:  der  vierte  abei*  geht  in  seiner  Opposition  oft 
über  oder  unter  dem  Schatten  Jupiters  vorbej ,  daher  seine  Fio- 
sternisse  seltener  sind. 

Ein  Satellit  verschwindet  für  unsere  Augen  noch  yor  seinem 
gänzlichen  Eintritte  in  den  Schatten  Jupiters,    weil   sein  Licht 
schon  durch  den  Halbschatten  geschwächt  wird ,  dessen  Dichte 
mit  seiner  Nabe  an  der  Gränze  des  vollen   Schattens  zunimmt. 
Der  Umkreis  des  Schattenschnittes ,  welcher  durch    eine  auf  die 
Schattehachse  senkrechte  Ebene  entsteht,  und  durch  welche  der 
Anfang,  das  Ende  und  die  Dauer  der  Kinstcrnisse  bestimmt  wird, 
ist  nicht  für  alle  Satelliten  derselbe' :  er  hängt  nicht  blols  von  der 
Entfernurig  vom  Jupiter  ab,  mit  welcher  er  wegen  seiner  kegel- 
förmigen Gestalt  immer  kleiner  wird,  sondern  er  wird  auch  durch 
die  scheinbare  Distanz,  des  Satelliten  vom  Jupiter,  dessen  leb- 
hafter Glanz  das  viel  mattere  Licht  des  Satelliten  schwächt,  be- 
stimmt, so  wie  durch  die  gröfsere  oder  geringere  Fähigkeit  der 
Oberfläche  diesel*  Monde ,  das  Licht  zu  reflectiren ,  und  endlich 
durch   die  Refraction  und    durch  die  Schwächung   der  Sonnen- 
ßtrahlen  in  der  Atmosphäre  des  Hauptplaneten.  Die  gröfste  Dau- 
er der  Finsternisse   eiaes  dieser  vier  Satelliten ,     die  sonst  den 
Durchschnitt  jenes  Schattenschnittes  bestimmen  vvürde,  lehrtuns 
also  noch  nicht  dieselbe  Dauer  für  die  andern  Satelliten  mit  Ge- 
nauigkeit kennen,  aber  die  Vergleichung  dergröfsten  Dauer  die* 
ser  Finsternisse  bey  allen  Satelliten  wird  uns  vielleicht  über  den 
Einflufs  der  angegebenen  Ursachen  Aufklärung  geben  können. 
Die  Veränderungen  der  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  und 
Ton  der  Erde  i  welche  die  Intensität  des   Lichtes    der  Satelliten 
ändern ,  werden  ebenfalls  ihre  Wirkungen  auf  die  Dauer  dieser 
Finsternisse  äufsern,  so  wie  die  Höhe  Jupiters  über  dem  Hori- 
zonte des  Beobachters ,    die   Reinheit  unserer  Atmosphäre  und 
die  Güte  unserer  Instrumente.    Alle   diese    Ursachen  verbreites 
mehrere  Unsicherheiten  über  die  Beobachtungen  dieser  Finster- 
nisse, besonders  über  die  der  i)eyden  letzten  Satelliten ,  und  es 
ist  daher  ein  sehr  vortheilhafter  Umstand ,  dafs  man  bey  diesen 


hejAen  Monden  in  derselben  Finsternifs  oft  zugleich  den  Eintritt 
und  den  Austritt  derselben  beobachten,  und  dadurch  den  Augen* 
blick  ihrer  Opposition  mit  grofser  Schärfe  und  unabhängig  von 
den  meisten  der  angeführten  Störungen  bestimmen  kann. 

Um  die  Gestalt  des  Schattens ,  welchen  Jupiter  auf  die  von 
der  Sonne  abgewendete  Seite  wirft,  zu  bestimmen^  wollen  wir 
zuerst  diese  beyden  Körper  als  sphärisch  annehmen«  Sey  a  der 
Halbmesser  der  Sonne ,  b  jener  des  Planeten,  und  c  die  Entfer- 
nung ihrer  Mittelpunkte,  in  welcher  auch  die  Achse  der  x  liegt, 
so  ist  ril.  Th.  S.  Öi4)  äio  Gleichung  für  die  Oberfläche  des  vol- 
len Schattens 

[ac  — (a  — b)x]«  ==  [c«  - (a  — b)»].  (y« -f-ö:«) 

w6  der  Hittelpunkt  der  Sonne  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 

Für  den  Halbschatten  gilt  dieselbe  Gleichung,  wenn  man*  in 
ihr  b  negativ,  oder  a-{-b  statt  a  —  b  setzt»  Ist  der  Kürze  wegen 

X  =i  -  ,  und  f «   = 
ä 


so  hat  man  für  die  Gleichung  des  Schattens 

Vi  — X     •      / 

MTO  für  den  Halbschatten  die  Gröfse  ^  negativ  ist.  Da  für  die  Spir 
tze  dieses  Schattenkegels  y  =rz  :=  o  ist,  so  hat  man  für  die  Ent« 
fernung  dieser  Spitze  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 

c 

i— ;i 

^   und  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters 


X — c  = 


i—X 


^  Da  c  viel  gröfser  als  a  ist,  so  kann  man  ohne  merklichen 

^  Pehler  annehmen 


f>    =  . 


c* 


«  mö  dafs  die  Gleichung  des  Schattens  ist 

*  Betrachten   wir   einen   Schnitt  dieses   Schattens,   welcher 

^  durch  eine  auf  die  Achse  desselben  senkrechte  Ebene  ,   die  von 

^       IIL  C  c 


'•/ 


dem  Mittelpunkte  des  Planeten  um  die  Gröfse  r  entfernt  ist,  ge- 
bildet wird,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  dieses  Scbiiittes, 
wenn  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x=s  e-f-r  setzt, 

Dieser  Schnitt  ist  also  ein  Kreis ,  dessen  Halbmesser 
[cÄ,— r(i— x)]t=b  |i_^(i_x)j   ist. 

Nennt  man  a  diesen  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  die  Glei- 
chung dieses  Kreises  z*  =a"  —  y^j  vorausgesetzt ,  dafs  ein  mit 
jenem  parc^lleler  Schnitt  durch  den  Mittelpunkt  Jupiters  dieses 
Planeten  selbst  in  einem  Kreise  schneidet. 


a 
c 


Ist  aber  a  = 


b  (c+r)  -*-  ar 


der  wahre  Halbmesser  des  Schat- 


tenschnittes,    so  ist  der  scheinbare   joyicentrische    Halbmesser 


a 


dieses  Schnittes  gleich  — ,    und  der    scheinbare    heliocentrische 

u 
Halbmesser  desselben  gleich    — ^ —  ,    der  Winkel    endlich ,   wel- 

c+r' 

eben  die  Achse  des  Schattenkegels  mit  der  Seite  des  Kegels  bil* 

a— b 
det ,  ist  gleich •  Nennt  man  ^  den  Halbmesser  der  Erdbahn, 

so  ist  (Vol.  H*  p.  488)  a  =  961'^^,  b=93".4f  ^nd  c=5.2oc8^ 

a— b 

also  ist  jener  Winkel  an  dem  Scheitel  des  Schattenkegels -= 

c 

^  -^-"T.  =  ^^  2'  47"«  l^ie  Länge  der  Schattenachse  vom  Jupier 

9*202i9 

bc 
bis  zum  Scheitel  ist  (Vol.  H.   S.  3i4)  gleich p-  =    o.  66oi(,j 

und  der  Halbmesser  der  Bahn  des  vierten  Satelliten  (§•  3)  gleicbl 
^5./i35()b  =  (25.4359)  (93,4)  f  Sin  1"  =  o.oiiS^^,  also  üb( 
4Ömal  kleiner  als  die  Schallenachse,  daher  die  Finsternisse  dic-l 
ser  Satelliten  so  häufig  sind.  —  Allein  die  beträchtliche  AbplattuTfl 
Jupiters  macht  diesel  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig.  Wir 
wollen  also  noch  auf  diese  Abplattung  Jupiters   Bücksicht  nek- 
men,  und  dabey,     -was  hier   ohne   merklichen  tehler    gescil^{ 
heil  kann;   annehmen,  dafs  der  Aequator  dieses  Planeten  lAl 
seiner  Bahn  zusammenfalle,  wodurch  also   jene  beyden  Schnit* 
te  zu  zwey  ähnlichen  Ellipsen  werden,  deren  kleine  Achsen  ai{' 
der  Bahn  Jupiters  senkrecht  stehen.    Die  Gleichung    eines  Krei- 
ses des,  Halbmessers  a  ist  z*  =  a*  —  y*.  Wenn  man  abera« 
dem  Mittelpunkte  dieses  Kreises  in  seiner  Ebene  eine  EUipsebe-i 
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schreibt ,  deren  halbe  grofse  und  kleine  Achse  a  und  13  sind,  so 
ist  die  Gleichung  dieser  Ellipse 


Nennt  man  A   die  Abplattung  dieser  Ellipse ,    so  ist  A  =: 
— pT-  =  -  ' —  1 ,  also  auch  die  Gleichung  der  Ellipse 

(i+A)».z»  =  a»  —  y». 

,    Wenden  wir  dieses  auf  den  elliptischen  Schnitt  des  Schattens  in 
der  Entfernung  x  =  c  +  r  an ,    so  hat  man ,    wenn  f '  die  Ab- 
*^   plattung    dieser   Ellipse    bezeichnet,    für    die    Gleichung   des 
"'    Schnittes 

1^:    Um  noch  den  Werth  der  Gröfse  ^'  für   jede  Entfernung   des 
Schnittes  zu  bestimmen ,    sej  f  die  Abplattung  Jupiters  selbst , 
li    so  ist  c  :  ^  =  c  +  r  :  ^' 

*     also  ist  ^'  =  ^  V  *  "^     y*    ^*  ^^^   ^^^^  ^'®  Abplattung  Jupiters 

.     f  =  o.  07i3o  ,  wo  der  Halbmesser  seines  Aequators  die  Einheit,  ' 
und  die  halbe  Achse  des  Poles  gleich  (i — ^)=  0.92870  ist, 

^  Daraus  folgt  zugleich  ,    dai's  die  gröfste  Breite  des  H  a  1  b  ^ 

Schattens  in   der  Distanz    r   von  dem   Mittelpunkte  Jupiters 

E»   gleich  der  DiflTerenz  der  zwey  Werthe  yon  a  für  den  Yollen  un4 
den  halben  Schatten  ist ,  d.  h«  dafs  diese  grÖfste  Breite  des  Halb- 

^  Schattens  gleich 

1^»  2  a  r 

oder  cleich ist,  wo  a  den  Halbmesser  der  Sonne  bezeichnet, 

°  c 

^-  5-8. 

^!  Sey  Z  die  Hohe  eines  Satelliten  über  der  Jupitersbahn  im 

»  ^Augenblicke  seiner  Opposition.  Man  bezeichne  ferner  durch  r 
■cri^die  Distanz  des.  Satelliten  yon  dem  Mittelpunkte  Jupiters  und 
Mf durch  Vf  den  Winkel,  weichender  Satellit  seit  dem  Augenblicke 
S^der  Opposition  in  seiner  synodischen  Bewegung  beschrieben  hat. 
^Nimmt  man  dann  für  die  Achse  der  x  die  Projection  des  Radius 
L^' Yectors  des  Satelliten  im  Augenblicke  seiner  Opposition,  d.  h.  die 
l^^lfTer  langem  ng  des  Radius  Vectors  vom  Jupiter  selbst  für  dieselbe 
^^-Zeit,  so  hat  man,  wenn  A  die  Projection  von  r  auf  die  Ebeoe 
^t^der  Bahn  bezeichnet, 
,     i^  y  =  ASinu, ,  und  A*  =r* — z*  ,  also 


y«=.(r«— z»)  Siu«y, 
^4*  Cn^ 


/|0/i 

und  daher  wird  iVu*  vorhergehende  Gleichung   der   Oberfläche 
des  Schaltens 

(I -!-<?')•  z«=a«—(r*-  z«)  Sin«ü;, 

oder  wenn  man  die  GrÖfse    z*  Sin'  v,   als   ungemein   klein  Ter- 
iiachlüssigt, 

(i-|-^/^«Ä«  =;  a«  —  r»Sin»u,. 

Kb  ist  aber  nach  dem  Taylor'scheu  Lehrsatze 

.    dZ  ^.  d«  Z    ^. 

z  =  Z4--r-  Smw/  H r— ■  8m"ü,  +  . ... 

•    du/  2dü,"*  ' 

also  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von  z  in  der  yorhergehei- 
den  Gleichung  substituirt,  und  d*  Z  wegläfst, 

ZdZ 

(i+^')*Z«  +  3(i+cO'Sinü, -T—  =«•— r»  Sin«u, 

*^  # 

und  diese  für  Sin*  v/  quadratische  Gleichung  gibt 

«  der ,   wenn   wieder  s  die  Tangente  der  Breite   des    Satelliten 
über  der  Jupitersbahn  zur  Zeit  der  Opposition,  also  Z=:rs  ist, 


sds   .    t  /  /wt\- 


•s» 


und  diese  Gleichung,  mit  ihrem  oberen  Zeichen  genommen,  gibt 
den  Sinus  des  Bogens ,  welchen  der  Satellit  mit  seiner  synodi- 
schen Bewegung  von  der  Opposition  bis  zur  Emersion  aus  dem 
Schatten  Jupiters  beschrieben  hat,  weil  u  den  irlalbmesser  des 
Schattcnsclmittes  bezeichnet.  Dieselbe  Gleichung  mit  ihrem  uo- 
teren  Zeiqhen  gibt  denselben  negativen  Sinus  von  der  Immersion 
bis  zur  Opposition. 

L  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dafs  die  halbe  Sehne  des 
Schattens  ,  welche  der  Satellit  während  seiner  Vei*finsterttDg  be- 
schreibt I  gleich 


y©" 


Um  diesen  Bogen  in  Zeit  zu  ver\fandeln,  wird  man  ihn  durch 

^rr   mullipliciren ,  wo  5  die  synodische  Beyolution  des   Satelli- 
3uo 

len  bezeichnet.  Man  hat  daher  für  die  Dauer  t'  der  ganzen  Ein- 
st crnif» 


4u*j 


'""^80  V  (7)'- (•+?')■* 


oder  du  8  =  -  i»t , 

r 


= ^vo' 


welche  Ausdrüclie  mit  denen  übereinstimmen ,  die  wir  schon 
Vol.  n*  S.  239  erhalten  haben.  Um  der  letzten  Gleichung  eine 
für  die  Rechnurtg  bequemere  Form  zu  ^eben.  sey  n  die  Neigung 
der  Satellitenbahn  geyjen  die  des  Jupiters,  und  u  sein  Arguuient 
Jer  Breite,  oder  die  jovicenlrisehe  Distanz  des  S«ntelliteri  von 
dem  aufsteigenden  Knoten  seiner  Bahn  in  der  Jupitersbahn  ,  so* 
tst ,  nach  Atitx  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie 

in  s  =:  bin  u  bin  n. 
Sct/t  man  daher 

b    c-f-r)  —  or        \  ^* 

u  =    — und  i  OS  p  =       (1  -|-^')  Sin  u  Sin  11 , 


u 


3 


so  ist  die  Dauer  der  Finsternifs 

3        u 

t'  =      o""  •  -  Si"  9» 
I  ü«      r  ^ 


'  Ist  also  der  Knoten  und  die  Nei^^ung  der  Satellitenbahn  ge- 

geben,  so  findet  man  die  Dauer  der  Finsternisse  durch  die drey^ 
letzten  Gleichungen.  Da  übrigens  z.ur  Zeit  der  Mitte  der  Fin- 
sternifs  die  heliocentrische  Ijänge  Jupiters  gleich  der  jovicentri- 
schen  fiänge  ffes.Satelliten  ist,  so  ist  auch  u  die  heliocentrist;he' 
Distanz  Jupiters  von  den  Knoten  der  Satellitenbahn.  Wenn  man 
dann  diesen  Werth  von  -jt'  von  der  Zeit  der  w.ahrenConjünction 
abjcieht  oder  zu  ihr  addirt ,  so  erhält  man  den  Augenblick  der 
Immersion  und  der  Emersion  des  Satelliten,  oder  den  Anfang 
und  das  Ende  der  Finsternifs. 


I 


Da  aber  der  FTalbschatten  und  die  Vernachlässigung  des  Halb- 
messers des  Satelliten  den  letzten  \'Verih  von  t'  unsicher  ma- 
chen kann,  so  ist  es  besser,  aus  einer  grofsen  Anzahl  von  beob- 
achteten Finsternissen  diejenigen  auszuwählen,  deren  Dauer  die 
gröfste  ist,  und  die  daher  in  den  Knoten  der  Satellitenbahn  Statt 
gehabt  haben.  Nennt  man  T  die  auf  diese  Weise  durch  unmiittcl- 
bare  Beobachtungen  bestimmte  gröfste  Dauer  der  Fiiistornifi , 
SO' hat  man 

T  = 

lÖo  r 
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und  man  wird  die  Dauer    einer  jeden  andern   Finslcrnilis  duid 
die  Gleichungen  be«tinimen 

»  =  i8o  — 

a 


^0$  9  = -— •(i+fOSinuSinn 

t'  =  T  Sin  9. 

Dieselben  Gleichungen  Misrden  übrigens  auch  die  Neigun; 
n  9  oder  die  Länge  des  Kno  tens  der  Satellitenbaha  geben,  weno 
die  übrigen  Grölsen  durch  die  anmittelbare  Beobachtung  der 
Finsternils  bekannt  sind ,  und  man  bemerkt  von  selbst,  dafs  die 
längsten  Finsternisse  zur  Bestimmung  der  Knoten,  und  die  kürze- 
sten zur  Bestimmung  der  Neigung  am  geschicktesten  sind«  (YoL 
IL  S.  2'ib). 

If.  Sey  überhaupt  T  die  Zeit,  welche  der  Satellit  braucht, 
nm  den  Halbmesser  a  in  seiner  synodischen  Bewegung  zu  durch- 
laufen, und  t  die  Zeit,  in  welcher  er  den  Bogen  Vf   zurückie^j 

Sey  ferner  --t-=X,  und  a  die  mittlere  Entfernung:  des  Satellitei 
'  ndt  '^  ' 

Tom  Jupiter,  so  ist  ß =  —  der  Winkel,  unter  welchem  der  Haibmei' 

a 

ser  a  des  Schattens  aus  dem  Jupiter  gesehen  wird ,  und  man  iui 

sehr  nahe 


t 
T 


ü;  (i — X)                    a  Sin  u, .  (i  — X) 
oder  =. ^ 


ß  u 

oder  wenn  man  den  vorhergehenden  Werth  von  Sin  u/  substitnirt 

as  ds 


^=(.-x)  [^-(i+fO' 


aduj 


V^ 


a 


Sieht  man  aber  blofs  auf  die  Mittelpunktsgleichung  des  Satelliteii 
so  bat  mau,  wenn  man  die  zwey  ersten  Glieder    des  Ausdruckes 

für  -  und  v  vergleicht,   welche  Vol.  IL  S.  6o  und  67  gegeba 
a 

wni'den 


1L=:.-4X 

a 


also  ist  auch 


V' 


4^7 

Heifst  endlich  t' die  ganze  Dauer  der  Finsteriiif» ,  oder  die 
Differenz  der  beyden  vorhergehenden  Werthe  yon  t,  sc  ist 

t'=»T(._x).y(.^,x)'-(.+f')'-^ 

Kennt  man  aber  aus  den  Beobachtungen  die  Werthe  von  T  und 
V,  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  die  Breite  des  Satelliten 
im  Augenblicke  der  Opposition 

8 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  J  =  (»+^0  n"»  ^^so  SiVLch 

und  vernachlässiget  man  das  Quadrat  der  sehr  kleinen  Gröfse  X, 
so  sind  die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen 

t  =  T  (._X)  (-  ^^/  +  v/.+X-r^)  und 
t'  =  a  T  (i  —X)  .  1/7+X  — ^> 

Um  das  Vorhergehende  auf  die  einzelnen  Satelliten  anzu- 
wenden, so  ist  für  den  ersten  nach  den  Beobachtungen  die 
gröfste  Hauer  der  Finsternisse  oder  T  =  0.0471 3  Tage«  Die 
Gröfse  ß  ist  die  mittlere  synodische  Bewegung  dieses  Satelliten 
während  der  Zeit  T,  also  da  die  synodische  Revolution  desselben 
1 ,  76(^860  Tage  ist, 

ß  =    (36o)(6o)«.(o,o47i3)  ^3^5,^// 

1 • 769Ü60 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  ^  =  o  •  07 1 3o  und  wenn  man 

r  a 

—  =  -  =s  o,  oo5i4  nii^mt ,   so  ist  ^'  =  0.071666*   Ferner  ist 

c         c 

du, 
der  Werth  von  X  gleich  -"t-*;  sieht  man  also  nur  auf  den  gröfs- 

ten  Werth  von  v^  so  ist  nach  §•  4 

V  =  o*.454Sin  ß  (1  — 1')  =  i634"Sin  2(1  —  1'),  also  auch 

Av 
X=    — p-  =  i634Sini".Gosa(l— l')  =  o^oo7<)3  Cos3  (1  — I') 
n  d  t    • 


4oft 

(f+f)  1.071666  , 

Weiter  war  ^  =  — T*"**  "^  q'*    586 A  *  *'  ^        ^"^  (<>•»  "79)  »' 

und  daher,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  denWerth  von  s  aus 
^.  6  substituirt 

g  =  o\  345Sin(''j  — 3i4°.466  — i)^ü^3«4t) 

Pie  zwey  letzten  ('ieichungen  des  vorhergehenden  $.  sind  also 

t  =  o^.  04713  (»—X)  ^34511  Sin  1''  ^  +  \A  +  X — ^»  J  oder 


t  =  (oT  .oo7Ött5)  %—^koT  .0/1713  (i~-X)V»-hX — r» 
und  die  Dauer  der  ganzen  Finsternils  ist 


t'r^oT  .  09426(1 — X)-(/'i  +  X— ^», 
Ehen  so  ist  für  den  zweyten  Satelliten  T  =0.059757  Tage, 
ß  =  3 i79r>'',  ^' =  007189.  Um  den  Wcrth  von  X  =  — —  zu  er- 
halten ,    wird   man  die  zwey  gröfsten  Glieder  von  v^  (J.  4)  neh- 
men, und  so  erhalten 

X  =  0.000578  Sin  (V—w'0+ O.Ol 871^5  Sin  4  (1' — 1"). 
Eben  so  folgt  aus  §.  6 

J  =  0.5 1  o  Sin  (v* — 3 1 4.465  —  0.0 1 384^1) 
+  0.077  Sin  (t;'— 12.880 +12.08438 1), 
woraus  folgt  | 

t  =  —  oT^  .006313  |~  +  oT  .059757  (1— X) .  \/i+X— ^» 


»9 


t'  =  o.  119514(1  — X)  v/i+X— ^' 

Für  den  dritten  Satelliten  ist  T  =  o'^  .  07419  ,  ß  =  1.3417". 
f'  sm  0.07224,  und  wenn  mau  wieder  die  drey  gröfsten  Glieder 
von  1;"  im  §.  4  nimmt , 

dt;" 

X  =  —rr-  =  o  002684  Cos  (1"— w") 
n''dt  ^  ^  . 

+  o .  001  iSri  Cos  (1"— w"') 
—  0.001269  Cos  ;1' — l'O. 
Eben  so  folgt  aus  ^.  6 

^=0.866  Sind;"  — 314.465  —  o.oi384t) 
+  0.059  SinC-ü" — 23  2.979  +  3.5538o  t) 


\. 


ttk 


400 

woraus  folgt 


lA^ 


t  =  — o**^  .oo5i74— ^  +0.07419  (1 — X)  \/i+X — ^" 

di>"  ■ —  * 


t'  =  oT .  14838  (i— X)  y/i+X— ^». 
Für  den  gierten  Satelliten  endlich  ist  Tso''^;»o:i)(l90,  ßss^'jbSi^^* 

^#=10.072196  ,  X=— — -  =0.014554  Cos  (!*'' — w'") ,  «nd 

J  =  1.363  Sin (o;  ^'— 3i4465  — o.oi384t) 

4- o.  1 26  Sin  (v'^'—f  0,479 +  0.69 140  t),  *^*^  *"^^ 

t  =  — 0.003668^-4: +  0^-09090  (i---X)y'i+X— ^^ 


t' =  oT.  19780  (i  —  X)  f/i+X  —  ^«.   ' 

j  Da  diese  Werthe  von  t  die  Zeit  ausdrücken,    die  seit  dem 

1.    Augenblicke  der  Opposition  der    auf  die  Jupitersbahn  projecir- 
^     ten  Satelliten  verflossen   ist,    einen  Augenblick,    welchen  man 
l    durch  die  in  §.  4-  5  gegebenen  Werthe  von  v  und  s,    und  durch 
die  gegebenen  Tafeln  Jupiters  selbst  bestimmen  wird  ,  so  geben 
diese  Werthe  von  t  auch  die  Zeit  der  Immersion  und  dc^rEmer- 
sion  der  Satelliten, 

I.  Nach  der  Lage  der  Schattenachse  gegen  die  Frde,  kann 
die  Seite  des  Schattens,  wo  der  Eintritt  oder  Austrittdes  Satel- 
liten Statt  hat,  von  dem  Körper  Jupiters  für  uns  bedeckt  wer- 
den, und  dann  sieht  man  den  Satelliten  nicht  in  den  Schatten, 
sondeini  in  der  Scheibe  Jupiters  ein  -  und  austreten.  Um  diese 
Umstände  näher  zu  bestimmen,  sev  1  die  jovicentrische  Länge 
p  des  Satelliten,  und  L  die  jovicentrische  Länge  der  Erde,  wo 
Li  =  180**  + geocentrische  Länge  Jupiters  ist.  Sey  ferner  a  der 
Halbmesser  der  Satellitenbahn,  und  A  die  Entfernung  Jupiters 
von  der  Erde,  so  hat  man  in  dem  ebenen  Drejeckc  zwischen 
j  der  Erde  ,v  dem  Jupiter  und  seinem  Satelliten,  wenn  man  die 
Breiten  vernachlässiget,  den  Winkel  an  Jupiter  =  1  ^^ — L,  und 
-wenn  der  Winkel  an  der  Erde  durch  T  bezeichnet  wird 

aSind— L) 
tgT  = 


A-~aCos(l-Lj 


r«  Ä      «.  »  »  -I  11.      .       r„  ä  Sin(l L) 

tß.  T  =  ~Sin(I— L)  ,  oder  endhch  T  = -r 

^  A  A        Sm  1'^ 

y¥0  also  T  die  Elongation  (Vol.  If.  S.  76)  des  Satelliten  für  den 
Mittelpunkt  der  Erde  ist.  Ist  T  gröfser  als  der  von  der ^i^e  ge- 
sehene Halbmesser  Jupiters ,  so  ist  der  Satellit  sichtbar ,  ist  T 
kleiner ,  so  ist  der  Satellit  entweder  vor  der  Scheibe  Jupiters 
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sichtbar 9  oder  hinter  derselben  unsichtbar,  nachdem  (4 — L) 
kleiner  oder  gröfser  als  180  Grade  ist.  Ist  endlich  T  gleich  je- 
nem Halbmesser,  so  ist  der  Satellit  an  dem  Rande  Jupiters 
selbst« 

Es  ist  aber  der  scheinbare  Halbmesser  Jupiters  in  der  mitt- 
leren Entfernung  der  Erde  Ton  der  Sonne  gleich  93^^2,  also  ist  der 

Ton  der  Erde  gesehene  Halbmesser  gleichi^ — L  ,  und    der  Satellit 


<i3.s 


d»  Yu  wenn 


erscheint  daher  am  Uande  Jupiters,  wenn  T  s 

«.      .     *v       93.a  Sin  1''   . 

Sin(l-L)=-2 ist. 

^  a 

Multiplicirt  man  die  in  ^«  3  gegebenen  Werthe  ron  a  durch 
i9'^5  den  Halbmesser  Jupiters  in  seiner  mittleren  Entfernung, 
so  erhält  man 

a     =   111".   I 
a'   =   176  .  ö 

S82  •  o 

496  •  o 

und  multiplicirt  man  die  Sinus  dieser  Winkel  durch  5.  ^028,  der 
Entfernung  Jupiters  Ton  der  Sonne  in  Theilen  der  halben  gro- 
fsen  Achse  der  Erdbahn ,  so  erhält  man  die  Halbmedaer  der  Ss- 
tellitenbahnen  in  Theilen  der  halben  grofsen  Achse  derErdbsho, 
oder 


a'' 


oo3oo28 

0044^96 
0071131 

a^^^=  o  •  oi25iio 


a  s  o 
a'  =  o 
a''  =  o 


Substituirt  man  diese  letzten  Werthe  yon  a  in  der  Torhergeheo' 

o3".3 
den  Gleichung  Sin  (1 — L)  =  Sin  i'%  so  erhält  man 

1    —  L  =  8^39'  16''  oder  171^20^44'/ 

P  —  L  =  5  48  54  -  -  174  t»  6 
1//  —  L  =  3  38  3i  -  -  176  21  29 
1/// —  L  =  3     411      --    177   55  49 

und  diese  Winkel  sind  die  Gränzen ,  zwischen  \relchen  derSi- 
tellit  von  der  Erde  sichtbar  ist.  Mit  ihrer  Hülfe  wird  man  die 
Eintritte  der  Satelliten  in  den  Band  der  Jupitersscheibe ,  oder 
ihre  Bedeckung  hinter  dieser  Scheibe  bestimmen«    So  ist  i,  ^' 
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für  den  ersten  Satelliten  für  den  Eintritt  und  Austritt  auf  der 
vordem  Seite  der  Jupitersscheibe 

1  =  jovic.  Länge  Aer  Erde  +  8*  89'  16" 

und  für  den  Eintritt  und  Austritt  auf  der  von  uns  abgewendeten 
Seite  Jupiters 

1  =  geoc.  Länge  Jupiters  +  8®  3i)'  16", 

welche  Ausdrücke  dazu  dienen  könnißn,  sich  zu  der  Beobachtung 
dieser  Erscheinungen  vorzubereiten*  Man  bemerke  noch ,  dafs , 
da  93^^.  2  der  Halbmesser  Jupiters  in  der  mittleren  Entfernung 
der  Erde  von  der  Sonne,  oder  in  der  Entfernung  1  ist,  der 
Halbmesser  Jupiters  in  Theilen  der  mittleren  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne  gleich  Sin  qS^'«  2  =  98^^  2  Sin  1^^  ist,  und 

dafs  daher  die  vorhergehenden  Gränzen  oder  die  Werthe  von 

• »      *■ 

Sin  i^^die  Horizontalparallave  der  Satelliten  in  Beziehung 

auf  ihren  Hauptplaneten  ausdrücken» 

5.  10. 

• 

Anfser  den  bisher  betrachteten  wahren  Ungleichheiten , 
welchen  die  Satelliten  durch  ihre  eigenen  gegenseitigen  Störun- 
gen und  durch  die  Wirkung  der  Sonne  unterworfen  sind ,  gibt 
es  andere ,  welche  blofs  von  den  Ungleichheiten  Jupiters  und 
der  Erde  abhängen ,  und  daher ,  da  sie  mit  diesen  verschwinden 
würden,  blofs  scheinbar  sind.  Geht  man  z.B.  von  einer  beob- 
achteten Finsternifs  aus ,  die  zu  der  Zeit ,  als  Jupiter  in  seinem 
Ferihelium  war,  Statt  hatte ,  so  würde  man  die  Zeiten  aller  fol- 
genden Finsternisse  durch  eine  blolse  Addition  der  synodischen 
Revolution  des  Satelliten  finden,  wenn  die  Bewegung  Jupiters 
in  seiner  Bahn  gleichförmig  wäre.  Da  aber  die  Bewegung  dieses 
Planeten  in  seiner  Sonnennähe  gröfser  ist ,  als  die  mittlere  ,  so 
wird  die  nächstfolgende  w  a  h  r  e  Finsternifs  später  eintreten,  und 
zwar  um  die  Zeit  3,  welche  der  Satellit  braucht,  mit  seiner  mitt- 
leren sjnodischen  Bewegung  einen  Bogen  zu  durchlaufen ,  wel- 
cher der  Mittelpunktsgleichung  Jupiters  für  diesen  Ort  seiner 
Bahn  gleich  ist.  Ist  nämlich  t  die  periodische ,  und  T  die  sjno- 
(lische  Umlaufszeit  des  Satelliten ,  und  «i  der  Bogen ,  welchen 
Jupiter  in  seiner  Bahn  während  der  Zeit  T  zurücklegt ,  so  be- 
schreibt der  Satellit  während  der  Zeit  t  den  Bogen  36o^,   und 

,            •/36o+«\ 
während  der  Zeit  T  den  Bogen  36o  *+«,  also  wt  T  =s  f  -— I    t , 

oder  T  desto  gröfser»  je  gröfser  «1  ist« 

Ist  also  do)  did  Hittelpunktsgleichung  Jupiters  ,  so  ist 
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Ist  aber  <  die  Excentricitat  der  Jnpitersbahn ,    und  m  seine 
mittlere  Anomalie  yom  Periheliom  gecBhlt.  ao  ist  (Vol.  IL  S.Ö7) 


dl»  ^ 


2a 


Sin  \^* 


Sin  m  =  5^.5io  Sin  m. 


Substituirt  man  daber  für  T  die  in  ^«  3  gegebenen  synodi* 
scben  Bevolationen ,  so  erbält  man  för  die  gesuchte  Correction 
jeder  nächstfolgenden  Finstemifs 


f.  Satellit 

- 

-' 

5 

• 

c^. 

65o 

Sin 

m 

11.     -    - 

- 

- 

1    • 

^o5 

Sin 

m 

iir.  -  - 

• 

- 

«    • 

640 

Sin 

m 

IV.   -   . 

• 

* 

6   . 

i56 

Sin 

m. 

I.  Allein  auch  nach  diesen  Verbesserungen  atiminten  die  »0 
▼oraus  berechneten  Finsternisse  noch  nicht  ^enan  mit  den  He- 
obachtungen  überein,  und  man  fand  bald,  dafs  die  urahren  Fin- 
sternisse sich  verzögerten,  wenn  die  Entfernung  Jnipiters  Ton 
der  Erde  wuchs,  und  früher  eintreten,  wenn  jene  Enfernnng  ab- 
nahm,  und  dafs  sie  überhaupt  zur  Zeit  der  Opposition  Jupiters 
tnit  der  Sonne  um  nahe  oi>  .  074  früher  Statt  hatten,  als  zur  Zeit  der 
^^onjunction  Da  Jupiter  in  seiner  Opposition  uns  um  den  ganzen 
Durchmesser  der  Erdbahn  näher  ist,  als  in  der  Conjnnction,  so 
fand  bekanntlich  Römer  (Vol.  I.  S  56.  u.  Vol.  IL  S.  233)  die 
Ursache  jener  Erscheinung  in  der  (Geschwindigkeit  Ae%  Liichtes, 
welches  also  o*"  •  374  braucht,  den  Durchmesser  der  Erdbahn  za 
durchlaufen. 

Die  Ungleichheit,  welche  daraus  für  die  Zeilen  der  Finster- 
nisse entsteht ,  wird  also  yon  der  Distanz  D  Jupiters  von  der 
l^rde  abhängen.  Nennt  man  A  die  Länge  der  Sonne  ifreniger  der 
heliocentrisdhen  Länge  Jupiters,  und  rR  die  Entfernungen  Ju- 
piters und  der  Erde  von  der  Sonne ,  so  ist 

D  =  J/r"+R»— arRCosA 

oder  wenn  man  die  dritten  Potenzen  von  ~  vernachlässiget 

r  ^ 


D  =  rH RCos  4  (  ,-.    -- j— --C 

■   /4r  V         8r*/       4r 


OS  2  A 


R« 
3r^ 
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Ist  aber  a'c  die  halbe  grofse  Achse  und  die  Excentricitat 
der  Jupitersbahn,  und  m  die  mittlere  Anomalie  dieses  Planeten 
vom  Periheliuni  gezählt,  und  bezeichnet  man  für  die  £rde  die- 
selben Gröfsen  durch  1  ,  E  und  M  ,  so  ist  (Vol.  iL  p.  60) 

r  =  a  (1  — «Cos  m)  und  R  =  1  — E  Cos  M  , 
also  der  vorhergehende  Ausdruck 


4i3 

D=:a+     — iCosrnf  a— .--—) — CosAl  i — ^r—- ) —  --  Cos  a  A. 
■^4t  V       4a/  \        8a*/        4a 

— -1-Cos  SA  +  ECosMCosA 
Öa' 

und  dieser  Ausdruck  mit  der  Zeit,  welche  das  Licht  braucht, 
den  lialbmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen,  das  heilst,  mit 
o*"  •  187  multiplicirt,  wird  die  Zeit  geben,  um  welche  die  Fin- 
srernisse  in  der  Entfernung  D  später  gesehen  werden,  als  wenn 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  unendlich  grofs  wäre.  Substi- 
tuirt  man  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  yoi^  a  e  und  K  aus 
Yol.  IL  S.  3^37,  so  erhält  man  für  die  sogenannte  Lichtglei- 
ehung  den  Ausdruck 

o  .1870=0'»  ,719 — o**  .034  Cos  m — o**  .i36CosA — o'*  *oo7Cos2A 

—  o**  ,001  Cos3  A-j-o**  .oo'2CobMCüs  A. 
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VIERZEHNTES    KAPITEL. 


Präcession  und  Nutation» 


5.  «. 

VV  ir  wollen  nun  untersuchen,  -welche  AenJcrungen  die  Anzi^ 
hung  der  Himmelskörper  in  der  Lage  der  Erdachse  und  in  der 
Geschwindigkeit  ihrer  Rotation  um  diese  Achse  hervorbringt) 
und  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  IL  des  Kap.  IV.  §•  3 
wieder  vornehmen. 

Diese  Gleichungen  sind 

Cdp+(B— A)qrdt=5dNCos^  — dN^Sin»  1 

Apq+  (C— B)  prdt  =  dN"  Cos  9  — (dN  Sin »  +  dN'  CosS)  Sin  Al 
Bdr  +  (A— C)  pqdt  =  —  dN^Sin^— (dNSinS^-  dN'  Cos»)Co8  yj 

wo  dN  =/dmdt  (Yx  — Xy) 
dN/=/dmdt  (Zx— Xz) 
dN"=/dmdt  (Zy— Yz) 

und  pdt  =:  d9  —  dv)/  CosS 

qdt  =  dvf/SinSSin^ — dd  Cos^ 
r  dt  =  d>)/ SinSCos^-f^^  Sin9 

also  auch  —  =  r  Sin  9  —  q  Cos  p 
dt 

dvj/ r  Cos  9  +  q  Sin  9 

dt  Sin;* 

In  diesen  Ausdrücken  müssen  wir  yor  allem  dieTVcrthcder 
Gröfsen  XYZ  Ijcstimmen. 

Die  Lage  eines  Gestirns  gegen  den  Schwerpunkt  der  EA 
den  wir  zugleich  als  ihren  Mittel^mnkt  annehmen  ,  werde  durch 
die  drey  rechlwinUlichlen  Coordinaten  xyz,  und  die  Lage  eine« 
Elementes  dm  derErde  gegen  densclbenSchwerpunkt  werde  durch 
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die  den  vorigen  parallele  Coordinaten  x'  y'  z^  gegeben  ,  und  et 
sey  ^  die  Entfernung  des  Gestirns  von  dem  Schwerpunkte  der 
Krde,  so  wie  t'  die  Entfernung  des  Gestirnt  von  dem  Elemente 
d  m  5  das  heifst 

^«  =x«+y«  +  z*  undr^«=(x'— x)»  +  (y'— y)*  +  (z'— z)*. 

Beieeichnet  K^  die  Kraft,  mit  welcher  das  Gestirn  auf  den 
Schwerpunkt  der  Erde ^  und  K^^  die  Kraft,  mit  welcher  es  auf 
das  Element  d  m  wirkt,  so  hat  man,  wenn  M  die  Masse  des  Ge- 
stirns ist , 

K'  =  !E  und  K"  =  ^ 


e* 


./• 


Da  wir  aber  hier  nur  die  Rotation  betrachten  wollen,  so  ab- 
tlrahiren  wir  yon  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde,  und 
bringen  daher  nur  die  Differenz  jener  beyden  Kräfte  (K" — K') 
in  Rechnung,  Diese  Differenz  der  Kräfte  oder  diese  Kraft 
(K'^ — K'),  nach  der  Richtung  der  Achsen  der  x  j  z  zerlegt,  sey 

f.  Diese  drey  Ausdrücke  sowohl  als  auch  dieGröfse  V  selbst 
mufs  nun  Zuerst  näher  bestimmt  werden*  Es  ist  aber 


/dV\  _  /dK^^\  _  /dK/\ 
Vd?/         Vdx'/         Vdx'/' 


und  die  Kraft  K^  nach  der  Richtnng  der  x^  zerlegt,  ist  gleich  dem 
l^rodukte  von  K^  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  x  mit^  bil- 

X 

det ,  oder,  da  dieser  Cosinus  gleich  •-  ist,  so  hat  man 


o= 


Mx 

und  ganz  eben  so 

dK'\         Mz 


/dK'\  My         ,   /^1K'\         Mz 


Auf  dieselbe  Art  erhält  man  auch 

_  M(x'— X)     /^dK"^  _  M(y/— y)   f^VJ^  ^  M(z^z) 


/d K//\  _  M(x/— X)     /dK^^\  _  M(y/->y)   /dK^\  _ 
KdTjJ  r^»  \dy'/  r'*        Vdz'/ 

V  /dV\       /dK'N        /dK'\      .,       , 

Die  Gleichung  (^  j^J  =  (^^J  -  (^^    gibt  also 

l  f!I)  =  -^---^!?i!t::l),u^ 

*  Vd  x'/  ^»  r» 


so 


0 
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/dV  \  ^  _  My  _  M (y/— y 
\dy'J  ^3  r/S 

/dV\  _   _  Mz  _ 
Vdz'/  7*^ 


M  f  z*— 2) 
r/t 

Die  Gröfse  Y  selbst  also ,  deren  partielle  Difierentialien  die 
so  eben  angezeigten  YVerthe  haben ,  ist  daher 

T=-.—  (xx/  +  yy'+2zO+  — 

Nimmt  man  von  diesem  Ausdrucke  der  Gröfse  Y  auch  die  partiel- 
len Differentialien  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  x  j  z,  so  ist 

Vdx/  f     Vdy/         f     \dz/         <> 

II.    Aus  der  Yergleichung  beyder  Systeme  der   partielle» 
1.  ifierentialgleicbungcu  erhält  nion  solort 

*'  Vdy/  ~^  Adx'/    ~  ■    Vül/  "~  '^  \AyJ 

Vdz'X  Vdx'/  Vdx/  KdzJ 


Vdz'/  Vdyy  Vdy/  Vdz 


Durch  die  vorhergehenden  Bestimmungen  lassen    sieh  die 
Werthe  von  N  N^  N^^  bequemer  ausdrücken.  £s  sind  nämlich  «lie 

Gröfsen   {   )  ,*  (  )  ,  ( )  dieselben,  welche  in  den  obi- 

\dxJ      Vdyy      Vdzy 

gen  Ausdrücken  für  N,  N^,  N^'   durch  X,  Y,   Z  bezeichnet  Gar- 
den 9  so  dafi^  man  also  hat 
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d 

d 


d 


I«  Um  diese  Ausdrücke  von  dN ,  dN^  dN^^  noch  weiter  zn 
reduziren,  wollen  wir  in  ihnen  die  Werthe  von   f -.  j   .  ♦  ,  . 

des  §*  1«  N«  h  substituiren»  Es  ist  nämlich 

Da  aber  die  Gröfsen  z'  j^  z'  gegen  x  j  z  sehr  klein  sind ,  so  ist 


pl  ^  [f  •— a(xx'+y7'+220]      =  p"— 7?  («/+yy/+zzO  + 


AlsQ  hat  man 

dN_3M  V. 
dt         C 

und  eben  so 


=  —  /dm  (yx* — xyO  (xx'+yy'+zz') 


dN'       3M 

Tj—  Ä=  —  ^  dm  (zx' — xz')  (xx'-f-yj'-j-zzO 

dN''       3M    , 

■~  =  — /dm  (zy'^yzO  («'+yy+iszO« 

Führt  man  aber  wieder  die  in  Kap.  lY.  $.  3  gebrauchten  Grö- 
fsen ein       '  . 

A=/dm(y'»+z'«),  B=/dm(x"+2'0,  Ct=/dni(x'«+y'»), 

und  setzt,  wie  dort,  /x'y'dm=/x'z'dm=/yVdmaso,  so  ist 

'  '         dN       3M    ,  ■      '     ^ 

—  =  — /dm  (X'»— y'«)  X  y .  o^w 


d 
"d 


N       3M,„     .^      1 
i7=p-(B-A)xy  ] 

nnd  eben  ao  I 

dN'      3M  f 

—  =^(C-A)xz   j 

-=^-(C-B)yz  J 
III.  D  d 
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5.3. 


Die  zuletzt  gefundenen  Werthc  ron  dN ,  dN%  dN"  sollen 
nun  in  Jen  Gleichungen  (I)  des  {.  1  substituirt  i^verden.  Vor 
dieser  Substitution  aber  bemerke  matn.  Folgendes : 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Erde  ein  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  entstandenes  Sphäroid  ist,  so  ist 

dN 

bekanntlich  A  ==  B ,  also  auch  3—  =  o.  Feiner   sind   die  Coordi- 

dt 

naten  x  y  z  der  Glcirhnngen  (I)  ganz  willkührlich  genommen, 
und  dadurch  diese.  Gleichungen  selbst  in  ihrer  ganzen.  Allgemein- 
heit dargestellt.  Wallen  wir  uns  e.  £•  vorstellen,  die  Kbene  der 
X  7  sey  die  Ebene  der  Ekliptik ,  so  ist  ^  die  Neigung  der  Eklip- 
tik gegen  den  Aequator^  und  9.  der  Winkel  der  x  mit  der  ersten 
freyen  Achse.  Nehmen  wir  aber  statt  der  Ekliptik  den  Aequator 
selbst,  in  welchem  zwfey  der  freyen  Achsen  liegen,  nnd  nehmen 
wit*  ferner  die  neue  Achse  der  x  als  die  erste  fr  eye  Achse  an, 
so  ist  3  =  0,  und  p=:o«  Die  ersten  der  Gleichungen  (l)  ist  dann 
dp  =  o,  oder  p  ^  D ,  wo  D  eine  constante  Gröise  ist ,  und  dk 
beyden  andern  Gleichungen  (I)  sind 

dN" 
Adq  +  (C— A)rD.dt=-^ 


Adr+(Ar-C)qD.dtt=: 


dN' 


dt 


dN'     dN^ 

oder  wenn  man  .die  Werthe  von  t^— •   -^ —  aus  K»  a  substituirt 

d  t        d  t  ^ 


3Mdt  1 

Adq  +  (C— A)  rDdt  =  ±i!!^(C_A)yz   1 

Ädr  +  (A— C)  qDdt  =  ^^^^  (A-.C)xz  f 


(t). 


Ueberdiefs  war  pdtsd^  —  dv)/  Cos  d,  und  da  d  %f/  die  Verän- 
derung des  Winkels  der  beyden  Achsen  der  x^  eine  sehr  gerin- 
ge Gröfse  ist,  so  ist  sehr  nahe  p  d  t  =  d  9  oder  d  j^  ss  D «  d  t« 

5.  4. 

Die  Gleichungen  (1)  enthalten  die  Störungen  der  Botatioi 
in  Beziehung  auf  den  Aequator.  Will  man  diese  Störungen  ,  de« 
astronomischen  Gebrauche  gemäfs ,  in  Beziehung  auf  die  Eklip- 
tik, als  feste  Ebene,  wofür  wir  die  Lage  der 'Ekliptik  für  irg^ 
eine  fixe  Epoche  jiehmen  wollen ,  erhalten  ,  so  wird  man  ditf 
neue  Coordinaten  |  &/  i;  einführen ,  von  denen  |  u  in  der  Ebene 
dieser  festen  Ekliptik,    und  i  in  der  Linie  der    Nachtgleicbei 
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liegt.  Es  sey  nun  "wieder  »  die  Neigung  der  Ebene  g  i;  und  xy  , 
und  9  der  Winkel  der  x  mit  |,  so  ist  (Kap.  IV.  §.  a) 

X  =  I  Cos  9  +  V  Cos  S  Sin  9  —  ^  Sin  ^  Sin  9 
y  =  ^  Cos  »  Cos  9  —  5  Sin  p  —  ^  Sin  »  Cos  9 
z  2=  -ü  Sin  5r  +  ^  Cos  S 

und  wenn  man  diese  Werthe  yon  x  y  z  in  (i)  substituirt 

Adq  +  (C— A)rDdt  c=  (C— A)  dt  (P Cos 9  — P' Sin 9) 


Adr +  (A— C)qDdt  =.(A— C)dt  (P/Cos9  +  PSin 

3M 


:::;}« 


wo  der  Kürze  wegen  P'  =   -^  (|i;Sin3  +  |^Cös^) 


3M 

und  P  =  -y.  [(1;»— 5")Sin5CosS-f 'ü^(Cos«S  — Sin«S);i 

gesetzt  worden  ist. 

Diese  Gleichungen  (2)  drücken  die  Störungen  der  Potation 
in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik  aus«   und   aus  ihnen  werdeu 

sich  die  Werthe  t—  und  tt  durch  die  vorhergehenden  Glei- 
chungen des  $•  1 

^  =  r  Sin  9  —  q  Cos  9 

r 

dvj;        rCos9-|-qSin9 
dt    ■"  Sin:» 

bestimmen  lassen,  wenn  man  zuerst  ans  den  Gleichungen  (3)  die 
Werthe  von  q  und  r  gefunden  hat«  Diese  Ausdrücke  von  q  und 
r  wollen  wir  daher  jetzt  suchen. 

5-  5.    , 

Die  Grofsen  P  und  P^  des  §.  4  hängen  allein  von  den  Grov 
fsen  ^  "v  ^  und  ^  ab ,  diese  letzteren  aber  hängen  von  der  mittle- 
ren Länge  und  voii  der  mittleren  Anomalie,  und  diese  endlich 
wieder  unmittelbar  von  der  Zeit  ab ,  so  dafs  also  die  Gröfse  P 
und  P^  selbst  Functionen  der  Zeit,  und  zwar  periodische  Func- 
tionen derselben  sind,  weil  sich  di^  Werthe  von  ^^v  i  undf  nicht 
ohne  Ende  anhäufen ,  sondern  in  bestimmten  Gränzen  wachsen 
und  abnehmen.  £s  werden  sich  also  diese  Gröfsen  P  und  V  in 
Reihen  entwickeln  lassen ,  deren  Glieder,  da  die  Reihen  perio- 
dischsind, trigonometrische  Functionen  der  Zeit  seyn  werden. 
Zwar  ist  die  Form  dicber  Glieder  unbekannt,  aber  eine  der  Na» 
tur  der  Sache  nicht  gemäfse  Annahme  derselben  wird  im  Ter-^ 

\  D  d  3 
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folg  die  Rechnung  auf  unmögliche  oder  'widersprechende  Resul- 
tate führen«  und  sonach  yon  selbst  auf  die  Annahme  der  gehö- 
rigen  l?orm  leiten« 

Ich  setze  also  roraus,  dafs  P  in, eine  Reihe  entuv^lckelt  wer- 
den könne,  deren  jedes  Glied  die  Gestalt  ji  Cos  (Ft+e)  hat, 
und  dafs  P^  eine  ähnliche  Reihe  gebe,  deren  Glieder  insgesamrot 
die  Form  a'  Sin  (Ft-f-e)  haben.  Nimmt  man  der  Kürze  wegen 
blofs  auf  ein  einzelnes  dieser  Glieder  Rücksicht ,  so  ist  aus  (2) 

Adq-|-(C  — A)rDdt 

=,  T(C— A)dt[(Ä+ÄO  Cos  (j&+Ft+e)+(«— »0Cos(9— Ft— e)] 

Adr  +  (A  — C)qDdt 

=|(A— C)dt[(ii+ÄOSin(^Ft+e)+(«— Ä0Siii(9-  Ft— e;] 

Um  daraus  q  und  r  zu  finden ,   wollen  wir  diesen    Gröfsen  die 
Form  geben- 

q  =  P"  Sin  C9-f-Ft+e)  +,Q"  Sin(9— Ft-— e)l      .jx 
r  =F"Cos(9+Ft+^)+9"Co8(9— Ft— e)J 

und  daraus  die  Werthe  von  P",  Q'^  suchen. 

'  Aus  dieser  Annahme  folgt  sofort 

dq  =  P"(D+F)  dt  Cos  (9-f.Ft+e)  +  Q"  (D— F)  dt  Cos(9— Ft-c) 

also  auch 

Adq  +  (C— A)rD  dt=  P"[A(D+F)+(C— A)D]dtCos(;^+Ft+e) 

+  Q"[A(D— F)  +  (C— A)D]dtCös(9—  Ft^e) 

und  wenn  man   dieses  mit  dem   zuvor  gegebenen  Werthe  von 
A  d  q  -^  (G — A)  r  D  d  t  vergleicht ,  so  erhält  man 


p//  = 


^(G  — A)(a+äO 


i(C — A)(ji — jiO 


CD 


AF-"'^^'  =-ClJ=ÄF 


und  dieselben  Ausdrücke  für  V"  und  Q'/  findet  man  auch ,  wenn 
man  d  r  sucht ,  und  damit  auf  dieselbe  Art  verfahrt« 

Da  aber  die  Gröfsen  P  und  P^  nur  die  Entfernungen  |  t  { 
und^< enthalten,  die  sich  nur  sehr  langsam  ändern,  so  ist  die 
Gi^pfseF,  welche  in  den  Ausdrücken  P  =  ffCos(Ft  +  e)  unJ 
F^  =x^  Sin  (Ft-|-6)  diese  der  Zeit  proportionalen  Aendernngen 
von  I  v  ^.  ^  bezeichnet ,  eine  sehr  geringe  Gröfse  ,  oder  es  ist 
sehr  nahe  »  . 

aCD  ^     '  flCD 

•  U*i      Substituirt  maä  diese  Werthe  von  P''.  und  Q^'  in  den  GIc»- 
i<[^imgen  (3^ ,  so  sind  die  Werthe  von  q  uud  r  bestimmt« 


I 


4a  I 

Substituirt  man  dann  die  in  ^.  5  gefundenen  Werthe  ron  q  and 
r  in  den  zwey  letzten  Gleichungen  des  $.  4 ,  so  ist 


\-  da 


j^  =  (Q//_p//)Sin(Ft  +  c) 

dvl/      rO'.'+P'O 

J7  =  ' V\   ^Cos(Ft+e) 
dt  Sin3  ^ 

^    •       1.      ^     .«         2äP"       ä(C  — A) 
Es  ist  aber  Oz+p//  =,« =  _ -— — : 

^~       ä+ä'       cd 

Q//_p//-;  -^         ^,  also  ist  auch 

dvl/        C— A 

"r^=  o^^b^ — .-2'.ÄCos(Ft  +  e) 
dt       CDSin^  ^  ^ 

^venn  man  nämlich  durchs  die  Summe  aller  Glieder  bezeich- 
net 5  in  welche  P  und  P'  entwickelt  werden  können  ,  von  wel- 
chen wir  9  da  sie  alle  yon  derselben  Form  sind ,  der  Kürze  we- 
gen vorhin  nur  ein  einziges  betrachtet  haben. 

Stellen  wir  jetzt  die  frühere  Form  dieser  Gröfsen  wieder 
her ,  da  die  damit  yorgenommenen  Yeränderungea ,  nämlich  die 
Auflösung  in  Reihen ,  deren  Glieder  der  Zeit  proportional  sind, 
nun  zur  Auffindung  der  Werthe  von  q  und  r  gedient  haben  ,  «o 
hat  man,  da  P/ = -S**' Sin (F  t -f- e)  undP  =  2ÄCos(Ft  +  e)  ist, 
statt  den  zwey  vorhergehenden  Gleichungen 

dd=:  ^^.    P/dt 
CD 

S>(4). 
^+=CDShO-^^^ 

5-  7- 

Die  Gleichungen  (4)  sind  die  gesuchten.  Die  erste  gibt  die 
Teränderung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  die  zweyte  die  Ver- 
änderung der  Lage  des  Aequinoctialpunktes  an,  vorausgesetzt, 
dafs  beyde  Veränderungen  blofs  durch  die  Störungen  bewirkt 
werden ,  welche  von  den  äufseren  Kräften  in  der  Rotation  der 
Erde  erzeugt  werden. 

Für  die  Kugel  ist  A  =  C,  also  d^  ==  dv)/  =  o ,   oder  diese 


4^2 


beyden  Aenderungcn  yertchwindcn  für  die  Kugel  9  und  können 
daher,  wenn  sie  existiren,  nur  eine  Folge  der  Abplattung  der 
Erde  sejm 

Jene  äufseren  Kräfte  aber,  welche  diese  Störungen  bejder 
abgeplatteten  Erde  hervorbringen,  können  allein  von  der  Sonne 
und  vondemMojide  kommen,  da  alle  andern  Gestirne  zu  schwach 
oder  zu  weit  entfernt  sind  ,  um  in  der  Rotation  der  Erde  eine 
merkliche  Veränderung  hervorzubringen.  Betrachten  wir  zuent 
die  Wirkung  der  Sonne  und  sey  v  die  Lange  der  Sonne  von  dem 
beweglichen  Frühlingspunkt;  1^  die  Neigung  der  gegenwärtigen 
Ekliptik  gegen  die  für  eine  bestimmte  Epoche  als  fest  angenom- 
mene Erdbahn,  und  L  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des 
Aequators  auf  der  festen  Ebene  der  Ekliptik« 

Drückt  man  also  die  Lage  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt 
der  Erde  in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik  durch  die 
recht  winklichten  Coordinaten  ^^  v^^^  aus,  wo  |'  in  der  Linie  der 
.veränderlichen  Nachtgleichenlinie  und  j^' v'  in  der  bewegliches 
Ekliptik  liegt,  so  ist  |'  =^Cos  v,  v'sarSini»  und  ^'^=0.  Sind 
dann  1 1;  C  die  Coordinaten  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Erde  in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik,  so  hat  man,  wenn  man 
in  den  Gleichungen  des  (Kap.  IV.  J.  2)  d  ä  ^  und  f  =yp  = — L 
setzt, 

|  =  |/(CosySin«L  +  Cos'L)  +  i;'(SinLCosL— CoscySinLCoiL) 
^  =|'(—  Cos  ty  Cos  LSin  L-Sin  L  CosL) + ^'(Cos  <yCos  »L  +  Sin'L) 
^  =  1'  SincySinL  —  o;' Sin cy CosL.        ^ 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man 


I  =  —  Cos  V 

a 


jaCos«   -  +  C0S2L  — Cos«y  C0S2L)! 


-f-T^Sin  vSin2L-"'j^^Cos7  Sin  v  Sin  sL 
oder  |==^Cos*  J<y  Cosy«f"f  ^^^*  f'yCos(y  —  aL) 

un4  eben  so  findet  man 

y  =^Cos*f  «ySinv — ^Sin"  |(y  Sin(v —  aL)  und 
(f  =^SincySin(v  —  L). 

Vernachlässiget  man  die  höheren  Potenzen  von  «y,  so  ist 

1 1;  =  i  f '  Sin  3  V 
I  ^  =;  |cySin(2y — L)  —  i^'cySiuL 
1;^=  if'cyCosL  —  if»'yCos(av  —  L) 
7/»  — 4»»  ==f  ^«(1— C(fs2|/). 

Nimmt  man  die  Sonnenbahn  kreisförmig  an,  so  ist  ^  =s  a  n' 
>"  — nu,  wo  a  die  halbe  grofse Achse  der  Sonnenbahn  und  mtdiemitt* 
lere  Länge,  also  m  die  mittlere  tägliche  Bewegung  der  Sonne  ist» 


in 

F/ 
k 


4^3 

*  * 

£i  ist  aber  (Kap.  VH  J.  4)  J/TVI  =  — .  a' ,  wo  r  das  Sternjahr 
>   der  Erde  bezeichnet  ^  und  *-«  s^m,  a1soM=a'm',  Setzt  man  also 

*  ■       T 

I  dv  ,  M 

,  ^  ^  =  a,  d  t  =  -^  und  Dfi»  =.  ^  v   , 

c 

F  80  ist ,  wenn  man  die  letzten  Werthe  yon  f  1; ,  |  {; « « .  in  den  zu 
Ende  des  $•  4  gegebenen  Werthen  yon  F  und  P^  substituir t , 

* 

P/  d  t  =    ^ (  —  Sin  a  1/  Sin  S  — 

»    • 

dv  \ 

<ydtSinLCos5-|->(y.  — •Sii|(2y — L)  Cos  ^  j 

Vernachlässiget  man  das  letzte  dieser  Glieder ,  da  es    gegen 'die 
bejden  andern  sehr  klein  ist  >  so  hat  man 

/P/dt=  —  —  Sin5Cos  2  v  —  |m»  Cos^./ydt  Sin  L 


iselbst  in.  diesem  Ausdrucke  ist  das  letzte  Glied,  da  es  in  die 
•ehr  kleine  Grölse  ^  multiplicirt  ist ,  gegen  4^s  erste  beynabe 
ials  yerschwindend  zu  betrachten. 

Bezeichnet  man  die  Gröfse  v  ^  L  M  und  a  für  den  Mond 

M' 
mit  einem  Striche ,  so  ist,  wenn  — -  =  Bm^ gesetzt  wird«  ana- 
log mit  dem  Vorhergehenden 

3  B  ni  *  . .  I  'r 

yP'dt  =— .SinSCosaW— «m«BCosS./ydt  Sin  L' 

4^^ 

1  wo  ry*  die  Neigung  der  Mondsbahn  gegen  die  Ekliptik  und  L^ 
:die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  dieser  Bahn  in  der  Eklip- 
tik ist.  Ist  c^  die  Tangente  dieser  Neigung,  ^o  ist,  da  c^^  nur  klein 

'ist,  c'  =  y',  wo  aber  y  mit  Sin  1"  =  -- — 7 — -  naultiplicirt  wer- 

den  niufs*  Es  ist  aber  bekannt ,  dafs  diese  Neigung  cy'  eine  be« 
ständige  GrÖfse  ist,  so  wie  man  auch  die  Gröfse  ^  als  constant 
einnehmen  kann. 

Ist  ferner  f'  die  tägliche  Bewegung  des  Mondsknotens ,  und 
^^  die  Länge  des  Mondsknotens  für  irgend  eine  Epoche ,  so  wird 
(Vir  jede  andere  Zeit  die  Länge  des  Mondsknotens  oder  L^  durch 
^F'+f'O  ausgedrückt  werden  können,  oder  da  die  Bewegunj^ 


^2^ 

der  Knoten  rückläufig  ist,   so  ist  L'  s  —  (F^-f-f'  0»  ^^^  daher 
y  Sin  L'  d  t  =;  —  c'  d  t  Sin(F^  +f^t)  und  dessen  Integral 

/<y'dt.8inL/  =  +  ^  Cos(f't+FO 

also  auch  der  yorhergehende  Ausdruck 

3Bm*  c^ 

/P'dtra — j-Sin5C0S3fr'— JBm«  .^CotSCo8(F'+f't). 

Substituirt  man  jetzt  beyde  Werthe  vony  P^dtdes  §•  7  und 
8  in  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  so  ist 

3m(C— A)  f  ^.        •  Bm^  \ 

^  =  **+       «CD       t*^^'^^  (C0S2.+  — CosaW^ 


+  ^^  Cos5  Cos  CF'  +  fn)| 


wo  h  eine  beständige  Gröfse  ist. 

Ist  h  der  Weräi ,  welchen  3  ohne  den  in  dieser  GleichuDg 
angegebenen  Störungen  haben  würde ,  und  ist 

so  ist  auch  annähernd  * 

l.tffh      /^  Bm_  \ 

Substituirt  man  eben  so  die  Werthe  yon  g  1/9  £  ^«  •  •  aus  {.  7 
in  dem  Werthe  yon  P  des  $•  4 )  so  ist 

3m«   /  1 

Pdt= (dtSin^Cos» (SinSCos^d  .  Sinay+ 

2      V  am  ^  "^ 

cydtCosL  (Cos*S  —  Sin«  5)] 
für  die  Sonne  ist  tyzszo^  also 

Pdt=  -^  ^dtSin|»Cos>~  ^.Sin^CosÄ.d.Sinav^ 


Bm 


4a5 

und  für  den  Mond 

^ ,         8Bm«   /•  I 

Pdt=  (dtSin3Co8S ;  (Sin 5 Cos 5. d. Sin 2 W) 

+  (Cos«  S— Sin»  3). yd t Co»  lA 

Ist  ><rieder  y  =  C  und  L'  =  —  (F'  -f-  f  t) ,  so  ist 

ydt  CosL'  =c'Cos(F'+f't)  dt 

und  beyde  Werthe  ron  Pdt  in  der  zweyten  der  Gleichungen  (4) 
substituirt,  geben 

_»:  =s  i 1  l(i+B)mCosS — (  d.Sinav  + 

dt  2CD        r         "^  2dt    V. 

d.Sin2vA+  ^  (Cos«d  — Sin«S)Bc'Cos(F'+f't)l 
J       Sin;^  J 

Ist  aber  wieder  1  =  ?J?il  rC— A)  (i+B)  Cos  h ,  so  ist  das 

2CD  ^  ^      ^  ^ 

erste  Glied  von — li  gleich  1,  also  vp  =:lt.  Setzt  man  dann  in  den 

dt 

andern  Gliedern  abkürzend  S  =h,  so  erhält  man  durch  ihre   In- 
tegration für  den  vollständigen  Werth  yon  >)/  den  Ausdruck 

4/=lt+  ■  *^°^V  Cotg2hSiji(F'  +  f't) 
^  f'(i+B)         ^  V    -r      / 

— --_L_..  fsin  av+?^Sin2  v'^.^.Cö) 
flm(i+B)    V  m'  J 

§•  II. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  geben  die  Werthe  von  S  und 
'\f  in  Beziehung  auf  eine  feste  Ekliptik ;  wir  bedürfen  sie  aber 
zu  dem  astronomischen  Gebrauche  in  Beziehung  auf  die  gegen- 
wärtige, oder  auf  die  bewegliche  Ekliptik.  Sejen  ^'4"  diese  Wer- 
the von  S\{/  für  die  bewegliche  Ekliptik.  —  Denkt  man  sich  ein 
sphärisches  Dreyeck  ABC,  in  welchem  A  C  die  feste ,  AB  die 
bewegliche  Ekliptik  und  B  C  den  Aequator  bezeichnet,  so  ist  die 
Seite  AB  ='4//,  ACr=>)/=L  und  der  Winkel  BAC=<y,  AßC=^' 
und  A  CB  =  i(Jo«-  5^,  also  hat  man  nach  den  bekannten  Ausdrü- 
cken  der  Trigonometrie 

.     Sin  i:=:f  =  tg  ^^-('8o-0  ^^sin  i:±± 

2  2  2 


1 
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Cos  t:::^* 


uBd  tg  2±!«£i±  = 


*  Cos  t!±i  tgiy 

oder  abkürzend 

^^i=z}^ — «ySinL  CotgS,  und 
5^  »5  -{-<y  CosL. 

Setzt  man  wieder  <y  s  c ,  L  =:  F  -|-*f  t ,  so  ist 
9/r=3  +  cCos(F-{-ft)s=sS+cCosF  — cftSinFssa — cftSinF 
und  eben  so  >J/'  =  >|/— c  Cotgd  •  Sin  (F+ft)  =  +— cft  Cotg  »  CosF, 
also  ist 

y  s=  5 — c  f  t  Sin  F  + -l?!^  Cos  (F'+f't) 

_h£h_  /^Cosav+?!?  Cos2W^  ...(7) 
am(i-J-B)\.  m'  -/ 

>!/'  =  1 1— c  ft  Cotg  h  Cos  F—  ^ ^8in2H-  ?^  Sin  i  v^ 

,  Cotg  2  h  Sin  (F'+f't)  •  • .  (8) 


alBc' 


l'(i+B) 

und  diese  Gleichungen  (7)  und  (C)  geben  die  StdruDgeji  der 
Schiefe  der  Ekliptik  und  des  Aequinoctialpunktes  in  Beziehung  auf 
die  yeränderliche  Ekliptik« 

5.  12. 

Um  die  Torhergehenden  Gleichungen  numerisch  zu   entwi- 
ckeln, so  ist  die  siderische  Revolution  der  Erde  '665'^  •  256384 

und  des  Mondes  27*^ « 32i66,  also  m  = ^so'^.oOSbi, 

365. 256384 

undm^s:  ^       =;i3*. 17636,  wo  m  und  m^  die  mittlere  Be- 

Q7.32166 

wegung  der  Erde  und  des  Mondes  in  einem  Stemtag  bezeichnen, 

und  —  =  0.07480  ist. 
m' 

Femer  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  die  Mitte  des  acht- 
zehnten Jahrhunderts  h3=23^  28'  17'^.q,  und  die  Neigung  der 
Mondsbahn  5°  8'  5o^',  also  c'=  tg  5"*  8'  6o/^ 

Bezeichnet  T  ein  julianisches  Jahr,  oder  ist  T  =r^  365^.  ^5, 
so  ist  das  siderische  Zurückweichen  der  Mondsknoten  in  der  Zeit 


/»27 

T  gleich  f'T  =  69680'',  als  f'=  iw.j'ji.  Weiter  war  m*  =  - , 

1  a* 

Bm«=?ü,  also  ist  B=   ?!^.  Aber M=: 35 1886,  M'=o.oi5f, 
a'3  Ma'» 

und  die   Horizontalparallaxe  der  Sonne  8'' 2    und   des  Mondes 

56'  58",  also  ist 

B  ^  (o,oi50Sin356^58--     ^^^^  ^^^^  3^3^ 
(35i886)Sin8ö"2 

In  der  Gleichung  (7)  ist  c  f  Sin  F  die  jährliche  Abnahme 
der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  diese  kann  wegen  den  sehr  gerin- 
gen Aenderungen  der  Gröfsen  c ,  f  und  F  durch  mehrere  Jahr- 
hunderte als  gleichförmig  angeschen  werden.  Nach  den  Beob- 
achtungen beträgt  sie  jetzt  o".484.  —  Tn  der  Gleichung  (8)  ist 
eben  so  (1  —  cfCosSCosF)  das  jährliche  Vorrücken  der  Nacht- 
gleichen, welches  jetzt,  den  Beobachtungen  zu  Folge,  5o"a76 
beträgt.  Da  das  Glied  cf  CosSCosF  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

annähernd  annehmen  IT  s  5o".i76,  oder  1  =s  — 1.2.  =  o.i374* 

365.25 

Nach  dieser  Bestimmung  der  Gröfsen  m  m'  c'  &  B  und  1  hat 
man 

S         SS  o"42,  wo  man  m  =  (0.98561)  36oo  setzen  mufs. 


3m(i4-B) 


«  Bm  ,    ■         1 

Ferner  —  =:  0.224 1   ==  0.07 , 

m'  2m(i+ß)  ^' 


iBc' 


o       2Cotg2h«Blc'  000 

^ =  lo.ieS,  -2 =  i8«88o, 

iui"  f'(i+Bj  ' 


f'(i+ß)Siu4"  f'  (i+B; 

also  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 

3'  =h— o"484t -t-  lo^'.i iCos L'+o".42Cos2v-f  o".o9Cosay'1  .jjv 
\|,'=5o".i76 1  —  i8^'.89  Sin  L'  —  o".97  Sin  2  v —  o".22  Sinay'J 

Das  Glied  o".484  ist  die  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der 
Ekliptik,  das  Glied  5o".i76  die  jährliche  Präcession  der  Nacht- 
gleichen ,  und  die  übrigen  Glieder  der  beyden  letzten  Gleichun- 
gen enthalten  die  Nutation  der  Schiefe  der  Ekliptik  und  der 
Länge.  (Th.  I.  Kap.  D.) 

5.  i3. 

Wir  haben  oben  in  der  letzten  Gleichung  des  J.  7  das  Glied 

t^'.  —  Sin  (2  V  — L)  Cos  ^  vernachlässiget.   Für  die  Sonne  wird 
m 

dieses  Glied  in  der  That  gleich  Null,  äa  t^^  0  ist.  Für  den  Mond 


4^8 


aber  scheinet  dieses  Glied  in  dem  Integrale  dieselbe  Ordnung 
mit  dem  unmittelbar  vorhergehenden  zu  haben ,  und  also  nicht 
weggelassen  werden  zu  dürfen.  Nimmt  man  es  mit  in  die  Becli- 
nung  auf,  so  ist  der  Ausdruck  für  /Pdy  gleich 

/P/dt  =  — ?5!?-Sin5CoR3v'— IBm'Coss/ydtSinL 

4m' 

3BinVcos3Cos(aW-L) 
4m' 

Nimmt  man  also  blofs  auf  dieses  Glied  Bücksicht ,  so  wird 
man  in  der  letzten  Gleichung  des  $•  8  dem  dort  gegebenen  We^ 
the  vonyP'dt  noch  die  Gröfse 

3Bm«  ^^CosSCosCay/— LQ 
4  m'  ^ 

hinzufügen  ,  und  in  der  ersten  Gleichung  des  §.  9  zu  dem  Wer* 
the  von  5  noch  das  Glied 

^"^(^-^^ .  {  y  .  5ü?  Cos  h .  Cos  Up'-LO 
3CD  '      m' 

-       ^  Cos(2W— LO 


2(i-|-B;m' 

addiren.  Da  aber  Y  =  0,0901 ,   B  =  3 »   —  =  0*0748  9    und 

m' 

, =^o.()7  ist,  so  ist  das  letzte  Glied so^^oa  Cos(2v' — L^ 

2m(i4-B) 

also  unmerklich. 

§.  14. 

Aber  in  der  letzten  Gleichung  des  §«  7  wurde  noch  das 
Glied — Im'CosS/^ydt  Sin  L  weggelassen,  und  dieses  Glied 
verdient  eine  nähere  Betrachtung. 

So  wie  wir  in  §.  8  für  den  Mond  angenommen  baben 

/ydtSinL'  =  ^Cos(F'+f't), 
eben  so  können  wir  auch  für  die  Sonne  setzen 
/^dtSinL  =.5Cos(F  +  ft), 

und  dann  ist  jenes  Glied  gleich  ^ 

—  {  m»  C08  h  .  -  Co«  (F  +  f  t). 


4^9 

Nimmt  man  dann  für  den  Mond  statt  dem  eben    erwähnten 
Aasdrucke  den  etwas  genauem 

/y /  d  t  Sih  L'  =  -  Cos  (F'+f't)  —  -  Cos  (F+ft), 

so  erhält  man,  wenn  man  blofs  auf  die  Ton(F-|-ft)  abhängigen 
Glieder  sieht ,  in  ^\  7  für  die  Sonne 

-/P'dt=^'  Cos  S .  ^  Cos  (F+ft) , 

und  eben  so  in  ^.  U  für  den  Mond 

/P'dt=— ^  BCos:»  ("l'CosCF'+f  t)— -  Cos  (F+ft)^ 

oder  vielmehr,  da  das  in  Cos  (F^-{~f^t)  multiplicirte  Glied  schon 
oben  mitgenommen  wurde,  für  den  Mond 

/P/dt=  —  B  i  Cos  S  Cos  (F+ft). 
3         f 

Daher  wird  der  von  (F-f-ft)  abhängige  Theil  des  Wcrthes  von  ^ 
in  der  ersten  Gleichung  des  ^.9 

s=— ?fi!,  J^z::^(i+B)Coss,  -Cos(F+ft)=:—  !2cos(F+ft>..(9) 

2        CD  f  i 

h  Um  eben  so  die  von  (F-|-ft)  abhängigen  Glieder  der  Grö- 
fse  Pdt  zu  erhalten,  so  ist  in  §•  10  für  die  Sonne 

Pdt=i   ^ydtCosL(Cos«S  — Sin»i^) 
2 


s=i^dt.cCos(F+ft).(Cos»S  — Sin«S), 
2 


und  für  den  Mond 


Pdt  =  15HL\cCos(F+ft).(Cos«S— Sin«^) 

2 

Man  hat  daher  auch 

Addirt  man  dieses  Glied  zu  dem  in  ^.  10  gegebenen  Werthe 

von  --I. .  so  erhält  man,  wenn  man  die  bereits  betrachteten  Glie* 
dt 

der ,  welche  von  Cos  (F'-]-f't)  und  yon  Sin  2  v  und  Sin  3  v*  ab- 
hängen, wegläfst 
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J4/       ICosS    ,   l(Cos«S-Sin«5)       ^      ,r'  .  r  n 

•r-  =  77-7+      Q-    ui — i— ^•CC08(r+ft)....(lo). 

d  (         Cosh  oin  h  Cos  h 

In  dem  letzten  Glied e  dieses  Ausdrucks  wird  man  oh 
merklichen  Fehler  5  =  h  setzen  können«  in  dem  ersten  aber  ^i 
man ,  nach  der  letzten  Gleichung  (9) 

d=h— 1^  Cos(F  +  ft) 

Ic 
setzen,  weil  dieses  Glied —  Cos  (F-^ft)  das  einzige  in  dem  Wc 

the  Ton  9  ist,  welches  in  der  Folge  der  Jahrhunderte  noch  e 

1  (^ 
nen   beträchtlichen  Werth  erhalten  kann. '  Dieses  Glied 

Cos 

wird  daher  in  das  Folgende  übergehen 

lCos[h-'|Cos(F^ft)]   =l-j-!litghCüs(F+ft), 

und  daher  ist  das  Integral  der  Gleichung  (10) 
+  =  lt+]^tghSin(F+ft)-i-—   ^'^ 


fSin  hCos  h 

(Cos*  h  — Sin»  h)Sin(F-f 
oder 

>J;=lt+  [(— i)tgh+Cotghj  .  -""sin  (F  +  ft)  ...  (1,) 

II.  Behandelt  man  die  Gleichungen  (9)  und    (11)  wie  < 
Werthe  von  S  und  >)/  in  $.  1 1*  um  die  Werthe  Ton  S'  und  vj^' 
erhalten ,  so  findet  man 

y  =  h+  I^  cCos(F  +  ft)  ..  •  (90 

^//rslt+fi  +  ltg'hl  A=?)  Cotgh*c8in(F  +  ft)...(n' 

§•  i5. 

Um  die  letzten  vier  Gleichungen  numerisch  zu  entwickeh 
bemerken  wir,  dafs  wir  in  Kap.  XI.  §.4  für  die  säknlären  Storni 
gen  der  Lage  der  Erdbahn  erhalten  haben 

p// =;       o/f,  0767  t  +  o''.  000O3l5  t« 
q//  -s  — .0".  Ö009  t  4-  o  .  0000067  t*. 

Nehmen  wir  an ,   dafs   diese  Werthe  yon  p^'  und  q^/  die  Fori 
haben 
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p'/  =r  c  SinF  — c CosF  Sin  gt  — c  Sin F  Cos  g'  1 1 

q'/  =  c  Cos  F  —  c  Cos  F  Cos  gt + c  Sin  F  Sin  gU  J  ^ *  *^ 


i 


oder  ivenn  man  nur  die  zweyten  Potenzen  Tun  t  berücksichtiget 

p''=— cgtCosF  +  fcg'*t«SinF 
q'' =+cg't SinF  +  Jcg"  t» CosF 

Vergleicht  man  diese  beyden  Ausdrücke  yon  p^'  und  q",  so  er- 
hält man     •       . 

!  cgCosF= — o"»  0767  cg'*SinF  =»  o.oooo/fSo 

cg'SinF= — o  .  5ooQ  c  g*  Co8F=  o,ooooi34 

und  aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt 

g=— 36''.27  g'= — 17'^  76      « 

cSinF  =  582i>/.3  cCosF=436,2 

also  auch  F=:;^Ö5\  7i5,  0  =  6837''  und  c  Cotgh=i3646'/. 

Man  erhält  aber  die  Werthe  >on  c  .  Sin  (F  •4*f  t)  und  TOn 
c.Co8cF-|-ft),  ivenn  man  in  den  durch  die  Gleichungen  (11) 
gegebenen  Werthen  von  p"  und  von  q''  die  Gröfse  F  sowohl  als  die 
Gröise  gt  uin  It  vergröfsert,  so  dafs  man  hat  f  s=:g-|-  1  und 

c.Sin(F+ft)=cSin(F+lt)—  cCos  FSin(g+l)t— eSin  F  CosCg'+l)t 

und 

c.  Cos(Fr|-Jft)r=cCos(F+lt)— fDCK>sFCos(g+l)t+c  SinFSin(g'+l)t* 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  9,    11  und 
^     9'  11'  des  ^.  14  9  so  erhält  man 

'   vJ/=lt+cCötg  hSin(F+lt)-^  — •cCosF^Cotgh— --^tgh\sin(g+l)t 

-  ff^  •  C  Sin  F  (Cötg  h  -  j-5^^  tgh^  Cos  (g/+^^ 

9  SS  h  i-  c  Cos  (F4-lt)  +  -1-  .  c  Cos  F.Co»  (g'+l)  t 

g+l 


—  JL- .  c  SinF  8in(g/+l)  t 
g'+l 

^  4'Ält+   £- c  CosF.  fCotg  h -f-~L.tgh\ Sin (g+l)t 
■•,  1+g .  ^  *+g        < 

«1 .  c  Sin  F  f  Cotg  h  +  JL  t  g  h  )  Cos  (g'+l)  t 
1+6'  >•  1+g'        -^ 

»•  =  h L- .  c  Cos  F  Cos  (g+l)t  +  -iL  .c8mFSiii(g'+l)t 

•+«  1+8' 
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und  überdiefs ,  wenn  man  die  Torlctzte  dieser  Gleichungen  difie- 
rentiirt 

Ü.'=l  +  cgCosFrCotgh+  -L  tgh')Co8(g4-l)t 
dt  ^  1+g  ^ 

—  cg'SInF^'Cotgh+j-L  tgh>Sin(s'+i)t 

Nach  den  Beobachtungen  hat  man  für  die  Epoche  1760  die 

dvL' 
jährliche  Präcession  —I.  =6o^^  10,  also  ist  die  letzte  Gleichung, 

da  für  diese  Epoche  t=;o  ist 

l  +  cgCosF^^Cotgh-l-     ".  tgh^«5o'^io,      \ 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  die  Schiefe  ^er  Ekliptik  für  1760 
gleich  h  =33^  28'  tio'^  und  für  c  g  Cos  F,  so  wie  für  g  die  oben 
gefundenen  Werthe,  so  erhält  man  I  =2  5o'^  89. 

Eben  so  gibt  der  Torhergehende  Ausdruck  von  5^  für  1760 

f  =  h 1-  c  Cos  F ,  oder 

i+g 

h  =  23*  28'  20''— 1121^/.  i=;23^.  4716  —  o".3ii.4. 

Substituirt  man  nun  alle  diese  erhaltenen  Werthe  Ton 
I,  h,  g,  gS  c,  F  •••  in  den  vier  vorhergehenden  Gleichungen, 
so  erhält  man,  wenn  man  alle  Zahlen  in  üraden  und  deren  Thei- 
len  ausdrückt , 

+=o^ol4-^-3^79l8in(85^7l5+o^ol/|t)  "| 

— i.487Sino.oo4t — 6«4i6Co8o.oo9t| 

»=i33^.47i6— o.3ii4— ».62iCos(85°7i5+o  oi/|t)  ( 

'rf-o.432Coso.oo4t-^2496Sino.oo9i| 

>J//— ü'.oi4 — 1.204  Sin  0.004t — 2.636  Cos  o.ooi}t  1 

S'=n3«,4^i6 — 0.3  II  4+0,3  iiCoso.oo4t—o  879SiBo^o9t     J 

und  diese  Gleichungen  enthalten  die  säkularen  Aenderangen 
der  Länge  des  Aequinocdalpunkts  und  die  Schiefe  der  Ekliptiii, 
die  Ton  der  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  die  abge- 
plattete Erde  entstehen.  Die  periodischen,  Ton  L,  v  nndi' 
abhängenden  Störungen,  oder  die  Nutattonen  der  Länge  und  die 
Schiele  der  Ekliptik  sind  schon  oben  durch  die  Gleichungen  U 
fi,  12  gegeben  worden. 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  (HI),  die  L  ap  1  a  c  e  Mec  ceL 
Vol.  111.  p.  112  gegeben  hat,  wird  man  die  Präcession  und  die 
Schiefe  der  Ekliptik  sehn  bis  zwölf  Jahrhunderte  vor  und  atch 
der  Epoche  1760  bestimmen,  und  sie  selbst  bis    «u   der  ohnehii 
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noch  sehr  unvollkomfnenen Beobachtungefi  Hipparchs  ausdeh- 
nen können.  Sollen  sich  i|ber  diese  Ausdrücke  nur  äiif  Zeiträume 
Ton  zwey  oder  drej  Jahrhunderten  erstr.ecken;  so  kann  man. ih- 
nen durch  Auflösung  der  trigonon^etrischen  Funktionen  in  Rei- 
hen«  die  nach  den. Potenzen  der  Zeit  fortgehen  ,  eine  zur  Roch- 
nung  bequemere  Gestalt  geben*  Man  findet  so,  pii);  etwas  verari- 
dert^n  Massen  derYenus  und  des  Marß(Mec.  cel.  Vol.  lll.p.  id8) 
nahe  die  Th.  L  p.  89  gegebenen  Ausdrücke ,  nämlich 

ip  =  56"  34  t  —  6'^.6boi22  t* 
5    =  a3'    28^  18'^  4-  0.0000098  t« 

•  •  •  . 

ypf=:    5o".  176    t  4*    0.0001221    t* 

3'  =  23*  c8'  i8".ö  —  0.484  t  — 6.0000027  t«. 

dv|/' 
I.  Wönn  man  den  yorhergehenden  Aiisdrück  von  -^—   töä 

dem  Werthe  dieser  Gröfse  für  t=^  o,  das  heifst  von 
1+cgCosF  Tcotgh-f-  = tgh^ 

^ 

subtrahirt^  MO  erhält  inah  die  Yergröfserung  x  des  tropi^ch^ri 
Jdhtes,  die*  seit  der  £poche  tOü  1760  Statt  hat.  Diese  Yergrö- 
fserung ist  also 

i-CgCösF  rCotgh+— —  tg  hj  [t-lCos(g  +  I)t]    ' 

+  c  g' Sin  F  (cotgh  4--q~  tg  h)sin(g'+h) 

Substittiirt  man  in  dieser  Gleichuiig  die  yorhin  gbftindeii^ii  WeY-" 
the  von  1  g  g^  F  «  •  •  so  ist 

i  =  —  o".2955  (1  —  Cös  14'/ 1 2 1)  —  i  '^495  Sin  32"  63 1 , 

und  itm  di66e  RaurmsekundeiÜ  in  Theilen  des'  Tages  atiszudrücken, 

wird  man  sie  durch —77-7— 7-  =  ö.ooo282.multipliciren,  Wodurch 

i6o.6o  60  j:  ' 

xnaA  iüt  die  gebuchte  Zunahme  des  Jahres  einhält 

x==  — oT-f.  0000833  (i  —Cos  14. 12t)  —  0^«««;  000430  Sin  32"63 1. 

Für  die  Zeit  Hipparchs,  öder  iöo  Jahfe  vor  Chr.  G.  ist 
t  =  — ^  18Ö0  ,  und  damit  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  das  tro- 
pische Jaht*  zur  Zeit  Hipparchs  nahe  io''.6  gröfser  wat*,  als 
das  gegenwärtige.  Während  nämlich  das  wahre  Jahi''  der  Erde 
oder  die  si^crische  Revolution  derselben  (nach  Kap.  YH.  Ö.  4) 
völlig  unveränderlich  ist ,.  wird  das  tropische  Jahr  um  die  Zeit , 
Welche  die  Erde  braucht,  mit  ihrer  mittleren  Bewegung  den' 
m.  Ec 
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Bogen  >)/'  der  Pi  äcessioa  zurüekzulegen ,  kürzer  %ejn ,  als  das 
siderische  Jahr.  Da  aber  dieser  Bogen,  wegen  der  Wirkung  der 
Planeten  auf  die  Lage  der  Ekliptik  veränderlich  ist,  so  ist  and 
die  Länge  des  tropischen  Jahres  Teränderlich.  Um  die  Länge  dei 
mittleren  tropischen  Jahres  zu  finden ,  mnfs  man  yon  seiner 
wahren  oder  beobachteten  Länge  den  Theil  der  Präcession  soIh 
trahiren,  welcher  blofs  Ton  der  Wirkung  der  Planeten  entspringt 
Dicker  Theil  beträgt  jetzt  v|/ — v|/^=o'^i<>/|,  and  diese  Grofse  fflit 
der  vorhergehenden  ZahlV  00028 a  maltiplicirt,  gibt  o.ooöo46348 
Teige  oUer  nahe  4  2^^itsekunden,  oder  das  gegenwärtige  tropisclu 
Jahr  ist  4  Sekunden  gröfser ,  als  das  mittlere. 

5.   »<>. 

Wir  haben  in  Kap.  lY.  §.  4  gesehen,  dafs  der  Sinus  des 
Winkels,  welchen  die  augenblickliche  Rotationsaxe  der  Erd« 
mit  der  dritten  freyen  Axe  macht,  gleich  ist  > 


V, 


Man  sieht  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  des  ^.  5 ,  dafs  die  Grö- 
Isen  q  un<l  r  immer  ungemein  klein  sind,  woraus  folgt,  dafs)^ 
ncr  Winkel  immer  sehr  nahe  gleich  Null  iat ,  d.  h.  da£s  die  ei- 
gentliche Rotationsaxe  der  Erde  immer  sehr  nahe  mit  der  dritte 
fr eyen, Axe  derselben  zusammenfällt,  und  dafs  daher  die  Pole 
der  Erde  immer  sehr  nahe  durch  dies  e  Iben  Pankte der Obe^ 
flache  der  Erde  gehen,  was  auch  vollkommen  mit  den  BeobachtuB- 
gen  übereinstimmt,  nach  welchen  die  Folh ö he  jedes  Beobachtungs-' 
ortes  keinen  merkbaren  Aenderun^gen  untetworfen  ist. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Rotationsaxe 
ist ,  nach  Hap«  lY.  $•  4 ,  gleich 


d«  =v/p*+q»+r* 

also  ,  da  nach  dem  Vorhergehenden  q  und  r  sehr  nahe  gleicli 
Null  sind,  dli  =sp.  Wenn  aber  die  Erde  ein  durch  Umdrehusg 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenes  Sphäroid  ist,  so 
hat  man  nach  ^.  3  p  ti=  D ,  wo  D  eine  constante  Gröfse  be- 
zeichnet ,  abo  ist  auch  dH  eine  constante  Gröfse,  d.  h.  die  Ro- 
tation der  Erde  um  ihre  Axe  ist,  gleichförmig,  und  der 
Sterntag  der  Erde  ist  immer  von  derselben  Länge. 

'  Dafs  eben  so  die  Dauer  des  mittleren  Tages,  wie  dersel- 
be Vol.  1.  S.  <)6  bestimmt  worden  ist,  unveränderlich  sey,  zei- 
gen die  durch  die  neueren  Beobachtungen  bestimmten  sideri- 
sehen  Umlaufszeitcn  der  Planeten,  die  nach  demVorhergeheodea 
keinen  Veränderungen  unterworfen  sind,  unddie,  in  n^ittlereoTa* 
gen  ausgedrückt,  genau  mit  den  Bestimmungen  der  Alten  äbe^ 
einkommen.  Einen  noch  auffallenderen  Beweis  für  die  Unrcran« 
derlichkeit  des  mittleren  Tages  gibt  aber  die  Kap.  Xii.  fi,  iser- 


klärte  Säculargleichung  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes,  de- 
ren erstes  Glied  wir  gleich  lo' '3  t' gefunden  haben.  Es  ist  durch- 
aus unwahrscheinlich ,  dafs  dieser  Coefficient  \Qn  t*   um  seinen 
fünften  Theil  oder  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  sejn  könne* 
Nehmen  wir  aber  an,  dafs  die  Üauer  des  mittleren  Tages  jetzt 
um  eine  ganze  Zeitsekunde  gröfser  sej,  als  zurZeitHippjsr  chs, 
der  nahe  ein  Jahrhundert  vor  unserer  Zeitrechnung  lebte.   Die- 
ses Torausgesätzt ,  würden  auch  hundert  julianische  Jahre  odev 
36525  Tage  um  365a5''  =»  lo^»  8'  45"  gröfser  sejn,  als  zur  Zeit 
Hipparchs;  und  da  in  i  o^  8^  4^^'  der  Mond  in  seiner  mittleren 
Bewegung  einen  Bogen  von  5^  34'  i3"=  20o53"  beschreibt,  «o 
würde  blofs  durch  jene  geringe  Aenderung  des  Tages  die  gegen- 
wärtige Säkulargleichüng  des  Mondes  um  2oo53^VgrÖfsererschei<r 
i     nen  müssen,  als  zur  Zeit  Hipparchs.  Allein  nach  der  vorher^ 
c     gehenden  Theorie  oder  nach  der  Gleichung  lo'^S  t*  ist  diese 
Säkulargleichüng  gegenwärtig  um  io".3  (19'— r- 18*)  =  |o".3(37J 
=  38i"  gröfser  als  in  jener  Epoche.  Sollte  sie  daher,  der  obigen 
Yoraussetzung  gemäfs,  um  2oo53^^  gröfser  seyn,  so  müfste  der 
yorhergeh^Äde  Ausdruck  io".3  (37)  m  642'*  (87)  =  2oo53  über- 
I    gehen,  oder  das  erste  und  gröfste  Glied  der  Säkulargleichung 
^    des  Mondes  müfste  nicht  1.0  •  3  t*,    sondern  über  52mal  gröfser^ 
^    oder  gleich  542  t*  sejn.  Da  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die 
. .  Gröfse  io".3  gewifs  nicht  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  seyn 
,    kann,  so  ist, auch  die.Gröfse  542  gäns^lioh  unwahrscheinlich,  und 
wenigstens  .266mal  gröfser ,  als  sie  seyn  sojl ,   also  ist  auch  die 
^  Voraussetzung,  dafs  d^r  mittlere  Tag  gegenwärtig  um  eine  Se« 
'  künde  gröfser  seyn  sotl,  alff  zur  Zeit  Hipparchs,.  um  .wenig- 
^   stens  266mal  zu  grofs ,  oder  man  darf  höchstens  annehmen,  dais 

II  die  Dauer  des  Tages  .seit  Hipp  dreh  um  — ^y  alsonurumrier 

266 
Tausendtheile  einer  Sekunde  sich,  geändert  hat,  d.  h.  mit  andern 
Worten,  .dafs  die  Aenderung  der  Länge   des  mittlem   Tages, 
wenn  sie  überhaupt  Statt  hat ,  für  uns  gänzlich  unmerklich  ist.  . 
^  Theorie  und  Beobachtung  yereinigen  ii<^h  also ,  die  Unver«^ 

i^  änderlichkeit  der  Lage  der  Erdaxe  und  die  Glqichförn^igkeit  der 
jfi  Bewegung  der  Erde  um  diese  Axe ,  di«se  Grundpfeiler  der  ge* 
•^  sammten  Sternkunde,  und  die  Unyeränderlichkeit  der  Länge  d^^ 
ii  mittleren  T^^ges,  dieser  JBasis  unserer  Chronologie,  zu  befesti. 
iji  gen  und  über  allen  Zweifel  zu  erheben. 


.         .     •   .         •     t,       ^         4. 


i 
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J  t  e  2' 


436 


FÜNFZEHNTES   KAPITEL 

Ansiehung    eines   Ellipsoids» 


$•  1. 

Wir  haben  bereits  (Kap.  YII.  ^»  ii)  die  Anziehung  einer  Hü- 
gel und  einer  Kngelsehale  auf  einen  gegebenen  Punkt  gefunden« 
Suchen  wir  nun  auch  die  Anziehung  eines  Körpers  von  gegeW 
ner  Gestall)  und  yorzüglich  die  eines  Ellipsuids  zu  bestimmen, 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  eine  ihrer  bej* 
den  Axen  entstanden  ist. 

Sind  X  y  z  die  drey  rechtwinklichten  Coordinateu  eines  Ele-  I 
mentes  dM  des  Eliipsoids^  dessen  Dichte  hier  durchaus  gleich- 1 
förmig  angenommen  werden  soll;  sind  a  b  c  die  den  Torigen 
parallelen  Coordinaten ,  welche  die  Lage  ^ines  gegebenen ,  von 
dem  Eliipsoide  angezogenen  Punktes ,  gegen  den  Ort  Ton  d  M 
bestimmen ;  sind  endlich.  X  T  Z  die  Anziehungen  des  Elllipsoidi 
auf  diesen  Punkt  parallel  mit  den  Axen  der  xy  z  zerlegt,  so  ist 

WO  r«--s(a-»-x)«-f-'(b— y)«  +  (c— z)*,  oder  da  dM  =  dxdydzist, 

Y  ^   rrr^^^ — ^  d  x  d  y  d  z 

und  eben  so 

T  =   fff^ — ^^  d  x  d  y  d  z 

2  =  rrr^^ — ^)  d  x  d  y  d  z 

• 

Um  diese  Ausdrücke  auf  Polarcoordinaten  zu  bringen,  sej 
p  der  Winkel,  welchen  die  Entfernung  r  mit  einer  der  x  paral- 
lelen durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Linie  macht,  uoti 


4*7 

q  der  Winkel ,  Mrelchön  die  auf  der  Ebene  der  7  z  projicirtc 
Entfernung  r  mit  der  Axe  der  y  bildet ,  so  ist 

a  —  X  =  r  Cos  p 
b  —  y  =  r  Sin  p  Cos  q 
c  —  z  s=:  r  Sin  p  Sin  q 
und  da )  (nach  Kap«  I.  ^.  16.)  das  Element  des  Körpers 

dM  =:r^  drdpdqSinp  ist,  .so  hat  man 

X  s^yy/dr  dpdq  Sin    p  Cos  p 

X  =/y/drdpdq  Sin«pCos  q 

Z  =y)7drdpdq  Sin«  p  Sin  q 

\%o  die  dreyfachen  Integral^  dieser  Ausdrücke  auf  die  ganze  Mas- 
se des  EUipsoids  sich  erstrecken  müssen. 

Ist  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Ip^llipsoids ,  und 
diesen  Fall  wollen  wir  hier  aus.schliefsend  .näher  betrachten , 
so  wird  die  gerade  Linie  r  ^  welche  durch  diesen  Punkt  geht , 
auch  durch  das  ganze  EUipsoid  gehen ,  und  von  demselben  in 
zwey  Theite  getheiit  werden,  die  wir  r  und  r'  nennen  wollen, 
so  dafs  man,  nach  der  Integration  jener  Ausdrücke  in  Beziehung 
auf  r,  für  die  Anziehungen  des  ganzen  Eiiipsoids  auf  einen  in- 
ner n  Punkt  desselben  hat 

X  ==y/'(r+r')  d  p  d  q  Sin  p  Cos  p 
Y  s=  j(y(r-^.rO  d  p  d  q  Sin«  p  Cos  q 
2  =yy(r+.rO  d  p  d  q  Sin»  p  Sin  q 

wo  die  Integralien  in  Beziehung  auf  p  und  q  von  p  =:q  =0  bis 
p  =  q=  r8o^  genommen  werden  müssen« 

Viel  verwickelter  ist  auf  diesem  Wege  die  Bestimmung  der 
Attractionen  des  Sphäroids  auf  einem  aufs  er   ihm   gelegenen' 
Punkt,  welche  wir  hier  übergehen,  da  wir  sie  weiter  unten  auf 
einem  andern  Wege  vornehmen  werden« 

k 
Sind  k  und  -^--s:.  die  halben  Axen  einer  Ellipse ,   so  ist  die 

v/m 
Gleichung  des  EUipsoids ,  welches  durch  die  Umdrehung  dieser 
Ellipse  um  seine  der  x  parallele  Axe  2  k  entsteht 

k«=:x»  +  m(y«+z«) 

wo  m  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist«  Die  Rotationsaxe  k 
dieses  EUipsoids  ist  mit  der  Abscissenaxe  a  parallel»  und  die  £x* 
centricität  der  erzeugenden  Ellipse  ist 


=y^-K.=Y- 


—  m 

'"'1 
m 


ao  wie  die  Mas»«  des  ganjiea  Ellipsoids  (Kap.  I.  $.  1 6) 

o  m 

wenn  ir=:3.  i4i5q.  .  •  und  c  ^^^  Dichte  des  Körpers  bezeichnet. 
Sufastituift  man  in  der  letzten  Gleichung  die  vorhergehende 
Werthe  Yon  x  y  z  in  p  q  r ,  und  setzt  man  der  Kfirze  wegen 

J  =  a  Cosp4~™Sinp(bCosq+cSinq) 

L  =  Cos*p  +  mSin*p 

R  =  J'  +  Lk»  -a'— m(b«+c«)].L, 

so  erhält  man 

R_J» 
r«  L  —  sr.Jss — i ,  also  auch 

L 

nnd  da  man  die  oben  erwähnten  zwey  Theile  ron  r ,   näoilich 
und  r'  erhalt ,    wenn  man   yon  der   Wurzelgrölse  +  \/R    de. 
oberen  oder  den  unteren  Ausdruck  nimmt ,  so  ist 

flj  \  -       3\/R 

r  +r'  SS  --    und  r'  —  r  =  — -.     ■ . 

Substituirt  man  diesen  Werth  Ton  r-|-r'  in  den  drey  letzte 
Gleichungen  des  ^«  i ,  so  erhält  man 

X  =  2^—  dpdqSinpCosp 

J 

Y  =  ayy— dpd  q  Sin*  p  Cos  q 

Li 

j 

Z  =  3 /y*  --  d  p  d  q  Sin  '  p  Sin  q. 

Li 

Da  also,  wie  man  sieht«  die  halbe  Axe  k  in  den  Werthei 
ron  J  undL,  und  daher  auch  in  den  Werthen  von  X  Y  Z  oicb 
enthalten  ist,  so  kann  man  die  Lagen  des  Ellipsoids,  Melche  übei 
oder  unter  dem  angezogenen  inneren  Punkt  sind  ,  nach  Wil)* 
kühr  vermehren  oder  vermindern,  ohne  dafs  dadurch  die  Anzie 
hung  des  Ellipsoids  auf  diesen  Punkt  geändert  wird,  wemi  nur 
m  immer  denselben  Werth  behält.  Daraus  folgt  also,  dais 
ein  Punkt  innerhalb  einer  elliptischen  Schale,  deren  innere 
und  ättfsere  Fläche  ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist ,  von  dieser 
Schale  nach  allen  Seiten  gleich  stark  angezogen  wird.  (Yergl 
Kap.  VU.  5.  10.) 


5.  3. 

Wenn  trir  den  Wei'th  von  X  wieder  Tornehmen,  s«  ist 

/» d  p  d  q  Sin  p  Cos  p 
^"  \/y    Gos'p+mSin'p    *  [«Cosp+inSinp(bCo.q+cSinq)] 

Da  diese  Infegralien  Ton  p ,  q  gleich  Null  bis  p ,  q  gleich 
lÖo*  genommen  werden  sollen,  so  verschwindet  der  iweyte  Theil 
—   des  Zählers ,  und  es  ist 


=  2a^ 


dpdqSinp  Cos'  p 


Cos'p-}-mSin'p 
Also  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  q  integrirt 

dp  Sin p  Cos'  p 

Cos  2  p 


y^  dp8inpCos*p  •      aa^r /»dp  Sinp  C 
1/  Cos'p+m8in*p         m  ^      ,  (1 — m) 


m 


1 — m     ,  1  ,  ^       /•  **dx 

3    Sey  Cosp=xund^*=  — —  oder  m  =  — rrr  «»d  F  =5  / -— -- — - 

•  4irk» 

und  die  Masse  des  ganzen  Ellip^oids  M  =  — r — '  für  eine  gleich- 
förmige Dichte  desselben,  oder  für  ^==  1 1  so  ist  der  rorherge- 
hende  Ausdruck 

Bf  X=  . ,  und   eben  so  findet  man 

T=  iiJ!i  rii^^  und  z= i££riJ^) 

k3     V  dA.    y  k«     \    d^    / 

Uni  die  Gröfse  F  zu  entwickeln ,  ist 

-r— =  I  —  (Ä,x)«  +  (Xx)^  — . . . .  also  auoh 

^y  i+A,«x«        X»V.    3  5  7         /     A.» 

I  mpd  dieses  Integral  ron  ic  =  o ,  bis  x  =  1  genommao ,  gibt 

i-  F  =  "_(Ä.— ArctgÄ.). 

X« 

;  Weiter  i*t  d  F  =  ^  ("1^)  -  »  F  (^) .  oder 

II  /dAFN  dx=xA.dF+FdX=  i_ d.A'F  =  i-d.  1  (K— Arctga) 


4'|0  ' 


_  fU  r      (X  -ArctgX)        1  /  1      M 

aUo  sind  aacb  diq  vorhergehenden  YVerthe  von  X  Y  Z 

ak»Ä»  V        *         «-RV 

und  da  diese  Ausdrücke  der  Attractionen  eines  durch  Rotati( 
um  die  Axe  der  x  entstandenen  Ellipsoids  auf  einen  innen 
Punkt  desselben  streng  i*ichtig  sind,  so  klein  auch  die  £ntfernai 
dieses  Punktes  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  seyn  mae;, 
gelten  sie  offenbar  auch  für  jeden  Punkt,  der  in  der  Oberiläc 
dieses  Ellipsoids  selbst  liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  die  Gestalt  ( 
ner  flüssigen  Masi^e  suchen ,  die  bey  ihrer  Umdrehung  um  ei 
ihrer  Axen  und  bej  der  Wirkung  äufserer  auf  sie  wirkend 
Kräfte  im  Gleichgewichte  ist. 

Sind  a  b  c  die  rechtwinklichten  Coordinaten  eines  Punki 
der  Oberfläche  dieses  Körpers ,  und  P  Q  K  die  Kräfte ,  welc 
parallel  mit  diesen  Coordinaten  auf  ein  Element  dieses  Körpt 
wirken ,  so  wird  man  (nach  Kap.  1.  §.  5)  für  das  Gleichgewic 
haben 

Pda  +  Qdb+Rdc=o (A). 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  gesuchte  Gestalt  des  flüssigen  Kc 
pers  die  eines  durch  Umdrehung  entstandenen  Kllipsoids  se 
Wenn  die  Kräfte  P  Q  K ,  welche  aus  dieser  Annahme  entsprii 
gen ,  in  die  Gläichung  (A)  gesetzt,  die  Differentialgleichung  di 
Oberfläche  des  Ellipsoids  geben,  so  ist  die  obige  Voraussetzai 
richtige  und  die  elliptische  Gestalt  thut  dem  Gleichgewichte  G< 
nüge. 

Ist  a  die  Umdrehungsaxe,  so  ist  die  Gleichung  des  £lIipsoi<! 

h«=a«4-m(b«+c«)* 

Setzt  man  wieder  ^*  =  !     ^  ,  so  ist  das  Differential  der  lelztfl 

m 

Gleichung 
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o  =  ad<|+. Z: ••••(8) 

und  die  Masse  M  des  Körpers ,  wenn  ^  die  Dicbte  derselben  be«- 
zeichnet  (nach  ^«  a) 

dm  3 

Sey  X'  =  4xf('-|-X')  (;j,  _  ^^c  tg  X) 

und  Y/=:  *^  [d  +  ^•)  Are  tg  X-^X], 

so  ist  P  =  aX',  Q  =  b  Y'  und  R  =  c  Y(^ 

Nennt  man  ^b^t*  f  die  Centrifugalkraft  in  der  Entfernung  i 

von  der  Rotationsaxe ,  so  ist  f  \/b"  +  c*    diese    Centrifugalkraft 

:  in  der  Entfernung  |/b*-|-o*  Ton  der  Rotationsaxe,  und  zerlegt 
I  man  diese  in  ihre  bejden  Seitenkräfte ,  so  hat  man  für  die  Cen- 
{    trifugalkraft  des  Punktes ,  dessen  Entfernung  von  der  Rotations- 

axe  gleich   \/b«+c«  ist 

—  f  b  nach  der  Richtung  der  y,  und 

—  fc  nach  der  Richtung  der  Z| 

,  so  dafs  alle  Kräfte,  welche  auf  das  Element  des  Ellipsoids  wir- 
t;   ken,  sind 

P=saX^  nach  der  Richtung  der.  i( 
;  Q=^b(Y/-f)     .         .     .  :     y 

b:  R^c(Y'— f) 

^  Substituirt  man  diese  Wertbe  yon  PQR  in  der  Gleichung  (A) 
des  Gleichgewichtes ,  so  hat  man 

(Y'— 0 
k  o=ada+  ^"Yj-^  (bdb+cdc) 

•    und  dieser  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (B)  des  Ellipsoids   ver- 
glichen, gibt 

X'  =  (i  +  ^»)-(Y'  — 0- 

Substituirt  man  hierin  die  vorhergehenden  Werthc  von  X'  und 

3f 
Y^^  und  setzt  man  der  Kürze  wegen  q  ss ,  so  erhält  man 

0X4-2  qX'  ^^ 
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Durch  diese  ron  abc  imabhdngig«  Gletchang  -wird  man  also 
die  Gröfse  X  so  zu.  bestimmen  suchen ,  dafs  die  Gleichang  dei 
Gleichgewichtes  mit  der  Gleichang  des  Ellipsoids  zusammen  fallt. 
Die  elbptische  Figur  des  Körpers  wird  also  mit  dem  Gleichge- 
wichte bestehen ,  wenn  die  Bewegung  der  Rotation  bq  beschaf. 
fen  ist ,  dafs  A  nicht  imaginär  ist* 

Von  unserem  Ellipsoid  x*-f-  m  (y*  -f-  z*)  =  k»  ,  welches 
durch  die  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  der  x  entstanden 
ist,  ist  die  erzeugende  Ellipse  x*-}~™7'  =^*  «  ^^o  der  Anfao; 
der  Abscissen  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  genommei 
wurde.  Nimmt  man  den  Anfang  der  Abscissen  x^  von  einem  der 
Scheitel  der  grofsen  Axe,  seist  x^ssh  —  x^  und  die  Gleichung 
der  erzeagenden  Ellipse 

■  _  **^     #        V« 
^    '^  'm    ^  m 

wo  die  ^ine  halbe  Axe,  die  der  Axe  der  x  parallel  und  zuglcidi 

die  Rotationsaxe  ist ,  gleich  k  und  die  andere  gleich  -r —  ist  Die* 

se  Ellipse  geht  in  eine  Parabel  über ,  wenn  m   unendlich  grofs, 

1  — m 
d.  h.  wenn  X*  =   =  — i  und  in  eine  Hyperbel,  wenn  a 

und  k*  negativ,  d.h.  wenn  A,"  ^—  i  ist.  Für  ein  Paraboloid  und 
für  ein  Hyperboloid  kann  also  kein  Gleichgewicht  bestehen ,  ^ 
für  bejde  X  imaginär,  oder  da  für  das  erste  \*  =,  —  i  undför 
das  zweyteX*  >--*i  ist.  Ist  endlich  ^*  negativ  vind  kleiner  als 
T ,  so  gehört  die  Gleichung  für  ein  an  den  Polen  verlange  rtei 
Ellipsoid. 

I.  Löfst  man  Are  tg  X  in  die  bekannte  Reihe  X -^X*  +i^^' 

auf,  so  gibt  die  Gleichung  (C),  wenn  man  die  höbern  Potenzei 
Ton  X  yernachlässigt  , 

q  =  4X«— i^X^oder  X*=iiq+2£  q«. 

5-  5. 

Nennt  man  p  die  Schwere  an  der  Oberfläche   des  Ellipsoid», 

so  ist  p  =  \/P»+Q«  +  R*  oder  p  ex  v/A«X'*4-(b»4^«)(r/-gj* 
oder  da  X'  =  (i  +  A.«)  (¥'— f)  war 


=x'  -y^a. 


b»+c* 


•der  endlich ,  da  die  Gleichung  des  Ellipsoids 


44'$ 
für  den  Aequator  ist  a  =  o  also  p'=      ;>.-— a=g  :  für   den  Pol  ist 

P"  ^ 

assfc  also  P^<;=  X',  k  ynd  daher  —  t=a  V  t+A.*  s=  ,  ,  oder  die 
>  p'        V      ■  ^^m 

Schwere  am  Pol  verhält  sich  zur  Schwer^  am  Aequator  wie  i 
f  zu  v/m  ^  das  heifst,  wie  der  Durchmesser  desAequators  zurRo« 
-    tationsaxe«  ^ 

h  Die  Gleichung  der  erzeugenden  Ellipse  ist  k' — a*=mb*, 

'   also  die  Normale  t  derselben  t  =  5LjlJ_!JI_:_,  oder  da  ada=s 
«  da 

—  mbdbist,  t=l/b*+  —  =V^(i+x«)(a«;i«+k«)    ode"- 

w  m' 

endlich,  da  y'a'X* -f  k«  =  :^  .  V^T+Ä«  ist,  p  «  JT;^» 

^welche  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Schwere  p  der  Normale  t  pro- 
^  portional  ist. 

^  IT.  Ist  Qo  —  9  der  Winkel ,  den  t  mit  der  Rotationsaxe  bil- 

^  det,  also  9  die  geographische  Breite,  so  ist 

*  kSin9  ,  ,  ,  (i+X«)k 

a  =  ■»  und  daher  t  = 


lÜ  V^i+A.«Cos«9  V^i+Ä,»Cos*9 

dt 

-!  .,  X'.k 

-  ^  woraus  folgt  p  a=s  ■ 

*  V^i+Ä,*Cos»9 

oder,  wenn  man  für  X'  soinen  Werth  ans  §•  4  substituirt , 
1^''  _  4  ir^k  (1 4-X«)  q— Are  tgX)         .jj. 

und  diese  Gleichung  gibt  das  Yerhältnifs  zwischen  der  Schwere 
''   und  der  geographischen  Breite. 

III.  An  dem  Aequator  ist  9  s=  o,  also 

it  P'  =  ^»  (^- Are  tg  ;i) 

und  daher,  wenn  man  die  vierten  und  hohem  Potenzen  der  sehr 

kleinen  Gröfse  X  vernachlässiget, 

« 

LZ±=ix»Sin»9 
P' 

#der  der  Zuwachs  der  Schwere  von  dem  Aequator  gegen  den 
Pol  verhält  sich  in  einem  von  der  Kugel  wenig  verschieden  em 
'  £llipsoide ,  wie  das  Quadrat  des  Sinus  der  Breite* 
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Ist  ein  Ppukt  im  Innern  des  Ellipsoids  mit  einem  andei 
Punkt  in  der  Oberfläche  desselben  in  demselben  Halbmesser, 
ist  für  bejde  Punkte  der  Werth  yojL  9  derselbe ,  also  folgt  a 
der  Gleichung  D  des  Kap.  II ,  dafs  sich  die  Schwere  dieser  be 
den  Punkte  Terhalte ,  wie  ijiire  flntfernungen  Ton  dem  Mitt< 
punkte  des  Ellipsoids* 

IV«  Die  Centrifugalkraft  ist  (Kap«  YI.  §.  11)  f=^  *t~*   ^ 
T  die  Umdrehungszeit  des  E)lipsoids  bezeichnet,  also  ist  auch 

_    3f  3jr 

Ferner  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  elliptischen  Kderidia 

(Vol.  I.  Pag.  276)  R  =  -: — 7 — 3.  Bezeichnet  daher  7  d 

(1 -|-^*  Co9*  9)ti 

Gröfse  eines  Meridiangrades  unter  der  Breite  9,  so  ist  7  =  -- 
also  auch 

^      (i-i-Ä,^Cos^9)...(E) 


und  daher  die  Gleichung  (0) 

2i6Qcy  )r 

Iftt  aber  1  die  Länge  des  Secundenpendels,  so  ist  (Kap«  VI«  p 
p  =  n'  1,  und  diese  ^ey den  Ausdrücke  ypn  p  einander  gleich  p 
setzt,  geben 

q  =  ^Jj^  (» +5^'  Co.«  y)(Ä— Ajc  tgX>. 

Für  p  =  45®  ist  Cos  9  ä  — — 
.  •         ^        V/a 

und  -t(i  +  ^*Cos»9)(ä  — ArctgX)  =: r*  ^'H ^' 

A*  3        00  70 

also  die  vorletzte  Gleichung 

aibo'v/i  *         \      ,      ,        1  5 

q  ^  ';j^YT-  V3  ~  5;;  ^  V  ^^®^  ^*  "^^®  >^*  =  a  ^  "*' 

ai6o«y/i         1      \       720  <y/         ^     \  ,    j| 

1  =vi-T^(r-T^v  =  ,ii^(.^-4V"^*'"'°"n 
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Nach   den  |Beobachtuiigen  ist  für  die  Erde  y  =  57008  Toisen , 
=  0.5097  Toisen,  (Vol.  L Pag.  33 1  und  3^)  undT=  33»'.56'4/'.i 
=U6i6VM  mittlere  Zeit,  also  gibt  die  Gleichung  (F) 

q=s 0.00345,  und  dal^aus  folgt  (^.  4.  I.) 

5  75 

X*5=-  q  +—  q*^o*oo86B. 
a  ^         14  ^ 

Di«  Abplattung  der  Erde  ist 

y/a^ =.1— t/'m  =  ix-?  ==0.00434  ==—L.. 

k  2  a3o.4 

\/m 
Ist  so  ff  und  ^  bekannt ,  so  erhält  man  die  Kalbe  .\\e  1&  des 

Poles  durch  die  Gleichung  (E).  Da  nämlich  Cos  ^  =  und 

^  q  »pa  =  3  ^  ist ,  80  gibt  dicsq  Gleichung 

Snbstituirt  man  darin  die  vorhergehenden  Werthe  von  7  und  ^% 
80  erhält  man 

k=: 32^9329'  Toisen^ 

und  diese  Werthe  yon  X*  und  k  stimmen  nahe  genug  mit  ien 
Beobachtungen  (Vol.  I  Kap.  X).  So  kann  man  also  die  Abplat- 
tung und  die  Gröl'se  der  Erde  finden,  i^enn  die  Gröfsön  <y»  i 
und  T  bekannt  sind. 

Um  die  Abhängigkeit  dieser  Gröfsen  Wtjf  T  einfacher  dar» 
zustellen ,  hatte  man  die  Gleichung 

q  =  3  0+^'  Co8«jr)(A.— Arötgx).    Setzt  man  in  ihr 

;     . 

q=.-^•— If^*,  undA— ArctgXrbix»— ix', 

S160  cy 
und  endlich  der  Kürze  wegen  h=e — p—  , 

^o  erhält  man,  wenn  man  die  vierten  und  höhern  Potenzen  tou 
^  wegläfst } 
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V3       3  ^     5      J       5 

worans  für  die  Abplattung  ^X*  fo^g^ 

i^««; ^ 

Setzt  man,  Iriczuror,  7  =  57008''',  1  =  0.5097'',  '^  =861 
und  ^  =  45,  80  ist  h  s  o*oio358  und  daher  durch  die  letzte* 
chung 

\\*  =. ,  wie  zufror. 

281 

y.  Die  Abplattung  des  Sphäroids  ist  also.  x'=q=i. 

a  4        4*- 

Ist  Jäher  <c  Tf  die  Abplattung,  Umdrehungszeit  und  Dicht 
nes  gleichförmig  dichten  Ellipsoids ,  und  werderi  dieselben  ( 
fsen  für  eioi  andeit'es  EUipsoid  durch  V  T'  ^^  beiseicKnet ,  so 

Für  die  Erde  ist  T  =  86i64^f  =  »,  nnd  (nach  IV)  a,  =  «i„. 

Jupiter  ist  T'  =  35760  und  ('  =  0.281  ,  also  nach  der  let2 
Gleichung  die  Abplattung  Jupiters 

280   V35760/  *o.23i         9.a 

übereinstimmend  mit  d^n  Beobachtnngen, 

Für  die  Sonne  ist  T'  =  2196000",  ^'  =  o.aS ,    also  die  i 

plattung  der  Sonne  a^=  öder  unmerklicn ,  was  cbcofä 

87800 

mit  den  Beobachtungen  übereinstimmt. 

yi.  Nach  den  drej  letzten  Gleichungen  des  ^.  3  hatmao,' 

M=!!I^(.+V)i8t, 

wenn  man  b  gleich  der  halben  grofsen  Axe  oder  b  =3  k  v^if^' 
setzt,  für  die  Anziehung  Y  des  Ellipsoids  auf  einön  Pnnktii 
dem  Aequator 


Y  «  ^r'^VArc  tg  ^  ^  .  JL.Y 


Setzt  man  aber  a  =  k ,  so  erhält  man  eben  so  für  die  Anxi^ 
hung  X  des  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  im  Pol 
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^^4.k(i-fX»)^_^^^  4^/   _  i  Are  tg:i  ) 

1, li 

Es  sey  nun  a  die  Abplattung,  oder  «=— —  ^     oder    wenn 


aan  b  =  k  \/i+A»  sub&titoirt , , «  =1  J/^i-j-a.* -^i,  wofaus  folgt 

Sob^titnirt  mtfn  also  in  den  yorhergehönd^n  Antdrüehen  yon 

L  und  T,  für  bund^*  die  letzten  W er thek\/i^pÄ7  und  3tt-|-ce*^ 
o  erhält  man  * 


a-rkCi+X«)^ 


A» 


=  '2irk  ( -+-X4_   —  Ä.4    ) 


fler 


_       43rk  /         3a  9       ^         ,    , 

Y  =s  -^  V '  "^  T  —  "^  **y  '  **"     eben  so 

*  =  — V+y  +  f^V 

nd  diese  Ausdrücke  von  X  und  T  bestimmen  die  Attraction  un- 
^r  dem  Fol  und  unter  dem  Aequaror  bej  der  ruhenden  Er- 
e.  Wir  wollen  nu^n  dieselben  Attractionen  bej  der  rotiren- 
enErde,  oder  nachdem  jene  durch  die  Centrifugalkrafr  ver- 
lindert  wurden ,  durch  X^  und  Y^  bezeichnen  ,  so  hat  man 
ach  ^.  5 


,=sy/i-j-,A»     =p,  oder  da  die  Centrifugalkraft  im  Pol  ver- 

b         X 

:h windet«  also  X'=X   ist,  7-  =  — -•  Fst  aber  f  die  Centrifusal- 

k         Y'  ^ 

aft  am  Aequator .,  und  g  die   Schwere^  so  ist 

,,       ^/        f\         ■  b        X      /         f\ 

l'  =  Y(  1 ),  also  auch  r  =  t;  ..  (  i  +  -  J* 

\         gy  k        Y      \  g/ 


XrX  man  in  dieser  Gleichung  ^  =   ^1  -|.  A»  ==  1  -^<t^  undsub- 

k 

9uirt  man  die  Torhergehenden  Werthe  von  X  und  Y,  so  erhält 
Lu,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  a  verhachlässiget , 

^+fl=  6+  --)  ^!"^  odera=-|.-Ci+^) 
\      ^  g/   i+|a  *    g  V     ^  g/ 


448 

f     .  .  .  f 

oder  endlich  ,  da  auch  _  eine  sehr  kleine  Groue  ist  a^=^  ._. 

8  g 

n 

Nach  Kap*  YI*  &  ii.  II«  ist  für  die  Erde  —  "= ,  also    nacliJ 

g        390 


der  letzteii  Gleichung  j  ei  =-^ 


Ffir  Jupiter  ist  die  Hotationsteit  T^Q^  56'  =  3^5760^',  alio 
der  Bogen  «,  welchen  ein  Paukt  des  Aequatörs  in  einer  Sekua- 

de  zurücklegt  •  =  : T-?— 8in  i"  =  0.000176'^. 

Ferner  ist  der  Halbmesser  Jupiterii  r  =  li6oooöoö  Fu(ji,al' 

so  die  Centrifugalkraft f  = =  3.334  Fufs*  Nach  Kap.YIijt 

ist  aber  die  Schwere  aut  der  Oberfläche  Jupiters  gss  40.71  Fob, 
also  ist  seine  Abplattung 

"*""  4  '^  ■"  9.8 
sehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinsiimmeiKd. 

Wenn  die  GleicTiung  (C)  de!^  ^.  4  mehrere  ifiogliche  War 
zeln  hätten  so  -Würden  derselben  Unidrehungszeit  taelirere  £1- 
lipsoiden  entsprechen  können^  b6y  welchen  das  Gleichgewicht 
möglich  wäre; 

q^+3qX*        .  _  ., 

Sey  7= r-TTi Are  lg  X,  »o  mafs,  wenn  difs  GleiA 

9— f-  »JA. 

gewicht  bestehen  soll ,  y  =r  o  sejn.  Man  denke  sich  eine  Corre, 
deren  Abscisse  X  tin^  Ordinate  y  ist,  so  wird,  da  j  =  o  f ür  X^^l 
ist,  die  Curire  die  AbscfiSsenaxe  schneiden ,-  w^nn  ^  ==  o  i#t.  T« 
diesem  Anfangspunkte  an  irerden  die  Ordinalen   zufsrst  poutr 
seyn,  und  bis  zu  einer  gewissen  Gränze  wachsen,    hierauf t^l 
nehmen  und  h  ega  tiv  werden  ,  so  dafs   die    Abscissenaxe  to> 
der  Gurre  noch  einhiahl  in  einem  Punkte  geschnitten  wird,  ^ 
also  einen  Werth  yon  X  für  das  Gleichgewicht  gibt«.    Da  aberfir 
X  =  00    die  Ordinate  y  wieder  positiv  wird  ,    so  mnfs  die  A^  |  * 
scissenaxe  yon  der  Curve  noch  in  einem  dritten  Punkte  geschoit' 
len  werden,  wodurch  also  ein  zweyier   Werth   von  %  für  <1* 
Gleichgewicht  bestimmt  wird.  Man  sieht  daraus ,   dafs  für  ein^ 
gegebenen  Werth  yon  q ,  das  heilst  für  eirie  gegebene  Uislav^ 
zeit,  wenigstens  zwey  Ellipsoiden  möglich  sind,    bey  y(t\A^ 
das  Gleichgewicht  bestehen  kann. 
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Um  die  Atiaahl  dieser  ElUpsoiden  näher  zu  bestimmen ,  so 
liat  man,  wenn  man  die  letete  Gleichung  differentiirt 

Die  Voraussetzung  d  y  =;  o  gibt  daher 

O  s=qX*+(ioq— 6)X'+9qj 
-woraus  folgte  wenn  man  nur  auf  die  positiven  Werthe  Ton^  sieht 


Diese  Werthe  von  x  gehören  also  zu  den  grörstenoderklein- 
*    ftten  Ordinalen  y,  und  da  es,  liach  der  letzten  Gleichang^  auf 
^  der  Seite  der  positiven  Abscissen   nur  zwey  solche  Werthe 
'   gibt,  so  wird  also  auch  die  Abscissenaxe  von  der  Curve  auf  deV 
:{f  Seite  der  positiven  Abscissen,  aulser  dem  Punkte  A=o,  nur  noch 
in  zwej  andern  Punkten  geschnitten ,    d.h.  es  gibt  nur  as  w  e  y 
Ellipsoiden,  für  welche  bey 'derselben  Umlaüfszeit  das  Gleichge- 
wicht möglich  ist.  *  ' 
Da  diese  Gurte  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  einen 
ganz  ähnlichen  Ast  hat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  hier  die 
Ordinaten  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben ,  so  schneidet  sie 
auch  die  negative  Abscissenaxe  aufser  dem  Anfangspunkte  ^  =  o 
in  noch  zwey  andern  Punkten,  für  welche  die  bey den  Werthe 
von  A,,  bis  auf  die  Zeichen,  dieselben  wie  vorher  sind,  so  geben 
;    sie  auch  wieder  dieselben  zwey  Ellipsoiden,  so  dafs  es.unnöthig 
'    ist,  diesen  zweyten  Ast  der  Lurve  besonders  zu  betrachten. 
^             !•  Wenn  man  q  sehr  klein  voraussetzt,  wie  dieses  z»  B*  bev 
der  Erde  der  Fall  ist ,   so  k«mn  man  der  Gleichung  ( C )  durch 
«wey  Werthe  von  A.'  genug  thun,    von  welchen  der  eine  sehr 
^  Uein  und  der  andere  sehr  grofs  isti»    Für  den  ersten  hat  man 
.    (nach  S«  4*  !•) 

2l•=£q  +  ?^q^ 
a  14 

^  Um  den  zweyten  Werth  Von  x  zu  erhalten,  ^ey  X  ä  tatig  (  —  — x  )» 
s-  also  X  sehr  klein«  Es  ist  aber  X  rsz  Cotg  x 

>'  1  I  l 

s>    .  also  auch  Are  tg^  =  f  -r*—  x  =  f  t  —  -  +■  jr-j  "^^.^rj  +  .  •  •  • 

i  welche  Reihe  desto  schneller  convergirt ,  je  gröfser  %  ist.  Sub- 
•     HL  F  f 
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siituirt  man  diefieii  Wt-nh  von  Are  tg  A  in  der  Gleiobting;  (C),  u 
erhält  man  durch  Umhehrang  der  Reihe 

X  =  LM^  _  2.54648—  i.47888q. 

Für  die  Erde  war  q±=o.oo345  Cf.  5.  IVO,  also  ist  der  hUin- 
Ue  Werth  von  X  gleich  0093 16  und  der  gröfste  68o«5,  aisoauckj 
das  Verhältnifs  der  Axe  des  Aequators  zu  dem   des  Poles,  >rei| 

ches  Verhältnifs  überhaupt  gleich  — L.=  v/i-|-^*  ist,  im  ersten 

Fall  gleich  1  •  oo433 ,  und  im  zweiten  gleich  680 . 5  9    and  daher 
die  Abplattung  =  \/i+X»  —  i  im  ersten  Falle  gleich    *      vd 

23l 

im  ffwejteu  gleich  •    •  Wenn  daher  die  Erde  flussig  vai 

OÜU147C 

gleichförmig  dicht  wäre ,  so  könnte  bey  der  gegen^rarligen  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Botation  das  Gleichgewicht  ihrer  Theilchen 
in  den  zwey  Fällen  bestehen,  wo  der  Durchtnesser  ihres  Aeqoa- 
tors  sich  zu  ihrer  Rotationsaxe  verhält,  entweder  wie  1  .oo433 
zu  1  ,  oder  auch  wie  68o.5  zu  i«  Der  erste  Fall  ist  der  der  x\a- 
lur,  für  welchen,  wenn  der  Halbmesser  des  Aequators  860  geogr. 
üleflen  hat^  die  halbe  Botationsaxe  B56.3  Meilen,  also  die  Ab- 
plattung nur  3.7  Meilen  beträgt,  während  für  den  zwejten  Fall 
die  £rde  ein  sehr  stark  abgeplattetes  Ellipsoid  sejn   würde ,  de- 

860 

ren  halbe  Botationsaxe  nur  -77- — ^  =  1.264  Meilen,  aUo  die  Ab- 

000.^ 

plattung  67B.736  Meilen  betragen  würde. 

n.  Der  Werth  von  q  hat  eine  Gränze ,  über  welche  hinaas 
das  Gleichgewicht  nicht  mehr  mit  einer  elliptischen    Gestalt  des 
Körpers  bestehen  kann.    Wenn    nämlich   die    oben    betrachtete 
Curve  die  Abscissenaxe  aufser  dem  Anfangspunkte,  -wo  ^=0  ist, 
sonst  nirgends  schneidet ,    sondern  sie   blofs  in  irgend   einem 
Punkte  berührt,  so  hat  man  für  diesen  Berührungspunkt  die  Glei- 
chungen y  =0  und  d  j=:o,weil  hier  die  Tangente   der  Canre 
mit  der  Abscissenaxe  zusammenfällt*    Dieser  Berührungspunkt • 
in  welchen  hier  jene  zwej  Durchschnittspunkte  gleichsam  zusam- 
meniliefsen  ,  so  clafs  jetzt  für  positiyd  Abscissen  x  die  Ordiuatenjr 
nie  mehr  negativ  seyn  können,  wird  daher  den  Werth  yon  q  ge- 
ben, über  welchen  hinaus  das  Gleichgewicht  bej  der  elliptischen 
Figur  unmöglich  ist.  Die  Gleichung  d  y  s=  o  gibt  aber 

« 

q^*  +  C*^q — (0^*  +  9q  =  o,   oder  q  = 


(»■+-X*)(9+x«)' 


V 


'  und  dieser  Werlh  von  q  ^  in  der  Gleichung  (C)  substituirt  ^  gibt 

Are  ta;i  =.     7^^+3oilV+27;i  , 

und  dieser  letzten  Gleichung  thut  der  Werth  X  =  2i0292  genüg, 
Tvoraus  durch  die yorletzte Gleichung  q=io.S37öi  gefunden  wird, 
tind  daher' das  Verhältnifs  der  Axe  des  Aequajtors  zu  der  des  Poles 

.    =1/7+57==;  2.7197. 

K  II !•  Es  war  q  ä  .^^  (J,  5,  IV.)  und  für  ein  anderes  Ellip- 

-         ,  Ott 

ftoid  q"  Ä  nrr—  »  a^sö  tst 

q    _   t'V'. 

ä     .      Ffir  die  Erde  Hv^r  q'=  o.oo345  utid  T'  ÄÖ.q97a7  'rage  (§i  5 
,  IV«)  also  ist  für  ein  mit  der  Erde   gleich   diclites  Ellipsoid «  wo 
^  f  SÄ  ^'  die  Umdrehangszeit ,  welche  dem  Gränzwerthe  ron  q  = 
''0.33701  entspricht^  \ 


009» 


m"         Sind  aber  bey  zwey  Eilipsoiden  die  Werth^  vott  q  gleich* 
.  fto  ist  —  1/  1.  ,  also  auch  die  ümdfehungsÄeit  T'  dieses  Ellip- 

^<  soids ,  bey  welchem  das  Gleichgewicht  aufhört,  möglich  zu  seyil 


["^or.iooq    yt 


^  Für  die  Sonne  z.  B.  ist  (•'  =  0.26 fj  also  T'=  o*  .  2öi8,  Für 

qj  Jupiter  ist  ^'  =  o.sSf  ^  also  T's=  0^.2104,  und  da  sich  diese 
^  Körper  viel  langsamer  mn  ihre  Axen  drehen^  als  die  geftinde« 
2^:  nen  Gränzwerthe  Ton  T^  anzeigen,  so  ist  bey  ihrer  elliptischen 
^  Gestalt  das  Gleichgewicht  noch  möglich.  Wäre  die  Dichte  der 
^.Erde  nur  der  i^j.bQ*^  l*heil  d^i*  gegenwärtigen  Dichte  derselben, 
^  so  gäbe  die  letzte  Gleichung  für 

■^  f '  =  — ^  T'  =  oT  1009  V  97-*>8 ,  oder  T'  =  o*  .99727 , 

oder  dann  würde  die  Gestalt  der  Erde,  die  sie  bey  ihrer  gegen- 
träriigen  Umlaiifszeit  annehmen  müfste ,  die  Gränze  aller  ellipti- 

a'  sdien  Gesuken  aeyn,  für  welche  das  Gleichgewicht  noch  beste- 

ru  kea  kama« 

^^  Ff2 
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■  , 

ly.  Uebrigenft  ist  diese  Gräruee  von  q  nicht  diejenige 

welcher  der  flüssige  Körper  wegen  einer  zu  geschwinden  . 

drehung  anfangen  würde,  sich  zu  serstreuen.'  Oenn  nach  ^. 

Schwere  am  Pol     ^._     Axe  des  Aequators  ^^  . 

bchwere  am  Acquator     ^     ""  Axe  des  Pols 

und  dieses  Yerhältnifs  haben  wir  oben  (^.  6.  II)  für  die  hi< 

betrachtende Gränze  gleich  ü.jk^j  gefunden,  so  dafs  also  s 

^n  dieser  Gränze  die  ochwere  am  Aequator  noch  immer  gr 

ist,  als  die  aus  der  Rotation  entstehende  Schwunghraft,  und 

daher  bluls  wegen  dieser  Schwungkraft  die  unter  dem  Aeqi 

liegenden  Theilchen  sich  noch  nicht  zerstreuen  können.  AucI 

ben  wir  Kap.  \L  ^.  ii.  11  gesehen,  dafs  die  Körper  am  Aeqi 

wegen  der  durch  eine  suhnellerc  Rotationyergröfserten  Schw 

kraft  erst  dann  anfangen  würden ,  sich  von  der  Erde  zu  enl 

neh ,  wenn  die  Umdreh^ungszeit  der  £rde  gleich  5o6o  Secui 

(Oder  o.o586  Tage  wäre,  während   nach  dem  Yorhergeher 

das  Gleichgewicht  schon  bey  einer  Umdrehungszeit  von  o .  i 

Tagen  anfangt  unmöglich  zu  werden ,  weil  bej  einer  schnelle 

Rotation  ies  unmöglich  ist,  der  flüssigen  Masse  eine  elliptis 

Gestalt  zu  geben ,  so  dals  die  aus  der  Attraction  des  Ellipsi 

und  aus  der  Schwungkraft  zusammengesetzte  Kraft  noch  senkre 

auf  der  Oberfläche  des  ElHpsoids  werde. 

V.  In  dem  Vorhergehenden  wurde  die  Gröfse  X*  positi? 
genommen ,  d.  h.  das  ElHpsoid  an  den  Polen  abgeplattet  vors 
gesetzt«  Für  solche  Ellipsoiden,  die  an  'den  Polen  verläng 
sind  4  müfs  X' negatiy  und  kleiner  als  i  seyn  (^\  4).  Sey  i 
%*= — V* ,  so  mufs  für  die  letzte  Gattung  von  EUipsoiden 
positiv  und  kleiner  als  1  sejn* 

Nach  ^«  6  ist  aber 

^  6A,«dA.[qA,^+(ioq  — 6)A,«  +  Qq2 

Substituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  statt  X  die  Gröfse  X^l/"" 
s<l  erhält  man 

dv^v/-^    6 ^^'  J ^^ [9 (^  —  ^'') (9  —  V)  +  6!;i/«1 

(9— 3^'»J\(i  — V^J 

und  matt  sieht,  dafs  der  Werth  dieser  Gröfse  -  ^ 

bis  X^'  =3  1  immer  positiv  bleibt  oder  sein  Zeichen  nicht  äni^er 
woraus  folgt,  dafs  der  Werth  von  y  zwischen  denselben  Gröfse 
nicht  gleich  Null  werden  kann,  d.  h.  dafs  bej  einem  an  denTole 
verlängerten  Ellipse id  das  Gleichgewicht  unmöglich  ist« 

Wenn  übrigens  bey  den  an  den  Polen  abgeplatteten  EIHf 
soiden  die  Rotation  noch  schneller  ist ,  als  diejenige ,  welcb 
das  Gleichgewicht  noch  möglich  macht,   so  folgt  danias  nod 


ronV:: 
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licht  9  dafs  der  rotirende  Mörper  nie  tarn  Gleichgewichte  kom- 
leii  liann.  Denn  durch  diese  schDeliefe  Rotation  wird  sich  die 
iüssigVMasse  unter  den  Polen  noehi  mehr  abplatten ,  und  unter 
em  Aequdtor  erhöhen,  so  dafs  die  unter  dem  Aequator  liegen- 
en  Theilchen  mit  ihrer  vorigen  Genchwindigkeit  jetzt  grolserQ 
[reise  beschreiben ,  und  die  Umlaufsfiseiten  dadurch  f^Unc^^lilipU 
rachsen  werden,  wodurch  endlich  nach  vielen  Oscillatioaen  di^ 
üssijge  Masse  wegei^  ihrer  Zähigkeit  in  das  Gleichgewicht  hom- 
len,  und  diejenige  Gestalt  annehmen  wird,  bey  wcTchcK  vermö- 
e  der  gröfseren  Umlaufszeit  die  Bedingung  des  Glpichgewichr 
;s  eines  EUip^oidfi  erfüllt  werden  kann. 

Noch  ist  die  Bestimmung  der  Attraction  des  Ellipsaid$  auf 
inen  äufseren  Punkt  übrig,  die,  wie  wir  bereits  zu  Ende 
BS  ^.  I  erwähnt  haben ,  wenigstens  auf  dem  dort  betre.tenetn 
/"ege  grofse  Schwierigkeilen  darbiethet.  Ton  dieser  Aufgabe, 
eiche  früher,  unter  mehreren  sie  erleuchterndenBeschränkun- 
3n,  von  Newton,  Mac -Laiirin,  Lagr^nge^  Legen- 
re  u-  a«  aufgelöst  wurde,  gab  zuerst  Gaufs  in  den  Gomment. 
otting.  folgende  alle  lindern  üb^rtreftopd^  und  vollständige* 
uflösung.     . 

Die   Gleichung   eines .  Ellipsoids ;   dessen   den  Coordinateii 
y,  z  parallelen  Halbaxen  A,  B,  C  sind,  Ut  bebano^icl]^ 

fc-  ■*'  BT  ■•"  It  =  ^- 

Ljhält  man  die  Bezeichnungen  de«  Kap.  VII.  ^.  i3  bej,  so  ist 

\ix^  A'z'^       Vdy/  B»2? 


undRas    y/i+Pf+Q«  = 


wo  der  Uür;se  weg^u  W  ==  l/  !L  4.  ^I.-L<t^  ist. 

V  A*^   B*       C* 


irner  hat  man  eben  daselbst 

X 


r>     r^M^    *        f(a  — »)x         (b-ry)y         (c— ^1 

Um  nun  zuerst  die  Oberfläche  dieses  Eilipsoids  zu  beslim- 
sn,  wollen  wir  nach  Kap.  L  g.  i6.  II  die  zwey  willkührlichen 
t)(sen  p  und  q  so  annehmen,  dafs  man  hat 

x:=xVG08p  y  =  B8inpCosq  « =;C  SinpSinq. 


Da  durch  diese  Annahnii^  der  gegebenen  Gleichung 

il  +  yl  +  5:  =  . 

A*        B*        C« 

1 

genug  geschieht,  io  sind  dadurch  die  drej  Gröften  x  7  z  avf 
zMvey  p  q  znrückgebrachtf  Nimmt  man  nun,  wie  in  dem  angeführ- 
ten Orte  an , 

dx  =  adp+j3dq,     d  j  saMp^-ß'dq,      dz  sa^'dp +ß^di 

to  erhält  man 
«  =  —  A  Sin  p  a^  =  B  Cos  p  Cos  q  4''  =s  C  Cos  p  Sin  q 

P=o  ß'=:  — B  Sin  p  Sin  q      |2'' =  C  Sin  pCosq 

also  auch 

a'/3'  — a'/ 0^^5-1  tSinp, 

A 


AC 

tt//ß_aß/'   =    g  ySinp,  aß'  — a'jäa^^   zSinp 


und  daher  das  gesuchte  Element  der  Oberfliche  des  Ellipsoidi 

ds^sABC.W.dpdqSiDp, 

welcher  Ausdruck  also  zweymahl,  zuerst  nach  p  von  p  =  o  bis 
180,  und  dann  nach  q  von  q  =s  o  bis  36o®  zu  integriren  ist.  VergL 
Kap.  yil.  $.11»  Kennt  man  so  ds,  so  ist  das  Volum  des  Eliip- 
soids  (Kap.  VII.  5«  *4'  V.  Nro.  2) 

K r^jy^x d s  Cos Q X  ==^— X «.dpdq8inp=^ABC.dpdqCos*pSiflp 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  nach  q,  so  erhält  man 

K=3  3ir .  ABC/dp  Cüs«p  Sinp=- •  ABCydp(Sinp  +  Sin3  p) 

und  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  p  von  p  =0  bia  p=:  180 

welches  der  bekannte  Ausdruck  des  Volums  des  Ellipsoids  ist. 

L  Es  sey  nun  X  die  Anziehung  dFescs  Ellipsoids  auf  irgend 
einen  Punkt  Mi  dessen  Coordinaten  a  b  c  sind,  nach.dcr  Richtung 

X 

der  Coordiiiatenaxe  x ,  und  der  Kürze  wegen  |  =   r^  ■  — ,    so  bat 

man  nach  Nro.  3  de3  angeführten  Ortes  X  =  —/Fr  .  d  s  .  Cos  Q I, 
also  auch,  wenn  das  Gesetz  der  Anziehung 


fr= — und  Fr  =  /Tr  d  r=E 

ist,  und  wenn  man  für  ds  und  Co»QX  die  Vorhergehende  Wcr- 
tlie  substituirt 

9>  I     /y»d  pdq  (^ospSifip         ■ 

^=aj7 :■ ••^•) 

i  Nfcli  derselben  Nro   ist  fiber  aucli 

/^r  •  d  g 
*^—^ —  Cos  Q  M  Cos  M  X 

V  ■  '  ... 

und  da  yr  =fv*  fr.  dr  =  r  und  CosM  X  =  ist,  so  hat  man 

/^dpagSinp  .  Äa— x)x       (b— y)y   .   (c— «>\ 

^wobe/  man  nach  Nro#  %  des  a*  O  bemerken  nuufs,  AdX\  die  Gröfse 

/'•  .     Cos  MO  das  h^ifsl,  dafs  die  GrÖfse. 
^    r« 

/vdpdqSinp  Aa— lOx     ,     (b— y)y  ^  (c  ~z)g^         ,^ 

,     -/^  r»  V     A»  D*  C*     y'*^^ 

r 

jeut  weder  gleich  o  oder  gleich  —  •  je  nachdem  der  angczogö«»^ 

ABC 

ne  Punkt  M  entweder  aufser-  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt. 

II.  Wir  wollen  nun  die  drey  Grölsen  x\,  B,  C  als  die  be- 

!»on deren  Werth^  der  drey  veränderlichen  Gröfsen ußy 

ansehen,  deren  Natur  so  beschaffen  ist,  dafs  a'-^ß«  und  a^-^cy* 

Kammer   constante  GrÖfsen  sind.    Diese  Gröfsen  aßy  sind   also 

Sie  drey   Halbaxen  aller   der  Ellipsoiden  ,    deren  drey  Haupt- 

3ui:chschnitte  mit  den  coordinirten  Ebenen  der  xy ,  xz   und  y/:^ 

mmer  ans  denselben   Brennpunkten  beschriebene    Ellipsen 

>ind. 

^         Wird  nun  die  Gleichung  (i)  so  dargestellt 

»dpdq 

r 

'and  ^ifferentiirt  man  sie  nach  der  Characleristik  S^  so  erhält  man 


d  n  n  #f 

I  s  11  ^ Cos  p  Sin  p 


.  I 


^1+15«  =  _^il±l^Z^!LLi:. 


^s  ist  aber 

I  -  r  ä'r  «  Ca  — x)  J  X  +  (b— y )  ^>;+ (c— z)  J  z 

5=  (a— x)Gosp  Äf -|-(b— y)Sinp  Cos  q.öß-[-(c — zjSinpSinq.^ 
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oder  da  ä^»  —  ßiß-=  o  und  ai*—^tySv  =  u  ist 

-  r  *r  »  ^  .  *a  ((.-x)  ^  +  (b-y)  ^  +  (c— a)  ~) 
und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 

Wird  davon,  nach  Verwandlimg  von  A,  B,  G    in  a  ,  ß ,   «y  die 
durch  ^a  niuhiplicirte  Gleichung  (si)  abgezogen  ,  ao   erhält  man 

und  dieser  Ausdruck  von  aS^  wird  nach  der  Gleichung  (3)  ent- 


weder  s  o  oder  ss-^  — r*— •> ,  je  nachdem  der  angezogene  Pankt 

ap<y 

M  auFser-  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt«  Man  hat  daher  im 
einen  äuiseren  Punkt  f|=o  ...  (4) 

und  für  einen  inneren  ^|  =  —  —7^ —  •  .  •  (d^. 


«"|S«V  * 


5.  8. 


Wir  wollen  zuerst  die  Anziehung  des  BUipsoids  aaf  eifles 
inneren.  Punkt  suchen. 

Es  ist  ß«  ==:««  +  B«  — A»,  und  <y«  rsa» +C*  —  A*.   Net 

nien  wir  an  a  t  ss  A ,  und  substituiren  diese  Werthe  von  «>  |3»Y 
in  der  Gleichung  (5)  9  so  ist 


d 
^st. 


i=i^.,.H-y[._(._»!)..].(._(._g>.j 


Stellt  man  also  die  Characteristik  d  wieder  her  und  integrirt, 
so  hat  man  g  =  TT" /TT"'  ^^^^  endlich  da  {.ABC  =  X  ist,  so 

ist  die  gesuchte  Anziehung  des  Ellipsoids  auf  ii^end  einen  inneni 
Punkt  desselben  >  nach  der  Richtung  der  x , 

^       4a'rBC,.t«dt 

wo  das  Integral  vont=o  bis  t  =  i  zu  nehmen  ist.   Aendert  manio 
diesem  Ausdrucke  von  H  und  X  die  Gröfsen  X  ABC  a  in  TBACli; 


!^ 
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oder  in  S^CBAc,  so  erhält  man  die  Anziehung  T  oder  2  des 
Körpers  nach  der  Richtiing  dery  oder  der  2. 

Diese  Werthe  von  XYZ  sind  also  die  gesuchten  ^ttractionen 
des  Ellipsoids  auf  alle  innerhalb  desselben  gelegenen  Punkte  y 
und  da  diese  Ausdrücke  für  jeden  derOtberfläche  de#  ElUpsoi^ 
auch  noch  so  nahen  Punkt  streng  genau  sind,  so  gehen  sie 
auch  zugleich  für  die  in  dieser  Oberfläche  selbst  gelegenen 
Punkte. 

h  Für  ein  dem  Yorbergebeäden  ähnliches  Ellipsoi^' sind  die 
dreyHalbaxeu  A'==mA,  B^zimB,  C'ssmC,  also  ist  die  At- 
traction  dieses  neuen  Ellipsoids  auf  einen  innem  Punkt  dasselbe» 
nach  der  Richtung  der  x  . 

4airB^C^  ^t'dt 
A'«     y    H'   ' 

.oH-=yf..(._-),j.(._(._£i>.j 

f   oder ,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  A^  B^  C^  sub- 
1   stituirt 

H'  =  H  und  X'=:X,  und  eben  so  Y'  =Y  und  Z'=  Z, 

woraus  folgt ,  dafs  für  innere  Punkte  die  At^action  aller ,  ähnli- 

•  eben  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  ganz  dieselbe  ist«  Denkt 
man  sich  ein  solches  Ellipsoid  in  mehrere  Schalen  zerlegt,  de-' 
ren  Oberfläche  der  äufsern  Oberfläche  des  EHipaoids  ähhlich  und 
ähnlich  liegend  sind,    so  werden  also,  alle,    den   angezogenen 

I    Punkt  äufserlich  umgebenden  Schalen  keinen  Einflufs  auf  ihn 
haben,  und  es  wirdblofs  die  Attraction  des  innern Kernes,  indes« 
j     sen  Oberfläche  der  Punkt  liegt ,  wirksatai  bleiben« 

II.  Die  Integration  der  drey  gegebenen  Wisrthe  von  X  Y 
und  Z  kann  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  nur  durch  Reihen  er- 
halten werden,  die  desto  schneUex'  eonvergiren,  je  weniger  das 
^   KUipsoid  von  einer  Kugel  abweicht.  Sind  aber  ;swey  der  Gröfsen 
-   ABC  einander  gleich,  etwa  Gs:=B,  in  welchem  Falle,  djer   Kör- 
^   per  durch  die  Botation  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axcn  A  und  B 
sind ,  von  der  Axe  der  A  entstanden  ist ,'  so  hat  man 

*  ^aarB»    ^  t«  dt 

X-     -     /■ 


A« 


-(-!;)■ 


A 

Ist  A  <  B  und  ■—  =s  Cos  9 ,  so  ist  dieses  Integral  von  t  sa  o 

B 

bis  t  =  I  genommen 

V       äix  Cos «  >.  V 

,  .   Sin    y  : 
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und  fttr  A  >  B  hat  man 


j  _  4ar  AB*  A-ft/^A«— B»       4*g  B» 


Eben  so  ist  für  A  <B  und  --  s  Cos  9 


V     AU-/^       ^      t|/i— t»Sin«9   ^        I  .  tSm^       v 

^V  3  Sin*  9        ^tSm'y  V  A     f  SinW  ' 

alad  TOB  tsao  bis  t  a  1  genommen 

Y  =  itl^2if  (,- S  Sin  a  9) 

8in^9 

A*  -  B* 
Ut  aber  A  >B  and >  =1^*1  so  ist  das  Tnleg^ral 


also  Ton  t  CS  o  bis  t  s  1  genommen 


v    '   4*^jrA«         abirAB«    ,       A  +  yA«  — B« 
A'— Ä*       (A'-B«)}     •  B 


Verwandelt  «man  endlioh  in  diesen  Ansdrfteken  Toa  T  dteGröis« 
b  in  c,  SO  erhält  man  die  Attraction  Z  nach  der  Riohtung  der  z, 
alsa 

Z  =  ^^£^?  (^— iSio  •«  ftr  A<B  wd  4.=  Co»  9  Md 
8in^^  ß 

4'— B»       (A»-B«>4^  B  *^ 

Fflr  die  Kugel  endlich  ist  A  =  B  ^s  C ,  nnd  daher 

r 

also  das  Integral  von  t  .=:i  o  bis  I  =3  1  genommeii 

X  'S  I  a  ir ,  nnd  eben  so  Y  =  -$b;r,   Z=:|cir, 

das  heifst,  die  Attraction  der  Kugel  auf  einen  Innern  Punkt  der- 
selben ist  identisch  mit  jener,  die  Statt  finden  würde,  wenn  die 
Masse  der  ganzen  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkt  Ter^inigt  wäre, 
woraus  folgt,  dafs  auch  alle  äufsern  Punkte  von  einer  Kugel  eben 
so  angezogen  werden,  als  ob  die  Masse  der  ganzen  Kugel  in  ih- 
rem Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  (Vergl.  Hap.  VH.  §•  10.) 
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Die  lorherg^ehenden  Au»drttc|ie,  yon  XX/t.  ^ilr  jnnere  Punkt« 
jj      sind  identisch  mit  jenen ,  welcii'e  wir  oben  (  §.  6)  gefu(n(len  ha-. 

.1     ben.  Denn  ist  A  =  k,  ^i  =  V m,  und  A,«  =  ^'~^'  =   '~'»,  al- 

H  A«  m 

so  auch  m  ^  , r"  9  so  ist  das  Volum  des  EUipsoids^ 

-3il  ■  Q  ^ 


'6  m 


^i 


Ferner  i*tfar  A.<^B  auch  Cos  f  s  y/m,  oder  tg  jt  s 7i,  also 
f  s=  Are  tg%,  und  {  Sin 3  ;>  =  a  \/m— m '  = ^.  Substituirt  man 

diese  Werthe .  in  den  Torhergehenden  Autdirj}is)^n  von  XTZ,  so 
•vhält  man 

X=?  lf2!L(x  — Arctga.) 


l(A«tgX-^) 


—   3cM 


—  .  «k»V  N         ",:       »+»'' 

"•  -wie  an  dem  angezeigten  Ottci, 

■t    '  '.■■:  "  §-9' 

^  Für  die  Attraction  des  Ellipsoids  auf  eisen  jaufser  dem- 

selben  gelegenen  Punkt  folgt  aas  der  Gleichung  (4)  dafs  die  Attrac- 

^^ion  X  in  allen  Ellipsoiden,  in  welchen  «*  —  ß*  und  a*  —  y« 
constante  Gröfsen  sind ,  der  Masse  des  Ellipsoids  proportional 
Ist,  und  da  dieses  Resultat  auch  für  die  kleinste  Entfernung  des 

^yingezogenen  Punktes  yon  der  Oberfläche  des  Körpers  gilt , '  so 
äfst  er  sich  auch  auf  das  Ellipsoid  ausdehnen ,  in  dessen  Ober- 
lache der  angezogene  Punkt  selbst  liegt« 

Wir  wollen  also  zuerst  ein  dem  gegebenen  ähnliches  und 
1U8  denselben  Brennpunkten  beschriebenes .  Ellipsoid  suchen, 
i^ind  die  noch  unbekannten  halben  Axen  desselben  m  A,  m  B  und 
CK  C  ,  ^so  ist  die  Gleichung  dieses  neuen  Ellipsoids 

—  +  i—  +   — =m*. 
A»         B>  ^  C* 

^- 

Da  dieses  Ellipsoid  durch  den  angezogenen    Punkt  M  gehen 


f  * 


11 ,  dessen  Coordinaten  a  b  c  sind ,  so  ist 

a«     .    b«  c'    _     . 

A«  ^  B 


L  —  J =m 


und  da  es  mit  dem  gegebenen  EMi^^sOide  dieselben  Brennpuakte 
haben  soll ,  so  ist 

A»— B*=D*  und  A*— C«=E« 

wo  m ,  D  und  E  constante  GröFien  sind.  Eliminirt  man  aus  den 
drey  letzten  Gleichungen  die  Grdfsen  Bund  G,  so  hat  man 

V  m"        / 

+  A-  f'n«F«,^fa'+^')P'-Ka*+b«)E'y_a«D>E«^^ 
\  ——— — I    j— -  /  m» 

und  da  diese  Gleicbung  in  Beziehups  auf  A'  des  di*itten  Grades 
ist,  so  gibt  sie  immer  einen  möglichen  Werth  yon  A*«  Kennt 
man  so  A",  so  findet  man  B*  und  C*  aus  B*  =^  A'  —  D*  und 
C«  =  A«  —  E«  ,  und  wenp  man  diese  Werthe  von  ABC  in  der 
vorhergehenden  Gleichung 


a7 


I 


?:l  +  iL:-m' 

B«  ^€» 


/  substituirty  so  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuchten  Ellip* 
soids,  welches  mit  dem  gegebenen  dieitielben  Brennpunkte  htt, 
und  welches  überdiefs  durch  den  angesogenen  Punkt  M  geht 
Sucht  man  dann,  nach  $.  2 ,  die  Attractinnen  X  T  Z  dieses  neuen 
Ellipsoids  auf  den  in  seiner  Oberfläche  gelegenen  Punkt,  so  hat 
man  dadurch  auch  die  Attractionen  des  gegebenen  Ellipsoids  aaf 
einen  aufs  c  r  ihm  gelegenen  Punkt  If ,  und  dadurch  ist  also  die 
Aufgabe  rollständrg  aufgelöfst. 


♦  « •    -' 


' '  *  1 


11*1 1 


ro 
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SEG  FI  ZEHNTES    KAPITEL. 


Refraction* 


W, 


5.  1. 


enn  man  die  die  Erde  umgebende  Atmosphäre  als  aus  concen- 
trischen  Schichten  bestehend  annimmt,  deren  Dichte  nach  einem 
gewissen  Gesetze  veränderlich  ist,  so  wird  ein  Lichtstrahl,  wenn 
er  einer  dieser  Schichten  sehr  nahe  ]^ömmt,  von  derselben  in 
einer  Richtung  angezogen  werden ,  welche  auf  der  Oberilächo 
dieser  Schichte  in  dem  Punkte,  in  welchem  das  Licht  der  Schich- 
te begegnet,  senkrecht  steht,  weil  die  Wirkung  der  Körper  auf 
das  Licht  nur  in  sehr  kleinen   Entfernungen  merkbar  angenom- 

V  men  wird.  Sind  daher  x  und  y  die  senkrechten  Coordinaten  eines 
Lichtstrahls,  wodurch  die  Entfernung  desselben    von  einer  der 

.  Schichten  der  Atmosphäre  ausgedrückt  wird ,  und  nimmt  man 
die  Axe  derx  parallel  mit  der  die  Schichte  in  dem  Einfallspunkte 
berührenden  Ebene ,  und  die  Ebene  der  x  j  als  diejenige  an , 
welche  durch  die  Normale  der  Schichte  in  jenem  Punkte  und 
durch  die  Richtung  des  Lichtstrahles  geht  f  so  hat  man ,  da  der 
Torh  ergeh  enden  Annahme  gemäfs,  das  Licht  von  der  Schichte  in 
einer  auf  diese  Schichte  senkrechten  Richtung  angezogen  wird, 
nach  den  ersten  Gründen  der  Mechanik  ( Kap«  IL  §•  3)  folgeii- 
de  cwey  Gleichungen 

llf  =0 
dt« 

^=P 
df 

wo  P  die  unbekannte  Kraft  ist,  mit  welcher  das  Licht  in  der 
Richtung  der  7  von  der  Schichte  angezogen  wird,  und  wo  dt  das 
constante  Element  der  Zeit  bezeichnet*  Die  Terbindung  dieser 
zwey  Gleichungen  gibt 

dx*  +  dy«  =:  Consta  3/Pdy, 
dt» 


4*2 

wo  die  Constante  die  Geschwindighcit  des  Lichtes  in  der  Ent- 
fernung von  der  Schichte  ausdrückt,  in  welcher  die  Wirkung 
der  Schichte  auf  das  Licht  noch  nicht  angefangen  hat ,  oder  für 
welche  tr=o  ist.  Nennt  man  also  c  die  Geschwindigkeit  des  Lich- 
tes im  leeren^  Baume  ,  und  v  die  Geschwindigkeit  desselben  an  ir- 
gend einem  Punkte  der  Atmosphäre,  so  läfst  sich  die  letzte  Glei- 
chung auch  so  darstellen 

y«ÄC«+2/Pd7 

wo  das  Integral  /Pdy  irgend  eine  Funktion  der  Dichte  ^  der 
Luft  sejrn  wird ,  daher  wir  dieses  Integral  durch  2  k  f  yorstellen 
wollen ,  wo  k  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist^  so  dais  mau 
hat 

v«  =  c«+4k^. 

J.  2. 

Sey  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  der  Tan- 
gente der  Curve,  welche  das  Licht  in  der  Atmosphäre  beschreibt 
Da  sich  bey  allen  Bewegungen,  welche  durch  Centralkräfte  ent- 
stehen ,  die  Geschwindigkeiten  yerkehrt,  wie  die  Liothe  aus  dem 
Centralpnnkte  auf  die  Tangente  der  Bahn  yerhalten ,  (Kap.  TU 
}.  2),  so  ist 

S     ^  S 

u  SS  ^  öder  u  =  —  ■ 

V  \/c*+4k^ 

wo  S  eine  Constante  bezeichnet.  Um  diese  Constante  za  bestim- 
men, sey  z  die  seheinbareZenithdistanz  des  Sternes,  so  ist,  wenn 
der  Lichtstrahl  die  Erde  berührt,'  u  =aSinz  und  ^  =  1  ,  wenn 
«  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet ,  und  die  Dichte  der  At- 
mosphäre an  der  Oberfläche  der  Erde  für  die  Einheit  der  Dich- 
tigkeiten angenommen  wird.  Also  ist  auch  S  a^a  Sin  s  •  \/c«  -|-4k 
oder ,  wenn  man  den  Halbmesser  der  Erde  a^ch  für  die  Eiaheit 

der  Entfernungen  annimmt,  S  =  Sin  z .  \/c  *  -f-  4  k ,  und  daher  die 
Torhergehende  Gleichung 


V- 


U  = 


V 


»  +     — 


Kennt  man  aber  dr  den  Winkel j  welchen  zwey  nücbste  TaDgei* 
ten  jener  Curye  nnter  einander  bilden,  so  hat  man  au»  bekasstei 
geometrischen  Gründen 

du 


\/(i+x)»-u« 


( 


drae-      ^  I   ( 


( 
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WO  (i  -Hx)  die  Entfernung  des  Punktes  der  Curve  ron  dem  Mit- 
telpunkte der  £rde,  und  dr  das  Element  der  Krümmung  jener 
Curve,  also  auch  das  Element  der  gesuchten  Refraction  bezeich- 
net. Substituirt  man  in  der  letzten  Gleichung  den  vorhergehen- 
dvn  Werth  Ton  u ,  su  hat  man ,  da 

fikud^ 
duÄ i, wt^ 


ak  ^  r 

—  df.Sinz.y  ,^ 


4k 
c~     * ./   .  ^ 

dr 


und  das  Integral  dieser  Gleiohnng  wird  die  gesuchte  Befraction  r 
geben» 

§.  3. 

Um  die  letzte  Gleichung  leichter  zu  integriren ,  wollen  wir 
sie  zuerst,  ohne  ihrem  Werthe  merkbar  Eintrag  zu  thün,  einfa-  ' 
eher  auszudrücken  suchen« 

Zu  dieser  Absicht  sey 

zs  1  — -  s  und        .   -- -  rs  «  oder  —  = 


»+x  c"  +  4li  c«         I— 2a' 

so  erhält  man 


i 

-  ,Ae  Sin 7.  1  /  ,  j ^ * 

•ao 


^^dr«  — 


oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  (i  —  s)  v/T»-  aa  mul- 
tiplicirt) 

—  adf  (i  —  s)8in0 


(i  —  2  a  4-  «  a  (>)  •  \/i—2a  +  aor^— ( i— s)  •  6in  hi* 

n^nd  auch  dieser  Ausdruck  ist  noch  ohne  allJB  Abkürzung.  Da  aber 
y^  ie  Gröfse  a  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist,  so  ist  yon  ( i  ^aa^-aaf ) 
der  gröfste  Werth  gleich  i  für  ^  s  i ,  und  der  kleinste  Werth 
gleich  1 — aa  für  ^=o,  so  dafs  man  statt  dieser  Gröfse  ( i—aa-f-aaf) 
^^hne  merklichen  Fehler  das  Mittel  aus  jenen  beydeu  Werthen» 
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oder  <lieGröf8e(i' — a)  annehmen  kann«  Da  endlich  auch  s,  sowiea 
sehr  klein  ist,  so  wird  man  die  GröÜMn  os  und  a*  vernachläs- 
sigen, und  daher  statt  der  letzten  Gleichung  die  folgende  er- 
halten 


— .  df.Sin  z 


drrs 


oder 


X/v — sa+aaf — (i — as)  Sin'z 


dr  = 


I— a 


df »Sin  z 


\/a8  —  2«(i — f)  +  (i — as;Coa< 


5.  4. 

Um^  die  letzte  Gleichung  zu  integrircn  ,  mufs  man  Tor  allem 
das  Gesetz  kennen ,  nach  welchem  die  Dichte  ^  der  Luft  Ton 
der  Höhe  x  derselben  über  der  Erdoberfläche  abhängt.  Da  aber 
dieses  Gesetz  unbekannt  ist ,  so  mufs  man  zu  irgend  einer  Hy- 
pothese Zuflucht  nehmen.  Die  einfachste  und  vielleicht  auch  die 
wahrscheinlichste  ist  die,  dafs  die  Dichtigkeiten  der  Liuftscbicb- 
ten  in  gleichem  Verhältnisse  mit  den  Tiefen  dieser  Schichten  un- 
ter der  obersten  Gränze  der  Atmosphäre  zunehmen.  Sind  also 
^  und  ^'  die  Dichtigkeiten  zweyer  Schichten  ,  und  x  tl'  die  Hö- 
hen dieser  Schichten  über  der  Oberfläche  der  Erde ,  und  ist  |3 
die  Höhe  der  ganzen  Atmosphäre  über  der  Erdoberfläche,  so 
ist  jener  Annahme,  gemäfs 

Bezeichnet  daher  ^'  die  Dichte  der  Atmosphäre  an  der  Erdober 
fläche,  tö  ist  ^=1  für  x^c=o ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

Da  ferner  nach  dem  Torhergehenden  x  =s     ^        ist^  und  da 

i — s 
wir,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  die  zweyten  und  höheren  Poten- 
zen von  s  nicht  mehr  berücksichtigen,  soistx=:s,  und  daher  auch 
s  sß(i  -<^^)«  Substituirt  man  diesen  Werth  von  ft  in  der  letzten 
Gleichung  des  ^.  3,  so  ist 


ttdf 
— *  — ' —  Sin  z 


dr 


•« 


V/ä0Ci— ?)—  30(1— f)  +  [i  —  s/3(i— ^;3Co»«z 


: ,  oder 


405 


*«•<«: 


—ZZ1.B 


ins 


i/'Üos«  s  +  [a  ß  Sin«  z  —  si  a]    (  i  -^  ^) 
Infcegrirt  man  £eseii  Ac^drnck  nach  der  bekannten  Formel 

so  erhält  man 

Sin« 

r=:sConftt+  7^— •  K  Coft«z+2^in •  z— 2a— (ö/8Sin ^ z— siä)^ 

ßSin's«— Ä 

Es  ist  daher  das  gesuchte  Integral  zwischen  den  bejdea  Grau- 
zen  f  s  o  und  ^  ss  i 


Sinz      .\/Cfis*z  +  aßSin«z  — ß« 
i — a 

ßdin'z — a 

—  _1^ Sinz .  \/*Cos«z-J-Ä^Sin»«  — 3ä  — (2ßSin*z--a«) 
I— a 

ßSin'z-« 


das  heifst 
a 

i — X 


^^^^  CK^os^  z+aßSin«z— aa— Cosz)     oder 


ßSin*  z— Ol 

aa 


Sinz 


.A.^ 


«  oder  endlich 


Cosz-{-|/Cos*z  +  aß  Sin'a— ao 

a<i 

Sinz 

1— a 

« 

J.  5. 

Vm  diese  Gleichung  anzuwenden,  ihüssen  wir  znror  die 
Wertiie  der  Gröfse  a  und  ß  bestimmen. 

Nennt  man  ;»  den  Winkel,  welchen  der  einfallende  Strahl 

mit  der  Normale  der  brechenden  Fläche  in  dem  Einfallspnnkt  bil* 

det,  und  S^  den  Winkel  des  gebrochenen  Strahles  mit  derselben 

Normale,  so  ist  bekannt |  dau  die  Sinus  dieser  Winkel  für  das« 

HI*  G  g 


4^)6 

telbt  brechende  Mittel  ein  conttantes  VerhSltnifft  haben«  und 
dafs  dieses  Yerhältnils  gleich  dem  d«r  l^eyden  Geschwindigkei- 
ten ist  9  welche  der  Strahl  Tor  und  nach  der  Brechimg  haU  Um 
dieses  auf  eine  sehr  einfache  Art  so  beweisen,  sey  wie  zufof  c 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  leereQ  Baume,  und  v  die  Ge- 
schwindigkeit desselben  in  irgend  eineiif  Punkte  der  Atmosphäre^ 
die  hier  von  gleicher  Dichte  angenommen  wird«  Zerlegt  man  die 
erste  Geschwindigkeit  c  in  zwey  andere  unter  sich  senkrechte, 
deren  eine  c^  parallel  mit  der  brechenden  Fläche  ,  und  die  an- 
dere c^^  auf  dieser  Flache  senkrecht  ist,  so  hat  man  c'^=:cSin3 
und  c'^  =s  c  Cosd,  Zerlegt  man  eben  %o  die  zwejrie  Geschwindig- 
keit V  in  2wejr andere,  deren  eine  W  wieder  mit  der  brechenden 
Fläche  parallel,  und  die  andere  i^'^  darauf  senkrecht  ist,  soist 
auch  hier  v»  s=  vSinS'  und  v**  =  vCos3^  I)a  aber  die  Anziehung 
der  brechenden  Fläche  bksia  die  auf  diese  Fläche  senkrechte  Ge- 
schwindigkeit ändert,  die  mit  dieser  Fläche  parallele  Geschwin- 
digkeit aber  ungeändert  läfst ,  so  ist  v'  =  g%  oder  wenn  man  die 
Torhergeheuden  Werthe  dieser  Gföfse  s^bstituirt , 

Sin  d     _   i; 
Sin  S'  c    ' 

welche  Gleichung  den  oben  aufgestellten  Satz  enthält.  Nach  {.  i 
ist  aber  auch  v^  ^  c*  -f-4  h  (",  also  hat  man,  wenn  man  der  Kürze 

Sin  S 

wegen  die  Gröfse durch  •  bezeichnet ,   wo  die  Gi  öfse  o 

Sin  5/ 

für  jeden  brechenden  Körper  durch  Tersuche  bestimmt  werden 
kann , 

k    «^   (•._!), 

4C 
durch  welche  Gleichung  man  daher  den  Werth  des  oben  (fi.  i) 
angenommenen  Faktors  k  für  jede  brechende  Fläche  ,  dereo 
Dichte  f  und  deren  Brechungsverhältnifs  i»  ist,  bestimmen  kann 
Nach  den  Versuchen  der  Physiker  ist  das  Verhältnifs  des 
Sinus  des  Einfallswinkels  zu  dem  Sinus  des  gebrochenen  Win- 
kels bey  dem  Uebergange  des  Lichtes  aus  dem  leeren  Baume  ia 
die  atmosphärische  Luft  gleich  #  =  i  •Ö003914,  Torausgesetzt, 
dafs  diese  Luft  eine  Dichte  habe  ,  welche  der  Barometerköhe 
Ton  28  Par«  Zoll  und  der  Temperatur  von  o**  Therm.  Reanmor 
entspricht.  Dieses  angenommen ,  gibt  die  letzte  Gleichung 

•^  «B  ••  —  a  Ä  0.0005829.. 


Nach  f.  3  ist  aber    a 


a 


•»i 


41» 


«  + 


4h 


4^7 
also  auchi  M^enn  nian  Aen  gefundencin  Werth  ron—  i^ubstituitt, 

^£^0.000294^8 

in  Thfeilen  des  Halbmessers ,  und  daher  die  Größie      ^^      öder 

I— a 

vielmehr,  iß,  iwir  di(ese  Grö£&e;nipht  in  Th^il<^n  des  iHälbmejssbrs^ 
sondern  in  JB^igf^p  (nis^edrupiit  biraucbep , 

2a 


(i — a)  8i|ii" 


=5      ItJO''.  IC) 


wofür  wir  der  Kürze  wegen  i2o''.2  setzen  .^voll^n*    .  .  .  ^ 

Ueber  die  Gröfse/S,  öder  die  Höhe  der  Atmosphäre  über 
der  Erdoberfläche,  in  Theiien  des  flalbmessers  der  Erde  aus- 
gedrückt, haben  wir  keine  geAaüeti  Bestimmungen.  Nimmt  man 
an ,  dals  die  Dämmerung  anfangt  oder  aufhört ,  wenn  die  Sonne 
7*  4^'  ttjiter  d^iu  Horizonte  ist,  so  folgt  daraus 

J^ —  =r  Cos  3**  52'  3o",  oder  .|3  =5  0.00229,  und  daher 
i-f-p 

2  (ß — «)  =  0.003997 ; 

wofür  wir  der  Kürze  wegen  0.004  annehtfien  wollen. 

Nach  diesen  Bestimmungen  der  GroGse  .a  mnA  ß  wivd  also 
die  letzte  Gleichung  des  ^.  4 

i2Ö''.a-Öinz 

**=* _     '  ■     ■    öder 

Cos  z  -f-  \/o.oo4+ 0.99542  Cos*  z 

120^^2  äinz 

r  ?=:  ■  ■•    '  -..      .  fi,  i".  ^'  .  r  ,.\i.  IUI»!»  II  .»«^«^    '. 

Cos  z  +  ^o.oo4+Cos*z — •o.oo458Cos*z 
wofür  man  no^h  ohne  merklicbea  .Fehler  .setzen  kann 

i2o/'»2Sinz 

^  = — -•-  .  .  .  (i>. 

Cosz+|/o,oo4Sin*«  +  Cos"  z 

Selbst  dieser  letzte  Ausdruck  läfst  lichnöeh,  ohne  ^^r  Genauig- 
keit zu  schaden ,  auf  den  folgenden  einfacheren  bringen 

lOo^'.aSinz 

Cosz  +  f/o.oo4  +  Cos'z 

In  der  That  ist  die  Differenz  dieser  beyden  Werlhe   von  r ,  wie 

Gg« 
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sie  ans  den  Gleichungen  (i)  und  (a)  folgt ,    für  die  rersehiede- 
nen  Zenithdi«tanzen 

«  .  .  .  .     no^    4o*     5o*    6o*     70*     8o*     86**     87*    89»   90' 

Pi£feren£  o'/,o  o'^.i   o"*i  o'^.«   o".«*  o'^a  o".3  o'^3  o".i  o''.o 

jilto  unmerklich^  wovon  sich  die  Ursache  leicht,  finden  läfst. 

Fftr  die  Berechnung  einer  Tafel  iron  r  aber  ist  die  erste 
Form  (1)  sogar  noch  etwas  bequemer«  FfihrC  man  nämlich  eine 
Hfilfsgröfse  f  ein ,  so  dai's  man  hat 


so  gibt  die  Gleichung  ,(*) 


l/^o.oo4 


=  •  ^5-*  •  .  (I) 


lstebensotgv|/  =  -^f7jjj- 
so  gibt  die  Gleichung  (a) 

.  Sin  «  tg  -   .  .  •  (H). 


\/«: 


004 


a 


Die  am  Ende  folgende  Tafel  ist  bis  es=85*  nach  der  Gleichung 
(II)  berechnet  worden ,  wo  man  hat 


log    \/ 0,004  =  8.80  io3  tind  log 


lao.a 


\/o*oo4 


=  3.^7887, 


5.  7. 


Die  Gleichung  (a)  war 

sa 


ii—a)  Sini^ 


»  Sin  2 


Cos  z  +  y^2(j3— a)+  Cos  »a 
a  Sin  z  f  

oder  endlich 


f  oder  auch 


Cos 


■] 


(i_^)(/JL_«){.Sin»'/    tV 


Co»«» 


Cos  z      1 


«ad  dieses  ist  der  Ansdrack  der  mittleren  tlefracrion    d.  k. 


469 

derjenigen ,  welche  für  den  angenommenen  Normdsustand  d^r 
Atmosphäre  angenommen  ivurde ,  wo  das  Barometer  B  =  28 
Par«  Zoll,  und  das  Thermometer  o  Grade  Beaumur  zeigt. 

Wir  wollen  nun  sehen ,  welches  die  Refraction  r'  für  einen 
anderen  Zustand  der  Atmosphäre  ist,  für  welchen  das  Barometer 
übei'haupt  b  Par*  Zolle  und  das  Thermomet;er  t  Grade  B.  zeigt«  . 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Ausdehnung  eines  Volums  atmo- 
sphärischer Luft  für  jeden  GradReaum*  gleich  m  =  o.oo4555  be- 
trage ,  so  mufs  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  von  r  die  Gröfse 

ß  in  ß  (1  -f^m  t) ,  und  'die  Grofse  a  in  y erwandeln, 

(i  -^mt)  B 

um  die  gesuchte  verbesserte  Refraction  r^  für  den  neuen  Zu- 
stand der  Atmosphäre  zu  erhalten.  (Yergl.  Vol.  L  S.  69).  Bringt 
man  die  letzte  Aenderung ,  da  sie  sehr  klein  ist ,  nur  in  dem  er- 

sten  Gliede  Ton  =s  a  -|-  a*  +  a*  . ..  an,  und  läfst  man  sie 

1  — a 

unter  dem  Wurzebeichen,  wo  sie  unmerkbar  wird,  weg,  so  er- 
hält mui 

2  ab  Siti  z 

1*/     =C  II,  I  IT,.. 


(1  — a)(i+mt)BSin  i''\/aß(i+mt) — aa 

Cos'z       T  Cosz 


aß(  1  +mt)— aa       y^  u  y8(  i  +  m 

oder  annähernd 

2ab  Sin  z 


t)— 2 « 3 


r/=5 


(i  _ ä)(i  +  mt)' . B  Sin  i"  v/2  (0 ~  «) 

Cosz 


+  mt)(ß 

oder  endlich 

sab  Sinz 


r'  = 


(i_a)(i  +  mt)«.BSini'V3(ß— «) 


2(ß 

£s  war  aber 


>   I'" 


i4-mt4".        ■      —  V 


2a 


=  130^2,  und         ,      '  a:      ^_\_    =-     i5.8ll.ji 


(i-«;Sioi''  V/2  (/^-«)       k'0.004 

also   ist  auch 
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^V/i+int4<i5.Bi  i4Co»«y*  —  i^.8i  14  Co»  «  J  . . .  (3) 

und  diete»  ist  der  Antdruck  der  oorriffirtem  Ke£r«cfion  K 
Setzt  man  in  ihm  b  ss  B  und  t  s  o ,  »a  erkllt  man  für  die  mitt- 
lere Refraction  r  wieder  die  Gleichtping  (s). 

Da  aber  der  letzte  Ausdruck  von  r'  in  der  Gleichung  (3)  zur 
Berechnung  beschwerlich  ist ,  90  mroUen  wir  ihm  eine  yu  diesem 
Zwecke  bequemere  Gestalt  geben« 

Nach  dem  'i'aylor'schen  Lehrsätze  hat  man 

r' =  r + 1 .  il  +  (b — B) .  il  4- oder 
dt  " 


d1> 


dt         VB         / 


dr 
db 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  zur  bequemeren  Bercchnang  durck 
Logarithmen  gleich 

(i4.mt)«*VB/ 

so  wird  man  die  Werthe  der  beyden  £xponent|en   n  und  n^  auf 
folgende  Art  bestimmen. 

Es  ist  (1  -j-  m  i)-"^  :s  1  —  n  m  t  -^  und  eben  so 

also  ist  auch  der  letzte  Ausdruck 

r/  =  r(i— nmt)   P+n'Tß  ~  0  I 
oder  wenn  man  mulliplicirt 

r'  SS  r  — jin  n  r  t  +  r  n'i  —  —  1  ) 

Vb        /* 

Vergleicht  man  aber  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorhergehenden 

r'  =  r  +  r.i£+B/'^-iV 
'        dt  VB        / 

so  erhält  man 

r     db 


dr 
db 


I      dr       j     ,       B    d  r 
— . und  n'  as  _ . 

mr    dt 
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Es  ist  daher  nur  noch  übris::   die  Wcrth«  ton  und  yon 

*"  db 

dr 

SU  suchen«  Zu    diesem  Zwecke  gibt  die  leiste  Gleichung  des 

d  t 

$.  jj  wenn  man  sie  iji  JBeziehung  auf  r^  b  und  -t  difFerentiirt , 

dr^        r'        , 
dB  ^  b   ""^ 

i]|./  9mT^  I  Qoo  •  53  m  b  Sin  JE 


A,    Ml     h 


dt  i+mt        i(i+mt)«.Bx/i+mt  +  (i5,»n4Co8z)* 

also  auch ,  wenn  man  in  diesen  beyden  ^ludrücken  t  &s  o  and 
b  SS  B  iia4  4aher  W  s r  setzt, 

d  r         r        1 
-c—  =  —  und 

db        B 

dr  i90o.fi»3w9iaz 
=  —  Um  r4- 


<lt     ^  2\/i4-(i5.8ii4Cosz)» 

Ol*  dl*' 

Substituirt  man  diese  Werthe   von —  und  —  in   den  roN 

db  dt 

hergehenden  Ausdrückea  von  n  Und  n^,  f  o  erhält  man' 

H5o  Sin  z 

nÄ  3  — .    .■  .  — 

rv/i+<t<>-8ii4Co8z)« 

und  n^  =  1 

und  yrenn  man  so  die  Gröise  n  kennt ,    so  ist  die  gesuchte  Ter- 
besserta  Hefractioii 


"«^.(yO+mt) 


B- 

J.  i). 

Sammelt  man  alles  Vorhergehende,  so  ist  die  mittlere  Re- 
fraction 

120''*  3  Sinz 


Cos  z  +  y/o  .0044-^08*  z 
oder  zur  bequemeren  Berechnung 

»^         C^»z  ^0.004  = 
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Kennt  man  dann  die  Ciröfse  n  aus 

•950  Sin  z 


B=  a  — 


so  ist  der  Logarithmus  der  corrigirten  Refraction 

log  r^  :=:;  log  r  -|*  ^og      -«-  n  log  ( 1  -{-m  t) 

"WO  m'ss  o .  004555  und  R  =a8  Par.  Zoll ,  und  wo  b  das  Barome- 
ter in  Par.  Zollen  und  t  das  äufsere  Therm.  Beauni,  bezeichnet. 
Noch  mufs  bemerkt  werden ,  dafs  die  Höhe  b  des  Barome- 
tera  durch  die  yen  dem  an  seiner  Scale  hängenden ,  oder  durch 
die  Yon  dem  inneren  Thermometer  abhängende  Gerreetion  auf 
die  Temperatur  des  schmelzenden  Eis^s  gebracht  werden  mufs , 

indem  man  die  Grofte  b  durch multiplicirt,  wot' 

i-|-o.ooo«a5t' 

die  Höhe  des  inneren  Thermometers  Rist.  Setzt  man  m' 3^  0.000a  .?5, 
so  ist  daher  der  yorhergehende  Ausdruck 

b                                        1 
loffr' Älogr-frlog  5-7 — i 7-7:  +  ö    loff     — 

Die  Tafel  am  Ende  dieses  Kap.  gibt  die  Werthe  von  n  nach 
dem  Yorhergeuden  Ausdrucke  von  z  =  o  bis  z  =  i)o*  ,  und  die 
drey  folgenden  kleineren  Tafeln  geben 

für  jeden  Werth  des  Barometers,  b  die  Gröfse  log  — 

desiunern  Thermometers  t'  die  Gröfse  loar 

^  i+m't' 

des  äussern  Thermometers  t die  Gröfse  log(i-fmt) 

Den  Gebrauch  derselben  zeigt  folgendes  Beyspiel 
s    s  76**  45' o'* 
b    =  26  7  Par,  Zoll 
t'   =  +  ao^.  R 
t    =a  +  a5^  R 
z  gibt  log  r  s=:     s  .  39O9     und  n  3=  1 .020 

b  gibt  log  ^      -     -     -     9  .  9794  t  gibt -^  o .  0468 

o 

t'  .  •  .  log  -f  u  . . .-    -    9  •  9980  —(0.0468)055 — o.o4''7 

t -^o\  0477 

log  r' CS  2.3286 

r  =213''.  1=3^33'' I 
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Die  Gleichungen  des  ^.  i)  sind  mit  Ausnahme  der  Constan- 

ten,  welche  nach  den  neuesten  Bestimmungen  gewählt  wurden , 

im  Grundedieselben,  welche  Tob«  Mayer  (Tabulae  motuum 

solis  et  lunae.  Lond«i77o)  gegeben  hat.  Es  läfst  sich  auch  leicht 

seigen ,  dafs  dieselben  Ausdrücke  noch  mit  jenen  identisch  «ind, 

welche  Simpson  und  ß  r  a  d  1«  y  (YoL  I  •  p«  7 1 )  gegeben  haben. 

3  a 
Setzt  man  nämlich  in  der  'ersten  Gleichuns;  des  $.  7  statt  

-  I — M»  1 — M» 

die  Grofse     ^^^  ■■ ,  und  statt  2 (|3 — «)  die  Gröfse  — jjj —  ^  das 

Bi    heifst,  nimmt  man  an 

*  1  (i— «)  (ß— «) 

^'  —  "TS Tj —  "»d  N  =5   —      zs=z 

X 

so  wird  jene  Gleichung  in  folgende  übergehen 

1— M« 


N  r  Sin  I ''  = — 


.  Sinz 


Cosz+   1/  ^ -v— +C08*Z 


,       o.    ^,                   (i  — M«)Sinz 
oder  Sm  N  r  =  _^ l— i 


MCosz4-\/i— M»  Sin»  z 


SS— MSinzCosz+Sinz.\/i-M'Sin'z 
also  auch 
Cos«  N r=:  I  —  Sin*  Nr  ==  Cos«  z  . (1  — M»  Sin*  z) 

•+M«Sin*z  +  2MSin*zCo8z,v'r— M»Sin«T 
oder  wenn  man  die  Wurzel  auszieht , 

CosNr  s  Cosz.\/i— M«Sin»z+BISin»z* 
Es  war  aber  auch 

Sin  Nr  Cotgz  s  Cos  z  y/i  — M»Sin*^  —  M  Cos*  z 

und  daher  der  heyden  letzten  Gleichungen  Differenz 

Cos  Nr  —  Sin  Nr  Cotgz^M  oder 

8in(z  — Nr)=:MSinz 

welches  die  bekannte  Form  Simpson's  ist,  die  man  auch   so 
ausdrücken  kann, 

Sin  z :  Sin  (z  — ^  N  r)  s  1 :  M  9  also  auch 

Sinz  +  Sin(z  —  Nr):Sinz  — Sin(z  — Nr)  «t+M:i-M 


oder  endlich  • 


X  %         J  \ M  2 


•  r 


welches  die  Form  ist,  die  suer^t  Bradlej  gegeben  hat.  Nimmt 
man  nach  ^«  5  an 

9L  CS  0.00029128  und  |3  c^o.oofttq,  ao  ist 
H  =  o .  99801         und  N  SS  6  •  86046 

J.  II. 

Die  leiste  Gleichung  des  S.  3  lälst  sich  auch  noch  in  den 
Falle 

i— s  =  [i— «0(1  — rt]* 

YoUständig  integriren ,    wo  m  irgend  eise  willkührliche  GröÜM 
ist«  Set£l  man  nämlich  der  Kürze  wegen 

■m — I 


[i — aa(i — ^)]    ■     Sinzss» 
so  geht  jene  Gleichung  in  folgende  über 


dr 


—  d 


(am — i).\/i 


Integrirt  man  diesen  Ausdruck  von-  f  =  o  bis  ^ 

m  zs.  Sin  z  bis 


I  ttder  VW 


Sinz 


•m — t 


6> 


tmmmumm 


(•  +  1^ 


»m— « 


(t«-^a^    •    ♦  Sinz, 


so  erhält  man 


tm—- 1 


=       f  z  —  Are  Sin  [(1  —  aa)    ^    «  Sin  z]  \  ,  öder 


»m — t 


Sin[z  —  (am— i)r]=4(i  —  a«)  ■      Sin  s 

also  wieder  die  ron  Simpson  gegebene  Form «  die  daher,  m 
wie  die  in  ^.  9  gegebenen  Auadrüoke,  nicht  Uafls  der  im  {•  4  ang^ 
nommenen  Hypothese  S4iij3(i  •-*<),  sondern  aach  noch  allo 
denjenigen  Yoraussetzungen  zwischen  s  tind  q  entspricht ,  wel- 
che der  Gleichung 

'  1 — s  =  [i  —  2a(i — ^f)]* 

genug  thun« 
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Die  Aiigemesscnheit  der  einfachen  Annahme  t  =  ß(i  — f), 
Ton  welcher  wir  oben  ausgegangen  sind ,  wird  auch  noch  durch 
.     folgende  Ben^erkung  bestätiget.  Die  Gleichung  (a)  des  $•  6 

Sm  z 


1 — a 


Cq>  z  +  V/«(ß — ä)  H-  Cos  » z 
kann  man  auch  so  ausdrucken 


1 — a 


tg« 


jj  i  +  V/  »  +  ^  (/i— «>    C«   +  tg*  z) 

oder  da  (ß  ^  a).  sehr  klein  ist , 

JL-.tga 
I — tt 

r  = ,  oder  endlich 

i4-i{ß-a)(i+tg«z) 

i    =   «tgzY.  +  a4— 2=£) (4)- 

V  aCos^z/ 

«  J.  Wenn  man  aber  in  dem  zweyten  Ausdrucke  Ton  dr  des 

§•  3 ,  welcher  noch  yon  aller  Hypothese  über  die  Gröfsen  s  und 
C  unabhängig  ist,  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  auf- 
löfst ,  und  die  dritten  und  hohem  Dimensionen  der  sehr  kleinen 
Grofse  a  und  s  yernachlässiget ,  so  erhält  man 

1  —  2a+2tf^     [  V   Gos'z  /J 


f 


B 


-1  *         r  8        .     ,  v(2Cos«  z-f-i)\ 

ci  Integrirt  man  diesen  Ausdruck  ,  so  ist 

also  das  Integral  zwischen  den  Oränzen  ^  es  o  und  f  »  i 
*    l  V     Cos'z    /       Co8»a  «^        *^J 
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Es  iftt  also  noch  übrig  ^  das  Integral 

/  sdf  =  sf —  /c^» 
zvL  tocheiu  Für  die  Oberfläche  der  Erde  ist 

•  so,  ulso/sdf  SS — /^d«* 

Erhebt  man  sich  aber  in  der  Atmosphäre  um  4^5  Element 
d.s,  so  wird  der  Druck  p  der  Luft,  der  bekanntlich  dtMch  das 
Barometer  gemessen  wird,  um  die  Gröfse  ^d  s  Termindertf «« 
dafs  man  h&t 

dp  =  *— ^ds,  also  auch  p  3= — y^da, 

und  daher  /sd  f  =3  4«  p. 

rie  letzte  Gleichung  wird  daher 

rs:.«t6zYi  +i<^Cos«z+i)-r\ 

wo  »Iso  p  der  Hohe  ^les  ßarometers  oder  der  Höhe  der  Almo- 
Sphäre  proportional  ist. 

Setzt  man  fss-^ß^  so  ist  auch 

ß 


..  =  atgz.(.-H.+^L>J_) 


eine  Gleichung ,  die  mit  der  (4)  identisch  ist« 

Die  Gleichungen  des  ^.  9  haben  also  den  grofsen  Yortheil. 
dafs  sie,  wenigstens  bis  z  ssx  80^  t  die  Befraction  ganz  unab- 
hängig Ton  dem  Gesetze  geben,,  nach  welchem  die  Dichte  der 
Atmosphäre  von  ihrer  Höhe  bestimmt  wird.  Die  neuesten  Be&ac- 
tionstafeln  ronLapiace,  die  Delambre  in  den  Tables  Ji 
bur.  des  Longit.  gegeben  hat ,  sind  bis  z  s  74^  nach  der  Glei- 
chung (4)  berechnet  worden. 

g.  i3. 

Die  Gleichungen  des  $.9  und  die  darauf  gegründeten,  nnten 
folgenden  Tafeln  stimmen  auch  bis  z  s  85®  genau  mit  den  B^ 
obachtungen,  so  wie  mit  den  Befractionstafeln,  welche  B  esse! 
in  seinen  Fund,  astron.  gegeben  hat,  wenn  man  an  die  letzten  dieia 
Theile  Yil  der  Königsberger  Beobachtungen  angezeigten  Yerbei- 
serungen  anbringt.  Für  gröfsere  Zenithdistanzen  aber  gibt  die 
Gleichung  (3)  die  Befraction  offenbar  zu  klein,  und  es  ist  da- 
her nothwendig ,  für  diese  letzten  fünf  Grade  die  Refraction  vb* 
ter  einer  weniger  beschränkten  Hypothese,  als  in  §.  4  geschehei 
ist,  zu  suchen. 

Beseel  nimmt  ^  ss  «"^  *  an ,  wo  a  die  Baaia  der  natür  Itckes 
Logarithmen,  und  wo  0  eine  Constante  ist,  welche  so  bestinat 
werden  kann ,  dafs  die  unter  dieser  Voraussetzung  entwidielt« 
BcCt*action  mit    der   ttnmittelbar    beobachteten    Refracbofl 


übereifiitimme.  Er  fand  ß  ss  745.75  oder  log  ß:9:o«8725<)33,  und 
überdieft  aas  den  physischen  Yersuchen  von  Ramnd,  Biot 
und  A  r  a  g  o  die  Gröise  ot  =z  0,0002788844  9  beydes  für  die  Ba- 
rometerhöhe  von  2<|.6  engl.  Zollen  und  für  -^So^  Therm.  Fah- 
renheiu 

Snbstitnirt  man  diesen  Wer th  von  f  in  der  letzen  Gleichang 
des  $.3  9  so  erhält  man 


aß 
1 — a 


ds*r-~0^  »Sinz 


dr 


V^Co8«z  —  2«(i — €-ö»)-f-2s8in2Ä 

Um  diesen  Ausdruck  leichter  zii  integriren  9  wollen  wir  i|n- 
nehnien 


S'  =  8 


Sin>z 


woraus  nach  dem  bekannten  Reversionssatze  (Yol.  II.  Seite  57) 

folgt 


Sin'z 


'(i_«-n.')«.,-a.' 


•  -'ß        d  .  ß 

1.3,  Sin^a         V  ds' 


) 


^  i.a.3  Sin*  z 

I    und  wenn  man  ilifferentiirt , 


'•(- 


ds'« 


) 


etc. 


^ 


A~tf  ^  ds 


Sih'z      V  ^ 


d» 


1.  2  Sin^  z 


•c- 


i.t.3Sm*s         V 


ds' 
ds'* 


•)+  e^c« 


,  Substituirt  man  diesen  Werth  von  r-«»  •  d  s  in  der  vorhergehen- 

i  den  Gleichung,  ao  ist 

t  aß    ^.         .  .  Sin»z      V  iwf  J 

\ 


aß 


Sinz.ds' 


1— a 

i  dr'gl^ 

(  \/Cos*B  +  ts^in*z 


A+ 


i.aSin«a      A  d»'»  J 


i\3.äSiii*z       V 
^  etc 


) 
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oder  mrenn  man  die  angezeigten  Differentiationen  auafübrt, 
'   ali 


Sin  is .  d  s' 


dr=r 


I — a 


V^Coa^z-i-  a»'Sin*z 
^  Sin^z 


a^ß' 


(3«f— 3^'  —  3.9  *  t— »a»'  -f-  a^a*'') 


I  «aSin^z 

i.2.3Sin^z  V  i.a  .  > 

+  «Ite. 

und  dieaer  Ausdruck  von  dr  aoll  integrirt  werden  von  sso  l 
ft  js  1 ,  oder  was  dasselbe  ist  ^ 

von  s'=  o  bis  s'  5s  I  —  — ii — ; 1. 

Sin*z 

Da  aber  f  größer  als  2 ,  und  ß  nahe  746  ist ,  so  kann  man  an 
ohne  einen  merUichetl  JFebl^r  annehmen,  dafs  der  vorhergehe 
de  Ausdruck  von  8^c=  o  bis  s^  s  00  integrirt  werden  aoll. 

h  Dieser  Autdtuck  ist  aber  auch ,  wenn  man  die  Gliedc 
welche  zu  r-P»' ,  r-*a*' ,  a—^a»'  .,.,  geholfen,  zusammen  nimn 
upd  der  Kürze  wegen 

k  =.     «ß 


Sin'z 


setzt , 


dr 


1 — a 


Sine.ds^ 


V/Cos»z  +  as'Sin^z 

■ 

V  i.a       i.a.3  .     1.2.3.4  ^ 

V  1.2  1.2.3  y 

a4l  \  '  1.2  1.2.3  J 

1.2.3  V  1.2  1.Ü.3  / 


oder,  wenn  man  noch  ferner  zusammenzieht, 


♦79 


-ü/L  Sin  c .  ds/ 


tlr  •=   .     ■  ■       ■        .        — 
Y/Cos  "  z+as^8in » z 

I  1.« 

1,0.3 

Man  sieht  so ,  dafs  alle  Glieder  des  Ausdruckes  yon  d  r  sich  auf 
die  Form  bringen  lassen 

M •  ß  Sin  z  ^  ds'  ^ «— ■^•' 

v/Cos»  z-|-2s^Sin'z 
yvo  M  eine  constante  Gröfse ,  und  n  nach  der  Ordnung  gleich 

1  )    2,    3   •  •  •  •    ibt* 

il.  Um  den  letzten  Ausdhicli  zu  integriren ,  wollen  wir  an- 
nehmen 

t" 
i  Cotg'  Ä +»'=b:  r-p  ,  also  auch 

9tdt 

nß 

-«vodurch  unter  Aufdruck  yon  d  j  in  den  folgenden  übergeht 

I 

dy  =  M(  -^J  .dt.  f ». 

▼on  "H'elchem  daher  das  Integi^l  von  t  as  C      7    ^^^8  *  ^    '^^*  .^ 
ts=  00  genommen  werden  soll. 

Ei  sey/e""**  dt  =  e     •     *'    '♦  4/ (n) . . . (a) 

•o  wird  maUf  wenn  man  diesen  Ausdruck  yonf  f^*  d  t  in  der 
vorhergehenden  Oleicfaung ,  d»  h«  in 

substituirt,  für  das  gesuchte  Integral  eines  jeden  einzelnen  Glie- 
des von  dr  erhalten , 


y=M(!i)\>J;Cn) 
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im  C 

So  ist  für  dat  ertte  Glied  M  =  nnil  n  =.  i,  also  Jas  Integra 

des  ersten  Gliedes 


at' 


(2ß)\>j/(i) 


Für  das  «weyte  Glied  ist  M  =        '     und  n  s=  4  ,  also  di 

Integral  des  «wejten  Gliedes 

iir:ü:ak('^)*.vK.)u.,.f. 

Sammelt  man  so  alle  Glieder  9  so  ist 


r  = 


v^ 


I— •«    Sin  1'^ 


.   iL  k«.t*-3>^.v|/ (3) 
.       6' 


t       i.s.3.4 


.kM-5ii.>|/(5)  +  ... 


und  dieses  ist  der  gesuchte  Ausdruck  der  Refraction« 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 


hn       • — ak 


IM<— I 


wo  ^  das  bekannte  Summenceichen ,   und  n  nach  der  Ordoon; 
i  9  2 )  3  •  •  •  ist ,  das  heifst  also ,  setzt  man 

«*,k*.«-«^ 


P=:k.«-i»>|/(i)  + 


■  « fci 


1.3 


+(«) 


SO  gebt  der  Torbergehende  Ausdruck  von  r  in  .den    folgenden 
über 


_Sinrz    /z\l 


Sini'/ 


•  • 


(5) 
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Um  die  törhergbhende  Gleichung  (5)  entwickeln  za  können, 
mufs  man  zavor  den  Werth  tön  4^  (n),  das  heiftt)  von  dem  Inte« 
graley*t~^'.dt  zwischen  den  Gränzen  t=  o  und  t  ==  QQ  haben« 

Nimmt  man  die  folgeiideiiltitiBgrale  zwischen  xso  und  xsi 
so  hat  man  bekanntlich 

/»     dx     M  ^   xdx 

V/i— x«~^  */\/t— X«  '^ 

o  X»  dx    ^^  1     ie  x^  dx     ^  ^ 

/X^dx  i.3    ar  ^x^ds^  2*4 

/,x*dx         1.3.5    «  _^*^dx         a;.4.6  _.- 

%/i.-»x*       2.4.6    ä       t/Y/|.-.x«     '  5v5.7 

wo  T  =  3«  i4>59<v«9  also  auch  allgemein  , 

/x'"dx  i,3..5«..(3n— i"^    ir 

y/i x*  2  •  4 . ^) • . . an        ^ 

^«n+«di  ..  0.4. 6;.«  an 

und  / —       ,  ;:  =  '  ^^ 

t/  y/i — X»        1 .3,5.7...(9n+i) 

und  beyder  Produkt 

^x"dx      ^x*»4-»dx  .^       i  ^      « 

Nejimen  wir  die  Gröfse  t  so  an ,  dafs  man  hat  x  ss  «— ^t*  ,  so  ist , 
dx  =  — 2qtdt«£— 9t"  ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

Jtdt.r-^*  (>+")      xttdt.«^«^**  (»+»)  1        « 

ktL*./ — ,  •/ -— =  — T"'"" 

^  J     \/i— «— «qta       */    y/i— «-«qt»  an+i    % 

Sey  die  willhühriidr^  Gröfse  q  ==  — V-  cidir  n  =s  1^^,  so  wird 
^  ^       2n-t-i  sq  ' 

die  letzte. Gleichung 

t  d  t  .  €-»■  t  d  t  •  «-*•  (»+9)  JT 

^  y  l--«-'^««   y  1  /  T"—  t-«si"        * 

V      »q  V       aq 

und  da  diese  Integralien  Ton  x  =:o  bis  x  s  i  genommen  verdea 
III.  H  h 


sollen  ,  HO  sind  sie  auch  rnn  i]  ^=  o  bis  q  =  CO  .    oder  von  t  =  i 
bis  t  =  CO  z'i  nehiiteii.  Aber  lür  q^o  ist  der  Werlh  von 

I  J-O— t"*^")   „   *-■<■'  .  3  t'  d  q 


3q  d.  sq  3  dq 

aisu  gibt  die  vor Ii ergehende  Gleichung  ~~' 

/<—'  dt./«-«'  dt=  '  oder 
4 

y^"dt  =  t.i^* 

da»  letzte  Integral  von  t  =  o  bU  t  =  CO  genommen ,  aUo  aucb 
/*—*'  d  t  =  l/ir,  dieses  Integral  von  t=:—  CO  bi&  t  :=-}-  CO 
genommen. 

I.  Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  den  TVerth  desli- 
tegrals  /(— ^'  dt  zwisdicn  den  Gränzen  t  es  T  and  t  ^  .co  u- 
chert ,  wo  1'  irgend  eine  willkührliche  Gröfse  bezeichnet. 

r.s  ist/i-'*  dt  -=/i  .  «-"  tdt,  I 

und  wenn  man  theilweise  intcgrirt , 

/*'  ■.     .A.       '  ..         .    /"«-"   dt 

7-  ..-.».idt=-.  s-f-iy--—. 

Seixt  nian  diese  theilweise  Integration  fort ,  so  ist 

woraos  daher  folgt 
/•_,.,._      «-"      /        1  1.3       .1.3.9       S 

Für  t  =  GS  ist  das  leiste  Integral  gleich  Null,  also  ist  derWjnk 
des  Integrals/ <—"  dt  zwischen  den  Gränsea  t  =  T  und  t  =3 

Nach  der  Gleichang  (a)  des  §.  i3  bat  man  aber 
vKn)  =  ,T«/.-i.  dt,  woT  =  (^y.  Cod 


Da  aber  diei>er  Werth  van  'i'  (n)  nuv  dann  braachbar  ist , 
wenn  T^  3  ist,  so  wollen  vir  noch  einen  andern  Ausdmck  Tun 
^  (n)  suchen  ,  der  dann  convcrj^irt ,    werin  der  erste  dirergirt. 

Man  erhält  ebenfalls  durch  theilweise  Integrationen 

/!-'=  -dt  =  I-"  .  t-i-3/i-"  .  f  a  t 

/»-''  .  t«    dt   =  «-"  .    r^  +  ä'  *^°  ■  t*  dt  II.  1,  i. 
'^und  daraus  folgt 

«Für  t=  o  ist  dieses  Integral  selbst  gleich  Null,  and  für  t=T  ist. 

Da.aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  d«p  Werth  desselben 
Integrals  A~''  .  dtton  t=£W  bis  t  =  CO  gleich  f  |/V  ist,  so  ist 
>'  aoch  der  Werth  dieses  Integrals  .von  t  =  T  bCi  t  =s  cO 

/r-.' .dt  =  lK»— -"  .  T,(.+  2P+?J^  +  ....^ 

und  daher 

/^+W=sK»- O+T'+S^ -i-^+.":-.)  . 

JDie  beyden  Glei^bSiicsQ ;(K)  täta~^c)  ^gebio/ äea  gieiuc^tiü^ 
rVeüfa  Aei  Funktion  ^j'  (n).  7it  k.  B.  T  =  0.9  j  ttt  in  nuk  (h) 
H  ;    uQibo^ood  T  — 

-^  ^=  —  0,0071)154  ri 


m 

• 

Eben  so 

gibt  T  =  o.od  nach  (c) 

— .T 

^^ 

0.8562270 
o.oSooooo 

aT» 
1.3 

0    11    u 

+ 

+ 

0.0022156 

o«oooo83J 
0.0000028 

—  '^  TS 
3.5 

= 

— 

0.0000001 

4/  (n)  SS         0.8383620 

Um  alles  Vorhergehende  besser  su  übersehen ,  'wollen  wir 
die  cur  Berechnung  der  Refruction  nothwendigen  Ausdrücke 
hier  xusAmmesstellen. 

a  =  0.0002788844  ß  =s  J^S.jS 

lug  aß  SE9  9.3i8 1 959  log  T^V  «s  1.5185783 1 

log         r  ^iV « 4-0987682  k  «  J5^ 

^(,1— a)Sia»"    Vß/  Sin^z 

T  rss^^eV.  Cotge,  won  s  1,  2,  3  *••• 

+  (n)s=  J.  .  f.-  Jl_+  iL^'^^  1^3^  _\ 

oder  wenn  't  klein  ist 

>Kn)«i|/-c.(i  +  T«  +  I:  +  Zl+) 

X  i.a      i.a.S     / 

X         1.3        1.3.5       1.3.5.7  •' 

_         Sin'g  /fl\* 

'  -  (,—«)  Sin  1"  •  v/a/  • 

Um  darauf  ein  Beyapiel  anzuwenden,  tej  die  beobachtete  Ze- 
nithdistanz  z  ss  85*,  so  ist 

log  k  s  9 .  32 1 4375 ,  log  (k .  .-k)  a=  o .  3303997 
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n  -  - 

.  T   ... 

.  vKn)  .  . 

.  -  .  P 

1  -  - 

0.22773/19  -  - 

9.4148572  - 

«  0.0441557 

21 

0.3782499 

.  9.2887076 

o,oo79437. 

3 

0.4662955 

9.2102461 

0.0020706 

4 

0.5287649 

9.1529194 

0.0006332 

5 

0.5772199 

9.1076781 

0.0002118 

6 

o.6a68io5 

9.0702913 

0.0000750 

7 

O.6502839 

9.0^4253 

0.0000377 

8 

0.6792799 

9.0106S11 

o.ooooioS 

9 

0.7048561 

8.9860350 

0.0000041 

if> 

0.7277347 

8.9639334 
Samme  P 

0.0000016 

s&  o«o5&i.3$9 

logP 

=  8.74i4>87 

log  Sin'z 

s  9- 9966884 

4.0287632 

1 

logr 

=  2.7668703 

r 

=  584 ''.61. 

5.  hb. 

Allein  dieser  Werth  tod  r  gilt,  wie  im  Eiiigange  des  §.  i3 
gesagt  wurde ,  für  einen  Zustand  der  Atmosphäre ,  in  welchem 
das  Barometer  29  •  6  engl.  Zolle  oder  27 .  773  Pariser  Zolle»  und 
das  Thermometer  +  5o*  Fahrenheit  zeigt«  Eigentlieh  zeigte 
das  Thermometer  Bradley's»  welches  hier  zu  Grunde  gelegt 
wurde ,  alle  Zahlen  um  1  •  sS  gegen  Fahrenheit  zu  niedrig / 
so  dafs  jene  Refraction  für  48.75  des  B r  a d  1  e y'schen  Ther- 
mometers gilt.  Nimmt  man  nun  an ,  dafs  ein  Yolum  Luft  für 
jeden  Grad  dieses  Thermometers  sich  um  seinen  h  ss  o.oo2o833**^* 
Theil  ausdehnt ,  und  dafs  sich  das  Quecksilber  des  Barometers 
für  jeden  Grad  des  wahren  Fahrenheitischen  Thermometers 
um  seinen  h^=:  o.oooio25*^*"  Theil  ausdehnt,  so  hat  man«  wenn 
man  die  in^.  8  und  9  angenommene  Bezeichnung  yon  b  und  n  bey- 
behjält ,  für  die  verbesserte  Refraction  r' 

'  Vi+h(t— 48.75)/    '  V  27,773*  i+h'(t'— ^o)^ 

wo  t  das  änfsere Thermometer,  t'  das  innere  nach  Fahrenheit, 
und  wo  b  das  Barometer  in  Pariser  Zollen  beaeichnet,  und  nach 
diesem  Ausdrucke  ist  die  Befractionatafel  berechnet,  welche 
B  e  s  s  e  1  in  seinen  Fund,  astron.  gegeben  hat.  M.  s«  Annalen  der 
Wiener  Sternwarte,  Yol.  lY.  S«  XXIX.  An  diesem  Ausdrucke 
brachte  der  Yerf.  später  (astron.  Beob»  in^ Höaigsberg  Yol.  YiL> 
noch  folgende  Yerbesserungen  an. 


r' 


I 


Die  thermome Irische  Correction  war  oben 

1  o  .997403 

X  S5  ■    ■  ■  also  auch  x  =s 


i'+o.oo2ÖU33(t — ^^40.75)   '  14-0.60 !S0779^t-5o) 

Aus  Sjßinen  eigenen  Beobachtungen  fand  Bessel^  dafs  dieser 
Factor  von  (t  —  5o)  genauer  gleich  0.00194^53  19t.  so  dafs  man 
hat 

o;997/|o3  i.o336 

1+0.00194653(1— 5o)  i+o.oo2o2(t — 32) 

wofür  er  in  Rücksicht  auf  kleine  Unregelmäfsigkeiten  seines  Ther- 
mometers annahm 

i.o33i)o8 


1+0.0020343  (t — 32) 

Itcxeicluiet  also  t  die  Grad^    des  äufseren  Therinonictcrs  nack 
Braumur,  so  ist  die  letzte  Gleichung 

1 .033908 


1  I 


J.  = 


I  +0.004.555  f 

Der  vorhergehende  Factor  des  innern  Thermonieiters  war 

1 


y  = 


1  +6.000 1 025  (f — 5o) 


I 

ncler  weii|i  t^  ebenfalls  Graden   des  Reaum.   TherxnomettctV4  he- 

/yucnnct 

1.0018 


1  -{- 0.00023  iV 

wofür  er  aus  Rücksicht  för  die  Ausdehtanng  der  Baiuimeterscalt 
Ton  Messing  annimmt 

1.00161 
i  -|-  o .  0062252 1' 

Kadlich  i'^nA  Bessel  aus  einer  sorgfältigen  Discussion  sei- 
ner eigenen  Beohachtui;igen ,  dafs  die  in  §.  i§  gegebene  Refrac- 
tionr,  welche  sich  auf  die  Bradley'schen  Beobachtungen 
gründete ,  noch  um  ihren  o.oo328a«*«»  Theal  yer^rofsert  werden 
soll,  ^nn  seinen -Beobachtungen  ganz  au  entsprechen. 

Nimmt  man  alles  TorhergeheBde  xiisammen  ,  so  erbält  man 
für  die  verbessere  Refi;action 

r'*  r  (i.oo3»8a)  /.ii:2Ü21±_)".  (  JL-  . LI!£l^i ) 

V  i+o  oo/|555k.  .  N^7»77y.  .*  -l-o,oooa25ai'/ 


40.7 

oder  was  dasselbe  iat 

R  =r  (i.oo3203}(i»oö8i73)(i. 00161).  (i,Q33r)oO)»  ,  cjdcr 
R  =.r  (I  oi3ii)(i.o33i)oü)'* 

r'  =  R./_J y.fl 1.^^) 

\i+ooo4555K       ^2B    1 -[-0.000225  2  tv  .. 

wo  t  und  t'  das  inii«rQ  und  äufsere  Thermomeietr  n^ch  Reaumur, 
b  das  Barometer  in  Pariser  Zollen,  und  wo  endlich  n  die  Bedeu- 
tung des  5.  8  uud  9  hat. 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  t=:x  t<  s=;  o  undb  5=  ^1  SQ 
erhält  man  r'nR,  und  diese  Wertbe  der  m^ttlern  ßefrac- 
tion  r  linde t  man  in  der  angehängten  Tafel  von  z=85"  bis  2=90 ^i 
Für  kleinere  Zenithdistanaen  ist  die  Tafel ,  wie  bereits  erinnert 
wurde,  nach  der  Gleichung  (II)  des«  ^.6  berechnet  worden,  wel- 
che letzte  Gleichung  mit  dem  hier  gegebenen  Werthe  von  R 
von  z  =  o  bis  z=:85®  ganz  übereinstimmende  Resultate  gibt,  da- 
her die  ungemein  bequemere  Constvuction  der  Tafel  nach  dcv 
Gleichung  (11)  bis  z  =3  85**  vorgezogen  würde.  • 

So  war  in  §.  i5  für  z  =  85'\  r  =  ö84'^6t ,  also  bat  man 

log  r  Ä  3.76687 

lag  i.oi3ii  =.   0.00566 

log  (1.033908)«  =  0.01587 


log  R  =r  2,78840  wie  in  der  Tafel. 

üebrigens  läfst  sich  der'gröfste  Theil  dieser  Tafel  von 
Ä  =  85*  bis  90  auch  berechnen,  ohne  für  jeden  Werth  tob  «f 
die  oben  g.  lö  gegebenen  etwas  umständlictien  Entwicklungen 
auszuführen. 

Die  in  (2)  des  fi.  6  gefundene  Ferm  der  Refraction,  die  man 
allgemein  so  darstellen  kann 

A  B  Sin  z 


T—       • 


Cosz  +  v/A«+Cos«2J 

wo  A  und  B  constant^  Gröfsen  und  zwarB  die  Horizpntalrefrac* 
tion  für  z  =  9o®  bezeichnet,  ist  geschickt,  heynahe  alle  bisher 
ffcgebenen  Refractionstafeln  darzustellen  ^  wenn  man  in  ihr  die 
Gröfse  A  mitden  wachsenden  Zenithdistanzen  z  nach  irgend  einem 
(besetze  langsam  abnehmen  lafst  Es  sey  z.B.  r  die  mittlere  Re- 
fraction,  wie  sie  B  es  sei  in  seinen  Fuiid.  Astr.  nach  den  Vor- 
hergehenden Gleichungen  des  §.  i5  gegeben  hat,  wo  die  Hori- 
zontalrcfraction  B=: 2166^^8  angenommen  wurde,  und 

A  =  a  +  b  r -f- c  r ' -f  d  r  • 
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Um  die  nnbekaDnten  Faktoren  a  b  c  d  zu  beslimmen  ,  findet  man 
zuerst  aus  jenen  Tafeln  für  sehr  kleine  Zenithdis tanzen,  wo  man 
die  Gröfsen  b  c  d  yernachlässigen  kann,  den  Werth  von  a^o.o5325. 
Kennt  man  dann  für  einen  gegebenen  grölsern  Werth  von  z  die 
Refraction  r  jener  Tafel ,  so  findet  man  den  Werth  von  A  un- 
mittelbar durch  die  Gleichung  (d)  oder  bequemer  durch  die  Aus- 
drücke 

Tgyp  SS        Sin z  A  =s  —  CossB .  tgSiyp 

Nehmen  wir  also  z.  B«  an,  dafs  man  die  Refiractioii  r  jener  Ta- 
feln durch  die  Formeln  des  §•  i5  fßr  drey  grpfse  Zenitbdistap- 
zen  berechnet^  und  dafo  man  so  gefunden  habe 

z  sss  77^  •  •  r  SS  ^44^^  07  also  nach  dto   ▲  as  0.05271 3 

z  s  85^  -  -  r  s  584  «  61        letzten         A  =  0.050941 

z  s=  89^  •  -  r  S&1478  •  90   Gleichungen    A  ss  o.o44558 

Substituirt  man  diese  Werthe  yon  A  und  r  nebstj  a  =^  o«o53a5  ia 
der  vorhergehenden  Gleichung 

A  =  a  +  br+cr'  +dr» 

so  erhält  man  drey  Gleichungen ,  aus  welchen  man  die  Werthe 
von  b,  c,  d  finden  wird.  £s  ist 

b  SS  —  0.00000060173 
c  =  —  0.000000007138 
d  =:i  -}-  0.00000000000^412 


und  daher 


A  s=  o.oSSaS  —  (0.7794017  —  7)  r 

r-  (0.8536765  — 9)  r« 
(o.38a3773— I«)  r» 


wo  die  Faktoren  von  r,  r*,  r*  schcm  Logarithmen  sind.  Mit  die- 
sem Werthe  ron  A  gibt  dann  die  Gleichung  (d) 

A  X 

^Ä  ^  =  ^ r  SS  a  166.8  Sin  ztg  — • 

Cos  z      •  "^  a 

Die  folgende  kleine  Tafel  ist  durch  dic^se  drey  let^te^  eln- 
facben  Gleichungen  construirt  worden. 


Bmm>1'»  Tafel 

Diflforant 

r 

5''.o4  -  - 

0''.    00 

lo.iS  -  - 

0    .    Ol 

30.95  -p  - 

0    .    0'2 

33.22  -  - 

0  •  04 

48.36  -  - 

0   •    Of 

68.48  -  - 

0   .    06 

99.34  -  - 

0   .    07 

10675  -  - 

0  .  i5 

3i5.i3  -  • 

0  •  o3 

348.14  -  - 

0   .   Ol 

438.27  .  - 

0  •  02 

584*61  -  - 

0  •  04 

855.97  -  - 

0  •  -86 

1478.20  •  - 

0  •  o4 
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ZA  r 

a             5*  -  -  0.053247  -  -  5''.o4  -  T 

'              10  -  -  0.053243  -  -  iq.i6  *  - 

j,             ao  -  -  o.o53234  •  •  20.97  -  - 

'  3o  -  -  Q.053222  -  -  33.26  T  • 

40  -  -  o.o532o5  -  -  48  3o  -  -; 

60  -  -  o  05^176  -  -  68,54  •»  ^ 

60  -  -  o.o53ias  -  -  99.4^  "*  • 

70  -  -  0052990  -  •  156.90  -  - 

80  -  -  0.052427  -  -  3i5.iQ  -  - 

Öl  -  •  0.052277  -  -    348.13  -?  - 

83  •  -  o.o5i8i8  -  -    438.25  -  - 

85  -  -  o,o5o94i  -  -    584.57  -  - 

Ö7  -  -  0.049018  -  -    855.11  -  - 

K  89  -  .  0.044554  -  -  147Ö.16  -  -  1478.20  •  -  o 

eine  Uebereinstimmung,  die  man  bey  so  zusammengesetzten  Aus- 
drücken, -wie  die  des  §.  i5  siüd,  kaum  erwarten  sollte.  Diese 
Bemerkung,  auf  die  wir  weiter  unten  wieder  zurückkommen 
(  werden  ,  kann  nicbt  blofs  dienen ,  die  Construction  jener  Tafein 
selbst  ungemein  abzukürzen,  sondern  sie  wird  selbst  bey  der 
£ntwei*fung  ganz  neuer  Refractionstafeln ,  die  unmittelbar  aus 
astronomischen  Beobachtungen  abgeleitet  sind ,  sehr  anwendbar 
seyn. 

Noch  ist  übrig,  das  Yer&hren  näher  anzuzeigen  1  welches 
Laplace  in  seiner  Mec.  cel.  Vol.  lY  anwendete,  und  nach 
welchen  die  von  den  Astronomen  gewöhnlich  gebrauchten  Tafeln 
entworfen  wurden,  die  Delambre  in  den  Tables  astr.  du  bu- 
reau  des  Longitudes  gegeben  hat. 

Die  letzte  Gleichung  des  {.  3  geht ,  da  s'  ein  sehr  kleiner 
Fruch  ist,  wenn  man  2  s  Cos*  z  gegen  Cos*  z  yemachlässiget , 
)  in  folgende  über , 

— df .  Sinz 

\/Cos*Z  —  %a  (1 — ^)-|-2  « 

Um  diesen  Ausdruck!  einfacher  zu  machen ,  nehme  •  wir  an 

ttss — a(i— f),söist 

—  ■     ■■  df  Sinz 
dr= ■ 


4«)o 

l'ni  die  Abhänj^igkeit  denGröfscn  q  uii<l  s,  oder  was  dasselbe  ist, 
•  der  Gröisen  ^  und  u  zu  bestimmon ,  nimmt  Laplace  an 


-(•+^")- 


fu\      _- 

(    % 

S  ' 


ivo  wieder  £  dip  Basis  der  natürlichen  Lpgarithmen  und  wo  f  und 
g  zwey  Constanten  sind,  die  erst  nach  der  vollendeten  Integra- 
tion des  vorhergehenden  Ausdruckes  für  d  r  so  bestimmt  wer- 
den sollen ,  dals  sie  den  beobachteten  Refractionen  und  betun- 
ders  der  beobachteten  Horizojitalrefraction  enti^pr^chen.  Der  ao- 
genommene  Ausdruck  von  f  gibt 


g        ^  8-^ 


und  daher  wird  der  vorhergehende  Ausdruck  der  Refraction 

a  s    V  ff  /   ■ 


dr  = 


g 


tu\     .—  ^G- 


■OL 


■••^s- 


Sey  der  Kürze  wegen,  Cos'  »+  au  «=  2  g  t',  also  »auch  sgtdtsdo, 

Cosm 


so  ist 


aadtSipz  /       /'.Cos^  \     ^:^iU-.tt 

dr= .f  i  — f— f  • — —  +  £t^  J.  a    «ff 

<i_«)v/3'g  V  ag         y 


und  von  diesem  Ausdrucke  soll  das  Integral  zwischen    den  Gräo- 

zen  s  =  o  und  s  =  00  d.  h,  von  u=:  o  bis  u  =  00. ,    oder  endlÜ 

von  t  SS  _      ,,  bi»  t  SB  00  geaovnmen  werden« 

Cos 4        ,  *       *   ,  ^. 

Sey  wieder  T  =  ry=r  und/#-'  *  d  t  =  *-t«  ^  ^t)  ao  iit  da 

K    2g 

Integral  der  vorhergehenden  Gleicliung 


r  = 


^-S"»f^.(._f_fT.)./.T»-t.dt 


(1— a)V^3g 


-  2af Sin  z 

(I— a)|^2g 

Um  das  letzte  Integral  /t*.  «-»*  d  t  ^  ft  .^-^^  •^t  dti«f 
die  Form 

/kdy  =s  xy  — /ydx 
zu  bringen  ,  scy  \  =  t ,  d  y  =  £"**^  .  t  d  t  also  auch  y  a=s  —  { i-**  ♦ 
und  daher  /t.s-^'  •  tdt  »-r  J  t.«-*'  +  J/r-i*  dt. 
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Unser  Yorhergcheiider  Aasdrück  vonn  r  wird  daher  in  den  folgen« 
flen  übergehen 

3«  Sin  2' 

.(i  —  f-fT»). «**/«"•'  ^* 


(»—"Vag 


2  «  f  Sin  2 

(,_a)v'2g 


»  •        •       r  • 


oder  -X 

i 

u  a  Sin  z       *  *"•  • 

r  =  _    •,  0  —  f  —  f  T»)  ^i>  F 

(l— «)V'2g  > 

,,  ;..■-       :•       •  •  li.-.j  »■»•■■■•■ 

•  9  ^  f  Sin  z  .  \    .  ■   >    .  ...  I ..... . 

(I— ^)I/«g 

für  t  =  T  ist  dieser  Ausdruck 

aceSin«'    '  .     .  .  '    aafSin«    '.•  .    '   .    ._ 
-— -.(.-f-fT04<(T)+   ...                 [^tH+.vKT)] 

<•— »)V-g  (»— «)\/2g 

itnd  für  t  ==  09  ist  e^ 

2afSin'z      t  .  Ä-T* 


<t— a)  v/2g  *       3«'' 


oder  gleich  .Null. 


*    Der  gesuchte  Auadmck  rou  r  zwiaehen  den  gegebenen  Gräiizen 
t  r=  T  und  t  =  0^  ist  daher 

^,                aaSinz'    ■             ^  afSinzCosz 

(i— a)\/3g  (!—«)«§ 


.-— .    I     «   I 


f«  Für  die  Horizontalrefraction  ist  z  =  90  ,  also  T  =s  o,  und 
daher  nach  ^.  1^,  >f  (T)  s=s  ^.  |/«,  also  auch,  die  ^e&i^ction  selbst 


f  t   ■ « 


(i— «)  K^g 

Setzt  man  diese  mit  Laplacre  gleich  dio6^S  so  1^^  ' 
•..        "^_  .  (.  ^ I  f)=-2io6 .  fein  ,V/  • 

J  (l-")\/2g 

iiml  dieses  ist  eine Se4j'n§u^^^leid[]iuf g  «wiscli^n  dci^.  «wey.zu 
rj^e^timmenden  Qrafsen.f  und.g.  *..,.  . 

^  .     W^'tfißr  w«r  (in  §.  la)  dpJr^a-rr-f  d»,  oder  wenn  man  den  vor- 
hergehenden Wcrih  von  ft  =  u4-a  (l— -f)  substiluiil 

Ij^  dp  1=5 — a^du-r-ÄCdc»         ': 


oder  wenA  man  auch  hier  den  gegebeoen  Wertk  toj 
^  SS  (  I  -|.  —  J  .  t""  f  8ubstiloirt  | 

dp  r=    (   1  -I^Ji ).»--.   AvL-^UfAf, 

und  dcsseir  Integral 


P=(g+f6Q+.))- 


d  +  4  «e^ 


4n  der  Oberfläche  der  Erde  ist  ^rs  i  (§.  s)  und  u  =  o,  also  die 
letzte  Gleichung  psg(i+OH~  v^«  oder  da  die  Barometer- 
hohe  p  der  Höhe  1  der  Atmosphäre  über  der  Erdoberfläche prv- 
portionirt  ist, 

ff 

welches  die  zweyte  der  gesuchten  Bedingungsgleichungen  Ewi- 
sehen  den  Gröf sen  f  und  g  ist« 

Setzt  man  mit  Laplace  Icso.ooi aSaS  Halbmesser  der 
Erde,  und  a=6o^^(u637,  so  geben  diese  zwej  Bedingungsgki' 
chungen      £=0.49043     und  g  =  0,00074181b« 

also  geht  die  vorhergehende  Gleichung  (6)  in  folgende  über 
r  Ä  3790".  1584(0.75479— o49*>43iT*)Sin  z .  -j1  ■ 

-f"  ioo3i".4i78in2z  ....  dl 

wo  T  s  a5 .  961934^  Cos  2 ,  und 

y^,  (T)  =  s^V  «-'•  d  t,  das  Integral  yontssT  bistssOOp 
nommen«  v 

Nach  diesem  Ausdrucke  (7)  berechnete  Delainbre's 
Befractionstafel  der  Tables  astron.  dubnreaudes  Liongit.  I*^  p 
tie  Ton  z  s=  74*  bis  z  s  90-^.  Fttr  kleinere  Zenithdistanzen  ikff 
ist  dieselbe  Tafel  Ton  z  ss  o  bis  ««^4*  nach  der  Torletztea^ 
chung  des  $•  id  ,  d.  h.  nach  der  Formel 

C^a (3 Cos'  z  4- O  —  o.oot9Ss54\ 
'+     c^PT"* -} 

Nach  derselben  Gleichung  (7)  hat  aucik  Garlini  (Ik^l 
Ephem.  für  1817)  die  Befractionstafeln  gdgöbmi  «  die  aadi  li* 
(Yol.  II.  S.  45o)  enthalten  sind.  Ton  eiaeir  etwas  ▼etiiitoti' 
Bestimmung  der  Gonstanten  «  und  1  ausgehend  ,  miiifidbrilt  *| 
seine  Tafel  nach  der  Formel 

rs8s634''Sinz[<3  — a->^saT*)A|^(T)^aT] 


4c)3 

wo  0  =  0.7175935,  T=28Cosz,  una  4/  XT)=  £T«  ./«-t«  .  at 
•da«  Integral  von  t  =  T  bis  t=«=00  genommen.  (Vergl,  I,  8.  78.) 

Diese  Refiractionstafel  von  Carl  in  i  läfst  sich,  nach  der  Be- 
merkung des  §.  17  bis  auf  die  letzten  drey  Grade  Ton  s  durch 
den  einfachen  Ausdruck  darstellen 

ABSins 

r  ^  — -^ 

Cos  z  4- 1/ A  •  4-C0S « z 

wo  B  =  1845^^*7  die  Horizontalrefraction  dieser  Tafeln,  und  wo 
A  =  o. 06265  —  o-oooo  3  tg  z  ist.  Setzt  man  nämlich 

A  X 

tg  X  =  j; ,  so  ist  r  =s  i845''.7  Sin z  tg  '-*  •••  (c} 

und  man  findet 


z 

Gleichung  (e)  - 

.  Carlini's  Tafel  -  - 

Differenz 

so»  -  - 

-  -  -    31'/.    1    -  - 

-  .  -      21'^   1      -  •  - 

.    0'^  e 

4« 

48  .  5 

48  •  6 

0  .  1 

<>? 

99  .  8 

100  •  0 

0  .  3 

70 

•57  .  4 

157  •  9 

0  p  5 

80 

817  •  S 

3i7  .  9 

0  .  6 

« 

81 

35o  •  8 

35i  .  3 

0  •  5 

<f 

82 

391  .  6 

393  .  0 

0  •  4 

83 

442  •  2 

443  .  6 

0  •  4 

^< 

84 

5o6  •  6 

606  •  7 

0  .  .1 

85 

590  .5 

590  .  3 

0  •  3 

86 

703  .  0 

703  •  6 

0  •  4 

«s 

87 

858  .  6 

858  .  8 

0  .  3 

und  man  wärde  ohne  Zweifel  die  Annäherung  noch  höher  treiben, 
wenn  man,  wie  in  ^.  7,  die  Gröfse'  Az^a-f-br-f^cr*  -f-dr '-|-  annähme. 

5.  19. 

.1,/         Zum  SchlusEC  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  nun  auch  die 

L|terres trische  Refraction,  d.  h.   diejenige  Strahlenbre- 

li^hnng  untersuchen,  welche  der  Lichtstrahl  leidet,  wenn  er  von 

j^inem  niedrigen  terrestrischen  Gegenstande  in  das  Auge  des  Be- 

obachters  kommt«  Da  die  Höhe  dieser  Gegenstände,  in  Beziehung 

üaf  ihre  Entfernung,  Ton  dem  Beobachter  mir  sehr  klein  yöratts- 

l^esetzt  wird,  so  ist  es  hier  zweckmafsiger ,  die  Refraction  nicht 

imehr,  wie  bey  der  eigentlich  astronomischen  Strahlenbrechung, 

jUft  eine  Funktion  der  Höhe  des  Gegenstandes ,  sondern  als  eine 

r%*iinktion  yon  der  Entfernung,  d.  h.  yon  dem  Winkel  zu  geben, 

Itwalchen  die  zwej  Halbmesser  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkte 

«bilden,  die  nach  dem  Beobachter  und  nach  dem  irdischen  Ob- 

v^ecte  gezogen  werden.  Ist  aber  v,  dieser  Winkel,  und,  wie  ia  (,  3, 


/ 


Wt 


(i  -f-x)  die  Entfernung  des  Objecteft  vmi  dem  Mittielpankte  der 
Erde,  in  Halbroeasern  der  Erde  ausgedräckt,  und  u  das  Loih 
Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  die  Tangente  der  Curre  des 
Lichtstrahles,  so  ist  ani  bekannten  geometrischen  Gründen  (Anä- 
lyt.  Gedm.  8.  S'gS) 

iidx 


dv  = 


Es  war  aber  (J.  2)  ü  = 


(i+x)\/ti+x)»— u» 

y 


Sine 


»  + 


4k 


r.t 


V 


•  + 


4kf 


',  also  ist  auch 


dxSi 


a*=. 


V 


i  + 


4k 


V 


und  diihfer  die  letzte  Gleichaog  des  §•  2 , 


dr=: 


2k      j        ,      ,     .   d» 
—  -^  .  df  ;(t+x)   -_ 


i  + 


4k? 


Da  did  Höhe  des  Objefctes  sehr  klein  ist ,    io  hat  man  sehr  nak 


^=  1  —  ,  WO  in  eine  constante  Gröfse  ist,    die   von  der 

nähme  der  Temperatur  der  atino^^^hfitifchefl  SoUchtea  mit  ito 
Höhe  über  der  Erde  abhängt.  Substituirt  xtian  diesen  Ausdrud^ 
Ton  (  in  der  letzten  Gleichung ,  so  hat  man 


drs. 


skm 
TT 


( J  -|-  x)  4  jr 


-^^(' 


1 


) 


4k 


oder  da  x  nnd  ZZ  sehr  kleine  GtöC^eh  sind, 

drs   .i^ •  ds'^  alsd  auch  •AkBsM  ihthgtil 


nkm 


•  p 


'  wo  r  die  Summe  der  terrestrischen  Refraction  an  dem  Objecte  und 
an  dem  Beobachter  ist.  Da  aber  die  Refraction  an  diesen  beiden 
Endpunkten  der  Cufve  sehr  iiahe  dieselbe  ist,   so  ist  die  ge- 

sachte  terrestrische  ftefraction  R  gleich  ^,  oder  es  ist 

2 

für  eine  gleiclfi formige  Temperatur  der  Atmosphäre  ist  m  =   1, 
Femer  ist  nach  §.  5 

«     * 

z!i  •=  a  «  =  o.ooo58^56>  tEind  nach  J.  18  ^  1  =s  0^0012555, 
c' 

also  ist  die  terrestrische  Refraction 

n  0.00014564  V  f^         /x 

R  =  ^ :  •  V  = =  (o.  1 1  o) .  V. 

o,ooi25i>5  d<&o 

'.  Ma'h  könnte  die  Gleichung  (£)   auch  noch  auf  folgende   Art 

[J  bestimmen.  Aus  ^*  18  I*  folgt 

/         f      \         « 
^=.(1-1 —  uj.«— g     oder  da  g  sehr  klein  ist  ^ 

^=  (1+'-  u),  iind  überdiefs  u  =.  x  —  ä  (i  —  ^). 
\         g     • 

Ans  diesen beyden Gleichungen  abef  folgt, 'wenn  manu  eliminir( 

•    ■      •  f  .  .    ■    ,      . 

Es  war  aber  0  =  0.0002(1128,     f =049042  utid  g  =  0.00074181 6  , 
*il»o  istf  =  1 — (8.18.78) X.  Oben  aber  wurde  ^=  i  —  T  • -^  **"" 

2;enommen,*  Setzt  man  daher  in  der  Gleichung  (f)  statt 

m      .  k  . 

—  die  Gröfse  818.78,  und  —  =^0.00014564»  so  ist 

1  c 

km  V 

R  =  —  .  —  .  V  ==  ,7-5-  =(0.1  iq)  V 
c»       1  8'd9      ^        "^ 

ahe  wie  «uvor.  Vergl.  Vol.  I,  S,  32q.  Doch  ist  dieser  Faktor  ron  ' 
sehr  reränderlich ,  da  m  es  ebenfalls  ist ,  und  es  kann  gesehe- 
iefi ,  dafs  die  oberen  Luftschichten  sogar  dichter  sind ,  als  die 
^  iiteren ,  so  dafs  die  terrestrische  Refraction  die  irdischen  Ge- 
enstände  nicht  mehr  erhöht,  sondern  erniedriget,  wodurch  bb* 
iinntfich  dfe  Fatä  Mörgana  und  andet'C  ähnliche Erscheinun« 
en  erklärt  Werden. 


Endlich  läfst  sich  auch  durch  den  Torhorgehenden  Antdrock 
der  Befraction  die  Schwächung  bestimmen,  welche  das  Licht  der 
Gestirne  leidet ,  wenn  es  durch  die  Atmosphäre  der  Erde  geht. 
Ist  d  die  Intensität  dös  Lichtes  bey  dessen  Ankunft  in  einer  der 
atmosphärischen  Schichten ,  deren  Entfernung  von  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  (i  +^)  ^^^i  die  Intensität  bey  dem  Eintritten 
die  Atmosphäre  als  Einheit  yoransgesetzt  i  so  ist  oÖenbar 

d3=:  —  Qf  f  .ds 

wo  ds  das  Element  des  Bogens,  welchen  dai  Lieht  beschreibt, 
und  wo  Q  eine  constante  Grdfse  beaeichnet«  Es  iat  aber 

ds«  =[d.(i+x)]«+(i+x)«dy»Ädx»+(i4.x)*di»« 
oder  da  x  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 

ds«  =sdx«+dir«. 

Nach  ^«  i()  ist  aber,  wenn  man  die  sehr  kleine  Gröfae    ^_  Te^ 


c 


nachlässiget  niid  wieder  x  =s  o  setzt , 

Av  SS  dx.tgz 

d  z^ 
also  ist  auch  ds*=  ,,  und  daher  die  erste  der  Torherse* 

Cos*  z  .  ° 

henden  Gleichungen 

—  =  —  -^^   .  dx 
^  Cosz 

Nach  {•  13  ist  aberyif  dx  der  Hohe  des Barometera  oder  derH^ 
he  1  der  Atmosphäre  ($•  18)  proportional  ^  also  ist  das  Integral 
der  letzten  Gleichung 

log5  =  -  J?    ./Vdx  =  — -2lL 

Cosz -^  C08Ä 

* 

Nennt  man  6  den  Werth  ron  9  für  das  Zenith,    ^^o  Cos  z  si, 
so  ist  log  0  SS  — •  Q«  1 ,  also  auch 

log3=??«Ö 
^  Cosz 

Den  Weirth  yori  6  kann  mari  erhalten,  wenn  man  die  Inten- 
sitäten des  Lichtes  eines  Gestirnes  fftr  zwey  Teracbiedene  Zesitlk* 
distanzen  vergleicht.  Aufj  diese  Art  fand  Bouguer,  dafs  du 
Licht  eines  Gestirnes  im  Zenithe  dös  Beobachters  ^  wenn  es  die 
Atmosphäre  der  Erde  zurückgelegt  hat^  auf  seinen  o.SiaS'** 
Theil  reduzirt  wird.  Der  brig.  Logarithmus  dieaer  Zahl  ist 
0.90973  — •  I  oder  *-  0*090289  also  findet  man  die  Intensität  dei 
Lichtes  ffir  jede  andere  Zenithdistanz  durch  den   Ausdruck 
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log  brig  0  =  ^-^'^oag 

Cosz 


Die  folgende  Refractionstafcl  gibt  den  Werth  yon  r  und  n 
nach  §*  (|,  den  ersten  bis  z=85^*  Für  gröfsere  Zenithdistanzen 
ist  d;;r  Werth  von  r  oder  eigentlich  von  Rnach  den  Ausdrücken 
des  §•  i5  und  nach  der  yorletzten  Gleichung  des  $•  16  berech- 
net worden*  Die  drey  angehängten  Tafeln  geben  die  Werthe  von 

_  für  das  Barometer  b  Par.  Zolle 
28 

für  das  innere  Therm.  Reum.  t' 


14*0.000225 1' 

-  für  das  äufsere  Therm«  Reaum*  t 

14-0.004555 1 

Die  corrigirte  Refraction  r'  ist  dann 

20  1+0.000225 1'  \  1+0.00455 1/ 

Exempei:  z  =  84*'23'54'' 

b  SS  28.75  Par.  Zolle  V  =:  —  14.0  inn.  Therm.  R. 

t  SS —  i8-o  äufs.  Therm*  R. 
z     gibt     log  r  es  2.7476  und  n  s  i»o8i 

b  -  -  •  log  _  =  0.0114 

B 

t'  -  log  ,   =  o«ooi4 

l-|-O.O00225  t' 

t   -  nlüg '    =0.0402 

1+0.00455 1       «__ 


logr'  Si2*8oo6 
r'  =  63i''.9  =  10'  3i''  9 

loff  , .  =  0.0872 

"  1 +0*00455 1 

(0.0373)  n  =  0.0402. 


*         111.  1  ^ 
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Refractions -Tafeln   für    Barometer, 
28.0  Par.  Zolle  und  0°  Therm.  Beaumur. 


^     '  ■  ■    ' 

Difr.  tur 

Diff.  für 

r. 

log  r 

1  Min. 

Z 

log  r 

I  Min. 

0.000 

0.000 

0^      0' 

«  "  »  » 

io< 

'        0/ 

1.0247 

72 

ßO 

9.5432 

20 

1.0893 

7« 

40 

98443 

40 

1.0534 

68 
66 

1          0 

0.0204 

11 

0 

1.0671 

20 

0.1453 

20 

1.0804 

64 

40 

0.2422 

40 

1.0933 

63 

2          0 

o.32i3 

# 

12 

0 

i.io59 

61 

20 

0.3882 

ao  " 

1.1182 

59 

40 

Ö.4465 

40 

i.i3oi 

58 

3       0 

Ü.4976 

i3 

0 

1.1418 

66 

20 

0.5432 

20 

i.i532 

55 

40 

0.5845 

40 

1.1643 

54 

4      0 

0.6931 

14 

0 

1.1752 

53 

ao 

0.6578 

20 

1.1858 

53 

40 

0.6902 

40 

1.1963 

5i    1 

5      0 

0.7205 

i5 

0 

1.2064 

5o 

30 

0.7487 

so 

1.2165 

49 

40 

0.7700 

40 

1.2262 

48 

6      0 

0.8001 

16 

0 

1.2359 

47 

ao 

0.8238 

20 

1.2453 

46 

40 

0.8460 

40 

1.2546 

45 

7      0 

0.8676 

>7 

0 

1.2687 

44 

20 

0.8880 

20 

1.2737 

44 

40 

0.9074 

40 

1.2815 

4? 

8      0 

0.9262 

89 

18 

0 

1.2902 

43 

30 

0.9442 

'   06 

20 

1.2987 

42 

40 

0.9615 

83 

40 

1.8071 

41 

9      » 

0.9781 

80 

»9 

0 

1.8 1 53 

40 

ao 

0.9942 

77 

SO 

1.3284 

40 

1 

40 

1.0097 

75 

4o 

1.33 1 5 

39 

h 
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Diff.    für 

Diff.  für 

s 

logr 

1  Min. 

1 

E 

log  t 

iMin. 

0.000 

0.000 

1 
20°       0' 

J.3394 

39 

3o» 

0' 

1 .5397 

39 

20 

1.3472 

38 

20 

1 .5455 

29 

40 

1.3549 

38 

40 

1.55x3 

29 

ai      0 

1.3625 

37 

3i 

0 

1.5570 

29 

.  30 

1.3700 

37 

20 

1.5628 

sB 

40 

1.3774 

36 

• 

40 

1.5684 

28 

aa       0 

1.3852 

35 

32 

0 

1.5741 

.    88 

20 

1.8920 

35 

20 

16797 

«7 

40 

1.3991 

35 

40 

1.585a 

*7 

2»         0 

1.4062 

34 

33 

0 

1.5907 

«7 

20 

1.4182 

34 

♦ 

20 

1.5962 

27 

40 

1*4201 

34 

40 

1.6018 

27 

24      0 

1.4269 

34 

34 

0 

1.6072 

.    =7 

20 

1.4337 

34 

SO 

1.6126 

27 

l 

40 

1.4404 

33 

40 

1.6180 

27   . 

f. 

25         0 

1.4470 

33 

35 

0 

i.6a34 

.27 

1 

1 

20 

1.4536 

32 

20 

1.6288 

26 

> 

40 

1.4601 

32 

40 

1.6341 

26 

j 

26      0 

1*4665 

32 

36 

0 

1.6894 

26 

20 

1.4729 

3i 

ao 

1.6447 

26 

( 

40 

1.4792 

3i 

40 

i.65oo 

26 

< 

27         0 

1.4855 

3i 

37 

0 

1.6553 

26 

♦ 

20 

1.4917 

3i 

20 

i.66o5 

26 

1 
1 

40 

1.4979 

3o 

40 

1*6657 

fl6 

i 

1 
28        0 

1.5040 

3o 

38 

0 

1.6710 

26 

) 

20 

i.5ioi 

3o 

ao 

1.6761 

a6 

9 

4o 

i.5i6i 

29 

40 

1.681 3 

a6 

> 

«9      0 

1.5220 

3o 

39 

0 

1.6865 

26 

i 

20 

i.5280 

29 

20 

1.6917 

26 

l 
) 

40 

1.6339 

29 

40 

1.6968 

26 

li  3 


5oo 


— 

Diff.  für 

^^ 

Ditr.  für 

ft 

logr 

1  Min. 
0.000 

n 

t 

log  r 

r  Min. 
0.000 

n 

4o<'o/ 

1#7020 

a5 

48°o; 

1.8335 

25 

1.002 

2ü 

1.7071 

35 

10 

1.8260 

25 

I.O03 

40 

1.7123 

35 

ÜO 

1.8285 

26 

1.003 

41  0 

1.7173 

a5 

So 

i.83ii 

25 

1*002 

30 

1.7234 

35 

40 

1.8336 

25 

i.oo3 

40 

1.7274 

35 

5o 

i.836i 

26 

i.oo3 

42    0 

U7325 

25 

49  ® 

I.83Ö7 

25 

i.oo3 

90 

1.7376 

s5 

10 

1.8413 

q6 

i.ooS 

40 

1.7427 

25 

20 

1.8438 

aS 
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S  I  E  B  E  N  Z  E  II  N  T  E  S   KAPITEL. 

Bewegung  der  Planeten  im  widerstehenden  Mittel. 


5.  1. 

Um,  die  Bewegung  der  Körper  unseres  Flanetensjstexnes  iD  ei- 
nem widerstehenden  Mittel  zu  finden,  welches  als  eine  Flüssig- 
heit TOn  sehr  geringer  Dichte  die  Sonne  nach  allen  Seiten  um- 
gibt, sey  f   f^J  die  Dichte  dieser  Flüssigkeit  in  der£ntfemuiig 

r  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Sonne,  und  d  s  das  Element  der 
Bahn  ,  welches  der  Planet  in  dem  Augenblicke  d  t  zurücklegt,  n 
wird  der  Widerstand,  welchen  der  Planet  in   der  Richtung  sd 

nes  Weges  yon  diesem  Mittel  leidet,  gleich  k.y  |  —  J  *  se\i| 

wenn  man,  wie  gewöhnlich,  annimmt,  dafs  der  Widerstasi 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  prt* 
portionirt  ist;  und  wenn  k  einen  constanten  Faktor  bezeichnet, 
der  von  der  Gestalt  und  der  Dichte  der  Planeten  abhängt.  Dieser 
Widerstand ,  in  der  Ebene  der  PlanetenbaKB  betrachtet,  und  nack 
der  Richtung  der  rechtwinklichten  Coordinaten  der  x  und  y  zer- 
legt, wird  sejn 

k.f(i) . iiiJ . und k.<p  (L") .^i^y.^ 

Vr/        dt»  Vry       d  t* 

Bezeichnet  man  daher,  wie  in  Hap.  X«  $.  7  die  Kräfte,  welche 
auf  den  Planeten  nach  der  Richtung  der  x  und  der  y  wirken, 

durch  —  C j  und — (  — j  t  ^^  wird  mau  hier  haben 


Weiter  ist  nach  demselben  Kapitel  §.  lo,  wenn  man  die  Summe 
fjL  der  IVlassen  der  Sonne  und  der  Planeten  für  die  Einheit  nimmt| 

d.i  =2dÄ. 
a 

Yernnchlässiget  man  aber  die  dritte  Coordinate  z,  so  ist  Kap.  IX, 
^*   1  das  vollständige  Differential  ron  R,  oder 


-=(^)-^+(^)- 


also  ist  auch 


Femer  ist  Kap.  X.  ^*  8 

und  f  =  eCos  w,  f '  =  e  Sinw ,  wo  e  das  Verhältnifs  der  Excen- 
tricität  zur  halben  grofsen  Axe  der  Planetenbahn ,  und  w  die 
Länge  des  Peribeliums   bezeichnet.    Substituirt  man  in   diesen 

Ausdrücken  von  f  und  f'  die  rorhergehenden  Werthe  von  ^ J 


und  (  — ^  1 ,  80  erhält  man 


d.(eSin w)  =  ah.y  (- J  • •  (^^y  —  y^x) 

d.(eCo8w)  =  — 2k.9  flV  £zll.(xdy  — ydx). 

^ry       dt« 

Endlich  ist  Kap.  IX.  $.   i  (li=:  n'  a* ,  also  auch 

n^           3nda         3an    ,    u 
an  =  — =    .d.L., 

2a  2/x  a 

oder  da  d  •  ^  =  2  d  R  und  /t£  =  i  ist,  dn=3an.dR  das  heilst 
a 

dns=3k.an*9[-|* 

\r/     dt« 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  wird  mau  die  Aenderungen 
der  drey  Elemente  a  e  und  w  der  Planetenbahn  erhalten  ,  wel- 
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che  darch  den  Widerstand  des  Mittels  erzeuge  .werden,  da  die 
Lage  der  Bahn  oder  die  Neigung  und  die  Länge  der  Knoten  der- 
selben durch  diesen  Widerstand  ofTenbar  nicht  geändert  werden 
können. 

Nach  Kap.  Vll.  J.  4  ist  p  =s'a(i  — e')  und 

xdy  —  ydx:sdt.y/a(i — e*),  sowie 

afi— e*) 
r  =  — - — -p; — -p •  ,  und  endlich  überhaupt 

1  "X"®  VjÜS yV'^^yVj 


dsr=\/dr»+r'  dv* 
Aus   diesen  Gleichungen  folgt  sofort 

r"  dv.\/i +2eCo8(i' — w)+e* 
d  s  =s  ' 

a(t— e«) 

r*  d  1^ 
uod  da  nach  Kap.  VII.  Gleichung  (6)  d  t  s=  — _  ist , 

X/a(i— e») 

3 
ds»       r*  dv,[i+3eCo8(v — rw)  +  e*]' 

dt«  ""  a*(i~e»)« 

1  />\    ds* 

Es  war  aber  d  .  -  =  s h. 9.  1  -  1  •  ;s —  also  ist  auch 

a  \r/    d  t* 


flh.9/!) 


i'-=  -r7 —     :^-*r»dy  [i  +  2cCos(v — w)+e«]' 
Nehmen  wir  an ,  dafs  der  Ausdruck 

h  .  f  (-)*r"  [i  +  a€Cos(v— w)  +  e*]* 

in  eine  Beihe  der  Form 

A +e  B .  Cos  (v— w)  +  e«  C  •  Cos  2  (v— w)  + 
entwickelt  sey,  so  ist 

d-  J  =  ^,  (t_I.)«  •  t*+*  eCos(y— w)+e«].[A+eBCos(y-w)+] 
adf^ 

SS  — V 

a»(i— e»)« 
^A+eBCos(j/-w)+aAeCos(v-w)+e«B[i+Cü82(v— w)]-H'A) 
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]cr  wenn  man  die  blofs  periodischen  Glieder,   die  hier  aufser 
isercr  Betrachtung  fallen ,  wcgläfst , 

n    *  3  dv         ^  ^  .     . 

a      a»(i — e")»    ^    ^     »       ^  ^ 

''eiler  ist  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sin  v ,  also  auch 

dx  =  drCosy— rdi/Siny  und 
d  y  =  d  r  Sin  y  +  r  d  y  Cos  v 

Allein  die  Gleiehung  r=:  ^  ^'       ^  1 gibt 

1  +  e  Cos  (y — w) 

1    ^_  r  edy  Sin  (y  —  w) 
i4-eCos(y  —  w) 

io  auch  wenn  man  dIeseaWerth  von  dr  in  dem  vorhergehenden 
isdrucke  von  d  x  substituirt , 

—  re  d  vSinw  —  rdy  Sin  y        , 
xzs  ^        ._  ,  oder 

I  +  e  Cos  {v  —  w)  , 

r'  d  y 
dx= —   ♦  [Sin  y4-e  Sin  w],  und  eben  so 

a(i  — e») 

Ay-=       V  .  [Cos  y -|^  e  Cos  w]. 

a(i  —  e') 

ibstituirt  man  diese  Werthe  vonds,  dx,  dy    in  den    vorher- 
(henden  Ausdrücken  von  d  •  (e  Sin  w)  und  d .  (e  Cos  w) ,  und  setzt 

_    .r«dy  ,,       Yi\  A  4- e  B  Cos  Cv— w) 

1 1=      ■  — ^  und  k .  y  I  —  J  =  '  ^  . —  9 

V/ad— e»)  ^^'^       r«\/»+2cCos(y— w)+e» 

erhält  man 

/^e:»»\             a  rA.-1-e  B  Cos  (v — w)l  r«*       i_  ^  c*       n    j 
(eSmw)  =  — L-..JL 1 'J.  rSiny+c  Sm  wj  .  dy 

a(i— e»)       •  *  -^ 

=  —        ^^^        .  [A Sin y+B e Sin y Cos (y— w)+ A e Sinw] 
a  (i  — e«) 

oder  y  wenn  matn  die  periodischen  Glieder  weglafst ,  also 

Hny=o  und  BeSinyCos(y  -  w)=BeSinv(CosyCos\v-J-.SinySinw) 
•^BeSinw(i — Cos2y)  —  JßeSinw  setzt 

j   r    «•       \             (2A4-R)eSinw      , 
d.CeSinw>  =  —  ^ .  d  v 

a(i— e«) 
d  eben  so 

d.(eCo»w)  =  -  (•-  ^  +B)cCosTv     ^^ 

a(i  — e») 
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IMülliplicirt  man  die  ersten  dieser  beyden  Gleich nngen  darch 
Sin  w,  und  die  zi??eyte  durch  Cos  w,  so  gibt  ihre  Somme 

;i^-_OA+B)edy 
a(i— e") 

Mnltiplicirt  man  aber  die  erste  durch  Cos  w,  und  die  zweyte 
durch  Sin  \v ,  so  gibt  ihre  Differenz 

dw  =  o. 

Die  vorletzte  Gleichung  gibt  die  gesuchte'  Aenderung  der  Ex- 
centricirät  der  Planetenbahn,  welche  durch  die  Wirkung  des  wi- 
derstehenden Mittels  entsteht,  und  die  letzte  Gleichung  zeigt, 
dais  die  Länge  des  Periheliums  oder  die  Lage  der  grolsen  Axe 
der  Planetenbahn  durch  das  widerstehende  Mittel  keine  Aen- 
derung leidet* 

$.3. 

Eliminirt  man  aus  den  bejden  vorhergehenden  Ausdrücken,  welclie 

d  •  ~~  und  d  e  durch  d  v  geben  ,  die  Grofse  d  v ,  so  erhält  man 

^.-      (2A  +  B)e(»-e')     ^^ 
2a[A(i4-e«)+e'^B] 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  gibt  die  Gröfse  e  als  eine 
Funktion  von  a;  substituirt  ihan  dann  diese  Funktion  in  der  oben 
erhaltenen  Gleichung 

3[A(i-H»)  +  e«B]    , 

da= TT .dv 

(I— e«)2 

so  erhält  man  durch  die  Integration  auch  die  Gröfse  y  als  Funktion 
von  a ,  oder  auch  a  als  Function  von  v. 

Um  aber  den  YVerth  von  v  als  Funktion  der  Zeit  t  zu  erhal- 
ten ,  so  hat  man ,  wenn  man  die  periodischen  Glieder  weglilst, 

wie  Kap  X*  ^^s»  dyssndt  und  überdiefs  n  a^  =  i,  also  auck 

d  t  =  a*  .  d  y 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  d^n  vorhin  erhaltenen  Werth 
von  a  durch  y,  und  integrirt,  so  erhält  man  die  Gröfse  t  als 
B'unction  von  v  und  umgekehrt ,  v  als  Function  von   t. 

5-  4. 

Setzt  man  voraus ,  dafs  die  Bahn  des  Planeten  nur  sehr  we* 
nig  excentrisch  ist^  so  hat  man^  wenn  man  diie  zwejten  Fotefi' 
zen  von  e  wcgläfst , 

k  9  f-J .  r •  [i  -}-  2 e  Cos  (v— w) 4-e«]*  =  A  +  eB  Cos (y— w) 


Sil 


oder  da 

r  =  a[i-^eCo6(v — w)] ,  also  r»  =a*[i — aeCos(v — w)]  ist, 

k9  (-ja"  [i- -2eCo3(v— .w)].[i+eCos(i'— w)]=±A+eBCos(i/— w) 


r 
oder 


k 9  ^h\  a'  [i— e Cos(v— w)J  =  A  +  e B Cos (v— w) 
und  diese  Gleichung  gibt 

A  =Ua«.9(^i^unaB  =  —  ka«.^  QL^  =  —  A 

Vernachlässiget  man  aber  die  zweyte  Potenz  von  e ,  so  ge- 
ben die  zwey  ersten  Gleichungen  des  §•  3 

j                 ,,         jde         (uA  +  B), 
da=:  —  2Adv  und   =  ^  -      da 

e  aaA 

also  ist  auch  ,  wenn  man  f  (-J  statt  P  (-)  setzt , 


da  =s — 2  k  a'  •  9  f  —  j  .  dv  un( 


de 


dl 

I 

e  \a/  J 

Da  nun  die  Dichte  des  widerstehenden  Mittels  oder  die  Grö- 
jj  fse  yT- J  ihrei*  Natur  nach  immer  eine  positive  Gi^öfse  ist,   so 

folgt  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen,  dafs  durch  den  Wi' 
'  derstand  des  Mittels  beyde  Gröfsen  a  und  e  immer  kleiner 
''werden,  oder  dafs  sich  der  Planet  der  Sonne  immer  mehr  nähert, 
'  Wahrend  zugleich  seine  Bahn  immer  mehr  kreisförmig  wird.  Di- 

vidirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  durch  einander,  so 
^rbält  man 


da  de 

a     ""  "     e 


Ijind  wenn  man  integrirt 

log  a .  C  •  =  2  log  e  das  heifst  e  =  C  •  |/^ 

^^o  C  eine  Constante  ist,  woraus  ebenfalls  folgt,  dafs  wenn  aal- 
^inunt ,  auch  e  immer  kleiner  wird* 


1 

I 
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ACHTZEHNTES  KA.PITEL. 


Abweichung   frey fallender   Kdrpei4  von    der 

Verticale, 


5.  I. 

dcyen  XTZ  die  senkrechten  Coordinaten  eines  Korpers,  welcher 
in  einer  beträchtlichen  Höhe  über  der  Oberfläche  unserer  Erde 
der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird ,  wo  T  in  der  Ebene 
des  Meridians  liegt  9  in  welcher  sich  der  anfängliche  Ort  des 
Hörpers  befand ,  während  Z  mit  dem  Aequator  parallel  ist.  Der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  A  dieser  drej  Coordina- 
tenaxen  sey  irgend  ein  willkührlicher  Funkt  der  Rotationsaxe- 
der  Erde. 

Dieselbe  Lage  des  Körpers  kann  auch  noch  durch    drey  if* 
dere  senkrechte  Coordinaten  xyz  gegen  denselben  Anfangspunkt 
A  so  bestimmt  werden ,  dafs  y  senkrecht   auf  den'  anfänglichci 
Meridian  des  Körpers ,  und   z   parallel  mit    der    Richtung  det 
Schwere  ist.  Wählt  man  dann  den  Punkt  A  der  Rotationsaxe  der 
Erde  so,  dafs  für  ihn  x=a,  y  =  o  und  z  =■  b  ist ,  und  bezeich- 
net man  durch  f  die  Polhöhe  des  ßeobachtungsortes  ,   und  durch 
w  den  Winkel,    um  welchen  sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  roo 
West  gen  Ost  dreht,  so  findet  man  die  Abhängigkeit  dieser  zwey 
Coordinatensysteme,    wenn    man    Kap.  lY.'  §.  3    in    den   Glei- 
chungen,   welche  x' y  z'  durch  xyz  geben,  die  Gröfsen  5>f/ 
und  f  in  derselben  Ordnung  in  90  —  9,  90  — w  und  90^  yerwan- 
delt,  so  dafs  man  hat 

X  =  X  Sin  9  Cos  w  -|-  Y  Sin  f  Sin  w  —  Z  Cos  9  +•  a 

y  =s  YCosw  —  X  Sin  w 

z  ='X  Cos  f  Cos  w  -{^  Y  Cos  p  Sin  w  -{-  Z  Sin  9  -|-  b 

also  auch  durch  Umkehrung 

X  SS  (x — a)  Sin  9  Cos  w  —  y  Sin  w  -f-  («— b)  Cos  9  Cos  w  1 
Y  =s  (x — a)  Sin  w  Sin  p  +  y  Cos  w  +  (z — ^b)  Cos  p  Sin  w    Y 
Z  =  (z— b)  Sin  9  —  (x — a)  Cos  9  J 
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Differentiirt  man  die  drey  letzten  Ausdrücke  zweymahl  in  Be- 
ziehung auf  X  Y  Z  ,  auf  x  y  z  und  auf  » ,  so  ist 

d?X  =  d«xSin9  Cos«  —  d'^ySinco  +  d«  ZC0S9C0S« 

— 2d®(dxSin9Sin»-|-dyCos«  +  dzCos9»Sin  co) — Xdtt* 

d«  Y  =  d»xSin9Sina)  +  d«yCosö)  +  d«zCo8  9Sina» 

-f-2d  a)(dx  Sin  9  Cos  «>  —  dy  Sin» -f- dz  Cos  9  Cos  •)  —  Yd«»* 

d»Z  =  — d»xCos9  +  d»z  Sin  9 

Ist  aber  g  die  Schwere ,  und  der  Kürze  wegen 

r«=;X«+Y»  +  ZS 

so  hat  man  für  die  Bewegung  des  Körpers  (Kap.  IL  ^.  2) 


o  =i 


d'X         gX 
TF  "*"    r 


O   := 


O    =, 


d»Y 

d^Z 

dt« 


§1 

r 
r 


1>(A) 


5.  2. 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  leitet  G  a  u  f  s  (B  e  n- 
zenberg's  Versuche  über  das  Gesetz  des  Falls,  Dortmund 
1804)  folgende  einfache  Bestimmung  der  Ab  weichung  frey  fallen- 
der Körper  von  der  Verlicale  ab. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (A)  nach  der  Ordnung 
durch  Sin  9  Cos  <*  ,  Sin  9  Sin  «  und  Cos  9 ,  so  gibt  die  Summe 
dieser  Produkte 

«^•X  ^.        ^  J"Y^.      ^.        .    d«Z^ 

j^Sm9Cos  <9  +^_Sm9Sma>4- j^Co8^5=P 

Multipli(;irt  man  sie  aber  durch  —  Sin  0^9  Cos  o»und«0|  so  ist 

d*X  d^Y^ 

T— Sin»+-3---Co8«  =  Q 

dt«  "^  dt«  ^ 

Multiplicirt  man  sie  endlich  durch  Cos  9  Cos  « ,   Cos  9  Sin«  und 
Sin  9,  so  ist 

d'X^  d«Y  ^.  d'Z^. 

-, —  Cos<pCosoo+  — — ■  Cos  9Sm<»  +  -r— -  öm9  =  rl 
dt«  dt«  .   dt« 

wo  die  Grofse  P  ,  O  und  R ,    die  man  nicht  erst  zu  entwickeln 
111.  ^  K  k 
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braucht,  ofTcnbarc  Functionen  ron  X,  Y,  Z  ohne  d'en  DifTeren. 

tialen  ron  X ,  Y ,  Z  sind.   Subslituirt  man  in  Jen    Jrey  letzten 

Gleichungen  für  d«  X,  d'  Y  und  d'  Z  die  oben  ge^^ebenen  Wer- 

the  dieser  Gröfscn ,  so  erhält  man,  wenn  nian  der  Kürze  wegen 

d«e 
n  =  -T-  setzt,  folgende  Gleichungen 


d*x 


o  = 


dy 


= -— -r  —  sn-r-SinÄ  +  P' 
dt*  dt         ^ 

d*  y  /dx  dz  \ 


d'  z  dy    _  ,   „ 

o  =    .—  — a  n -r-.  Cos  9 -J- R' 


df 


dt 


J 


wo  P',  Q',  R'  wieder  Funktionen  von  x  y  z  ohne    den  Differen- 
tialien  dieser  Gröfsen  sind* 

Da  aber  die  Versuche ,  welche  über  diesen  Gegenstand  ron 
uns  angestellt  werden  können,  immer  nur  in  so  kleinen  Höhen 
über  oder  unter  der  Oberfläche  der  Erde  angestellt  werden, 
dafs  man  die  Schwere  g  als  conslant,  und  ihre  Richtung  als  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  z  annehmen  kann ,  so  wird  es  erlaubt 
seyn ,  die  yorhergehenden  Grofsen  P'  und  Q'  gleich  Null  und 
R'  =  gzu  setzen.  Man  hat  daher  für  die  in  dem  leeren  Räume  fre; 
fallenden  Körper  folgende  Gleichungen 


d»x  dy 

o  ^z-z 2n  ■   -•Smo 

dt*  dt 

'dx 


1 


d'y  /dx   ^.         ,    dz  .        \ 

df^       Vdt  ^  *   dt  V 


d«z         dy.n       I 


.(B) 


5.  3. 

um  die  Gleichungen  (B)  zu  integriren,  multiplicire  man 
die  erste  derselben  durch  Sin  9,  und  die  dritte  durch  Cos  f. 
so  gibt  die  Summe  dieser  Produkte,  wenn  man  sie  integrirt, 

dx  dz 

o  =  -i-Sin9+  -T—  Cos 9  —  any+gt  C089 

dt  dt  ^  ^        ö  T 

^AO  die  Constante  der  Integration  verschwindet,  weil 

dx       dz  • 

y  =  -- —  =  ---  =  o  für  t  =  o  ist» 
■^         dt        dt 
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Aber  die  zweyte  der  Gleichungen  (B)  gibt 

dx  dz  id*7 

- — Sin  9+  rr-  Cos  9  = 'TTZ  > 

dt         ^*dt  ^  andt* 

also  ist  die  yorhergehende  Gleichung 

d'  y 
o=  -j^+4n*y  — agntCosy 

K  gl  9    ■rf 

Da  aber  von  o=  — I  +  a'y  — ySt  das  Integral  ist 

dt»  ^ 

y  =  -^Sin(«t  +  B)+§^, 

80  ist  auch  das  Integral  des  vorhergehenden  Ausdruckes 

A  fit 

y= Sin(ant  +  B)  +  — Cos9 

oder ,  da 

dy  ,  ■  g  * 

ys=  rp-  =s  o  für  t  =  o  ist  9  B  =  o  und  A  =  —  CoÄ  9  , 
•^       dt  ap.         r        . 

also  auch 

y  t=  .—  Gos  9  .  (  t  —  —  Sin  a  'n  t  ) 
•^  an  ^     V  an  / 

-welches  das  erste  der  gesuchten  Integr<ile  ist* 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

dy       gCos9 

r^=^ ^(i  — Cosant)  i 

d  t  2n      ^  ^ 

also  ist  auch  die  erste  der  Gleichungen  (B) 

d«x 
o  = -^— ^ — g  Sin  9  Cos  9(1 — Cosant) 

^fvovon  das  letzte  Integral  ist 

o=x  — igt«  Sin 9 Cos 9 — ;-^Sin9  C0S9  Cos  ant +Ct  +  C' 

Da  aber  wieder  x  =  _  =  o  für  t  =  o ,  so  ist  C  =  o  und 

dt 


fr 

C  =.  —  —  Sin  9  Cos  9 ,  also  auch 
4n' 


R  k  a 
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X  =  -^  SinfCos  9  f  Dt« L  (i_Cos  i  n  t)  J 

an  Van  / 

nvelches  das  zwäyte  der  gesuchten  Integrale  ibt. 

dv 
Substituirt  man  denselben  vorhergehenden  Werth  Ton-Y-in 

der  dritten  der  Gleichungen  (B)^  so  ist 

o  s= -— -|-g  Sin*9-}-gCos  *  ^Cosan  t 

und  daron  ist  das  letzte  Integral 

o  =  z  +  4gt»8in»9— -^Cos«^Cosant  +  Ct+C' 

dz  _  c 

Da  aber  z  =s*-r"  =  o  für  t  =  o,  so  ist  C  s=^  o  und  C'=-*^».  Cos'fi 

dt  4n«         ^ 

also  auch  das  «dritte  der  gesuchten  Integrale 

g  Cos*  9 


z=-igt«  + 


[)S"9  x  II 

^  Inf 1 

n       V  ^^       2  n 


Cos  a  n  t 


) 


Wir  haben  daher  für  die  Auflösung  unseres  Problemes  folgende 
drey  Gleichungen 

x=  -^SinpCos«  Vnt«— — ri  — Co«2nt)^ 
an  \  an^  / 

T  =  —  Cos  9  •  I  t  —  —  Sin  a  n  t  I 
an         ^    V         an        '         / 

«  =— igti+^Cos«9.^nf— ^(i  — Cosant)) 

Löfst  man  die  Gröfsen  Sin  a  nt  und  Cos  an  t  in  Reihen  auf,  in- 
dem man  die  fünfte  und  höheren  Potenzen  yon  nt  yernachlassi* 
get ,  so  hat  man  als  Endresultat 


=  ?.^lÜ.Sin9Cos9  1 


ent^    ^  ^ 
y  =21  2 -Cos  9 

'  3 


(C) 


z  =  ~fgt«  + 6.^11.  Cos»  9 

6  J 

und  in  diesen  Ausdrücken   bezeichnet   x   die  Abweichung  itt 
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» 
währenci  der  Zeil  t  fallenden  Körper  von  der  VcrlicaTe  in  der 

l^ichtung  des  Meridians  oder  gegen  Süden  und  y  dieselbe  Ab- 
weichung in  einer  auf  den  Meridian  senkrechten  Richtung  oder 
gegen  Osten. 

Die  Gröfse  n  ist  der  Bogen  ^  welchen  jeder  Punkt  der  Er« 
de  in  einer  Sekunde  mittlerer  Zeit  durch  die  Rotation  der  Erde 
zurücklegt,  also  da  der  Sterntag  gleich  aS^56^4'^  ^^=8&i&4*0(>a 
Sekunden  mittlerer  Zeit  ist  > 

360.60' 
^  =  OTT =  >5.o4i 

Da  die  Zeit  t  des  Falls  immer  nur  wenige  Sekunden  betragt^  so 
wird  man  z  =  -^  gt'  setzen  können  ,  woraus  folgt 

y  ■==  I  ntz  Cos^.Sin  i" 

X  =  i-L.  tg  9 

z 

'  Benzenbergs  Versuche  wurden  in  einer  Fallhohe  ron  235 
Par.  Fufs  angestellt,  und  die  Zeit  des  Falls  war  t  =  4  Sekunden, 
80  wie  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  9=  53°  33'.  Ist  also 
z  =  23-3.  la",  so  gibt  die  erste  der  beyden  yorhcrgchenden  Glei- 
chungen 

y  =  3 .  qi  Par»  Linien  ,  und  die  zweyte 

X  =  o .  ooo5 

oder  ein  Körper ,  der  durch  «35  Fufs  fällt,  wird  3.qi  Linien 
gegen  Ost ,  und  nur  o.ooo5  Linien  oder  nichts  gegen  Süd*  oder 
Nord  abweichen,  und  mit  diesem  Resultate  der  Rechnung  stimm- 
ten auch  die  Versuche  Benzenbergs  sehr  nahe  uberein . 

Ist  g  =  (29.37)  i2>  =:  423o  Linien,   80  gibt   die  zwejte  der 
Gleichungen  (C) 

gnt^ 
y=  — r — Cos9Sini''  =  (o.ioa8)t*  C099 
o 

wo  t  die  Zeit  der  Fallhöhe  in  Sekunden  und  j  die  östliche  Alt- 
weichung  in  Par.  Linien  bezeichnet;  oder  da  z  =s<^  gt*  ist, 

y   =  Ji. .  z' Cos  ^  =  (0.00000106)2^  Cos  ^ 

WO  die  Fallhöhe  z  und  die  Abweichung  y  in  Linien  ausgedrückt 
ist*  Die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  gibt  die  gesuchte  öst- 
liche Abweichung  durch  die  Zeit,  die  zweyte  durch  die  Fall- 
höhe. Für  den  Fall  der  Hörper  in  einem  widerstehenden  Mittel 
endlich  findet  man  sehr  nahe  dasselbe  Resultat ,  nähmlich  (Mec. 
ceL  Vol.  IV,  pag.  3oi) 
lU.  LI 


5i «  . 

y  t=  5-^Co8^Sini".(i  — Jgmi«) 

iro  g  m  den  Widerstand  bezeichnet ,  i^elchen  die  Luft  Jer  Be- 
wegung des  Körpers  entgegen  setzt*  Im  leeren  Baume  ,  oder 
was  dasselbe  ist ,  wenn  m  unendlich  klein  ist,  geht  die  letzte 
Gleichung  in 

y  -=  ^-^  Co^  9  Sin  i" 

über ,  die  mit  der  oben  gegebenen  identisch  ist* 


